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3. cviCeni - Substitucni metody resSeni neurcitého integralu,
rozklad raciondlni lomené funkce na parcialni zlomky

3.1 Prvni substitu¢ni metoda

Véta 3.1

Necht

e funkce ¢ ma na intervalu (a; b) konecnou derivaci a pro vSechna x € (a; b) je p(x) € (a; B),
o funkce f je spojita v (a; B).

Bud'F libovolna primitivni funkce k f na (a; ). Pak v (a; b) plati
[ Fo@)- 0G0 dx = Fp),

Piseme: [ f(p(x)) - ¢'(x) dx = | di z Z,(é?)dx | =[f@® dt =F@) =F(p(x))

Priklad 3.1
a) [sin*x-cosx dx g) fcos(Sx —1) dx

1
b) f; (ln3x —In X) dx h) fm
c) f\/% dx i) f(l TCX)ZOOO dx

3x
d) [ dx ) e
e) f\/1+lnx o k) [xv1+3x?dx
x x°
x—1 ) [——dx
/) f?/(x———l)z dx (x5+1)3

3.2 Druha substitu¢ni metoda

Véta 3.2
Necht funkce f(x) je definovdna na otevieném intervalu J. Necht funkce ¢ (t) ma nenulovou derivaci
na intervalu I a zobrazuje tento interval na interval J. Dale pfedpokladejme, Ze funkce f[@(t)]¢'(t)
mad na intervalu I primitivni funkci F (t). Pak funkce f (x) ma na intervalu J primitivni funkci F [~ (x)].
Tudiz plati:

[ fdx = [ flp@®]e' (®)dt,

Jestlize do primitivni funkce na pravé strané dosadime za t funkci ¢ =1 (x).

Pfiklad 3.2
a) [eV*dx,x € (0;) b) [V1—x%dx,x€ (—1;1)
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3.3 Polynomy

Definice 3.1
Necht n € Ny, ag, ay, ..., a,—1,a, € R. Funkci
Py =apx™+ ap_1x" 1+ +a;x +agx €R
Nazyvame redlny polynom (mnohoélen). Cisla ay, a, ..., a,,_1, a,, nazyvdme koeficienty polynomu P
a n stupen polynomu P.

Priklady polynomu:

e P:y=3x3-1 ... polynom stupné 3,
o Py=7x*+3x2—1 ..polynom stupné 4,
e Pry=4 ... polynom stupné 0.
Definice 3.2
Funkce R dana predpisem
P(x
RGx) = ( )’
Q(x)

kde P je polynom a @Q je nenulovy polynom se nazyva racionalni lomenna funkce.

Rikdme, e funkce R je ryze lomenn4, jestlize stuperi polynomu P je niz&i ne? stupefi polynomu Q. Je-
li stupen polynomu P stejny nebo vyssi nez stupen polynomu Q, mluvime o neryze lomenné funkci.

Pfiklady raciondlné lomennych funkci:
3x3-1
7x%+3x2-1
3x5-1
Ry y=———

2V = s

e Ri:y= ... ryze lomenna racionalni funkce

. ... neryze lomenna racionalni funkce

Priklad 3.3
Vyjddrete neryze lomenou raciondlni funkci f jako soucet polynomu a ryze lomenné raciondlni funkce.
2x% —9x* + 4x3 +8x2 —Tx + 4
fiy= x*—3x2+2x—-1

3.4 Rozklad polynomu na soucin

Definice 3.3
Kofenem polynomu P rozumime libovolnou komplexni ¢islo a takové, ze P(a) = 0.

Definice 3.4
Jsou-li 84, B2, ..., Bs navzdjem rGizné koteny polynomu P, a k4, ks, ..., kg € N, pak tvar polynomu
By =ay(x— .Bl)kl(x - .Bz)kz = cooe ({58 = .Bs)ks
Nazyvéme rozklad polynomu P, na souéin kofenovych ¢initeli v komplexnim oboru. Cislim
ki, ky, ..., ks fikdme nasobnosti kofenl 3, B,, ..., Bs. Platiky + ky, + ...+ kg =n.
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Véta 3.3
Kazdy polynom stupné n ma v komplexnim oboru pravé n korent, pocitame-li kazdy koren tolikrat,
kolik ¢ini jeho nasobnost.

e  Polynom stupné 1 ma pravé jeden koren.
P:y=x—2 .. kofen2

e  Polynom stupné 2 ma pravé dva komplexni kofeny, pficemz kazdy pocitdme tolikrat, jaka je jeho

nasobnost.

Pry=x?>+x-2=(x—1)(x +2) ..koteny:1,-2
Pry=x?>-2x+1=(x—1)>? ... dvojnasobny kofen 1
Pry=x?+1=((x—-i(x+1i) ... kofeny: i, —i

e Polynom stupné n ma pravé n komplexnich korenu.
o Piy=x3+x=x(x?+1)=x(x+i)(x—1i) ..koFeny:0,i,—i
e Piy=x3—x=x(x?-1)=x(x+1)(x—1) ..kofeny:0,1,—1

e Ma-li polynom komplexni kofen x = a + (i, ma i komplexné sdruzeny kofen x = a — [i,
pricemz jejich nasobnosti jsou stejné.

Roznasobime-li kofenové Cinitele odpovidajici komplexné sdruzenym kofenim a + Bi,
dostavame
[x — (a + BD)][x — (a — )] = x% + 2ax + a? + 2.

To je kvadraticky trojélen x? + px + gq.

Véta 3.4

Je-li polynom P, (x) stupné n,n > 1, B4, B, ..., Bs vSechny jeho kofeny s nasobnostmi k4, k5, ..., ks a
oznaéime-li x? + p;x + qy, ..., x*> + p,x + q, viechny kvadratické trojéleny odpovidajici viem réiznym
dvojicim komplexné sdruzenych kofen( s ndsobnostmi ly, L5, ..., [,,, dostaneme

Py(x) = an(x — B (x — PRz oo (x = B)*s - (x® + pax + q)t -+ (2% + prx + q,)'.

Tento tvar polynomu nazyvdme rozklad polynomu na soucin ireducibilnich (nerozlozZitelnych)
kofenovych ¢initeld v realném oboru.

Priklad 3.4
Rozlozte polynom Ps(x) = 2x° + x* + 4x3 + 2x? + 2x + 1 na soucin ireducibilnich kofenovych

v o e o v . . 1
Cinitel( v redIném oboru, vite-li, Ze jeden kofen je x = — >
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3.5 Rozklad raciondlni lomenné funkce na parcialni zlomky

Véta 3.5
Necht R(x) = %je racionalni ryze lomenna funkce s realnymi koeficienty a necht
Q(x) — eeen (x — a)k " eeen (xz + px + q)] o 000, pak
— .. Aq Ay Ay Bix+Cq Byx+C, Bjx+C;
R(x) =+ (x-a) il (x-a)? e (x—a)k ey (x2+px+q)  (x2+px+q)? = (x2+px+q)) !

Kde Ay, -, Ay, By,, Bj, C1, -+, C; € R.

Postup nalezeni koeficientl rozkladu [1]

1. Nejprve se presvédcime, ze zadana funkce je ryze lomenna. Pokud tomu tak neni, pfevedeme ji
délenim na soucet polynomu a racionalni ryze lomenné funkce. Tu pak teprve rozkladame.

2. Rozlozime jmenovatel na soucin ireducibilnich Cinitel v redlném oboru.

3. Podle tohoto rozkladu napiseme ptedpokladany tvar rozkladu na parcialni zlomky s neznamymi
koeficienty. Ten polozime roven zadané racionalni ryze lomenné funkci, jejiz jmenovatel si
napiSeme ve tvaru soucinu ziskaného v bod¢ 2.

4. Vzniklou rovnici vynasobime jmenovatelem zadani. Dostaneme rovnost dvou mnohoclend. Na
jedné strané rovnice je mnohoclen se znamymi koeficienty, na druhé stran¢ mnohoclen
S neznamymi koeficienty.

5. Dva mnoho¢leny jsou si rovny prave tehdy, kdyZ jsou stejného stupné a u stejnych mocnin neznamé
maji stejné koeficienty. Roznasobime tedy mnohocleny na obou stranach a sloucime cleny se
stejnymi mocninami nezndmé. Pak porovname koeficienty u stejnych mocnin neznamé na levé a
pravé strané rovnice. Dostaneme soustavu linearnich rovnic, ktera ma vzhledem k jednoznacnosti
rozkladu prave jedno feseni.

6. Jestlize ma jmenovatel redlné koteny, je vyhodné dosadit je do vzniklé rovnice a tim dostat hned
nekteré koeficienty. Pak sta¢i porovnat koeficienty jen u nékterych mocnin neznamé (tak, abychom
dostali potiebny pocet rovnic pro ty koeficienty, jejichZ hodnoty jesté nemame).

Prikad 3.5

RozloZte na parcidlni zlomky:
x+1

a) R(x) T x3+x
x%+x+1

b) R(x)="2%
x*—x+1

C) R(x) - x3-1

d) R(x)= —3x34+25x2-32x—2

(x—1)2(x—2)(x+3)

MSR — Integrdlni pocet — Neriskuj — Metody vypoctu neurcitého integrdlu
(http://msr.vsh.cz/sites/msr.vsb.cz/files/pdf/neriskuj integ pocet 1693.pdf)
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