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Ulohy tykajici se rozkladu racionalni lomené funkce na parcialni zlomky

1. Polynomy

Definice 1
Necht n € Ny, ag, ay, ..., a,—1,a, € R. Funkci
Py =apx™+ ap_1x" 1+ +a;x +ay,x €R
Nazyvame redlny polynom (mnohoélen). Cisla ay, a, ..., a,,_1, a,, nazyvdme koeficienty polynomu P
a n stupen polynomu P.

Priklady polynomu:

e P:y=3x3-1 ... polynom stupné 3,
e P,y=7x*+3x?—-1 .. polynom stupné 4,
o Priy=4 ... polynom stupné 0.
Definice 2
Funkce R dana pfedpisem
P(x)
R(x) = )
Q(x)

kde P je polynom a Q je nenulovy polynom se nazyva racionalni lomenna funkce.

Rikdme, e funkce R je ryze lomenn4, jestlize stuperi polynomu P je niz&i ne? stupefi polynomu Q. Je-
li stupen polynomu P stejny nebo vyssi nez stupen polynomu @, mluvime o neryze lomenné funkci.

Ptiklady raciondlné lomennych funkci:
3x3-1
7x%+3x2-1
3x5-1
Ry y =—F———
2V = s

e Ryiy= ... ryze lomenna racionalni funkce

. ... neryze lomenna racionalni funkce

Priklad 1
Vyjddrete neryze lomenou raciondlini funkci f jako soucet polynomu a ryze lomenné raciondlni funkce.
2x6 —9x* +4x3 +8x2 —7x + 4
fiy= x*—3x2+2x—-1
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2. Rozklad polynomu na soucin

Definice 3
Kofenem polynomu P rozumime libovolnou komplexni ¢islo a takové, ze P(a) = 0.

Definice 4
Jsou-li 8y, B2, ..., Bs navzdjem rGizné koteny polynomu P, a k4, k,, ..., kg € N, pak tvar polynomu

By = an(x_.gl)kl(x_ﬂz)kz ""'(x_ﬁs)ks 5
Nazyvame rozklad polynomu P, na soucin kofenovych cinitelii v komplexnim oboru. Cislim
ki, ky, ..., ks fikdme nasobnosti kofent 3, 5, ..., Bs. Platiky + k, + ...+ kg =n.

Véta 1l
Kazdy polynom stupné n ma v komplexnim oboru pravé n kofend, pocitame-li kazdy koren tolikrat,
kolik ¢ini jeho nasobnost.

o  Polynom stupné 1 ma pravé jeden koren.
P:y =2 .. kofen2

e Polynom stupné 2 ma pravé dva komplexni kofeny, pficemz kazdy pocitame tolikrat, jaka je jeho

nasobnost.

Pry=x*4+x—-2=(x—1)(x+2) ..kofeny:1,-2
Pry=x2-2x+1=(x—1)>? ... dvojndsobny kofen 1
Pry=x?+1=(x—-D(x+10) .. kofeny: i, —i

e Polynom stupné n ma pravé n komplexnich korenu.
e Piy=x3+x=x(x?*+1)=x(x+i)(x—1i) ..koFeny:0,i,—i
o Piy=x3—x=x(x?*-1)=x(x+1)(x—1) ..kofeny:0,1,—1

e Ma-li polynom komplexni kofen x = a + i, ma i komplexné sdruzeny kofen x = a — i,
pficemZ jejich ndsobnosti jsou stejné.

Roznasobime-li kofenové Cinitele odpovidajici komplexné sdruzenym kofenlim a + Si,
dostavame
[x — (a + BD)][x — (a — )] = x% + 2ax + a? + B2

To je kvadraticky trojélen x? + px + q.

Véta 2

Je-li polynom P, (x) stupné n,n > 1, B4, B, ..., Bs vSechny jeho koreny s nasobnostmi k4, k,, ..., ks a
ozna&ime-li x? + p;x + qy, ..., x* + p,x + q, viechny kvadratické trojéleny odpovidajici véem réiznym
dvojicim komplexné sdruzenych kofenl s nasobnostmi [y, 15, ..., l,,, dostaneme

Pn(x) = an(x _Bl)kl(x _ﬁz)kz et (x - ﬁs)ks ' (xz +pix + ql)ll teeet (xz +prx + qr)lr-

Tento tvar polynomu nazyvame rozklad polynomu na soucin ireducibilnich (nerozlozitelnych)
kofenovych ¢initeld v redlném oboru.
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Priklad 2
Rozlozte polynom Ps(x) = 2x°> + x* + 4x3 + 2x? + 2x + 1 na soucin ireducibilnich kofenovych

v . o _ ey L 1
Cinitel( v redIném oboru, vite-li, Ze jeden kofen je x = — >

3. Rozklad na parcialni zlomky

Véta 3
Necht R(x) = %je racionalni ryze lomenna funkce s realnymi koeficienty a necht
Q(x) — eeas (x — a)k C 000 o (xz + px + q)] s, pak
— ... Az A B1x+Cy Byx+Cy Bjx+C;
R(x) = (x—a) = (x—a)? ER (x—a)k T (x24px+q)  (x24+px+q)?2  (x2+px+q)J !

Kde Ay, -+, Ay, By,+, B, C1, -+, Cj € R.

Postup nalezeni koeficientt rozkladu [1]

1. Nejprve se presvéd¢ime, ze zadana funkce je ryze lomenna. Pokud tomu tak neni, pfevedeme ji
délenim na soucet polynomu a racionalni ryze lomenné funkce. Tu pak teprve rozkladame.
Rozlozime jmenovatel na soucin ireducibilnich ¢initeli v realném oboru.

3. Podle tohoto rozkladu napiseme predpokladany tvar rozkladu na parcialni zlomky s neznamymi
koeficienty. Ten poloZzime roven zadané racionalni ryze lomenné funkci, jejiz jmenovatel si
napiSeme ve tvaru soucinu ziskaného v bode¢ 2.

4. Vzniklou rovnici vynasobime jmenovatelem zadani. Dostaneme rovnost dvou mnohoclent. Na
jedné strané rovnice je mnohoclen se znamymi koeficienty, na druhé stran¢ mnohoclen
s neznamymi koeficienty.

5. Dva mnoho¢leny jsou si rovny prave tehdy, kdyZ jsou stejného stupné a u stejnych mocnin neznamé
maji stejné koeficienty. Roznasobime tedy mnohocleny na obou stranach a slouc¢ime Cleny se
stejnymi mocninami nezndmé. Pak porovname koeficienty u stejnych mocnin neznamé na levé a
pravé stran¢ rovnice. Dostaneme soustavu linearnich rovnic, ktera ma vzhledem k jednoznacnosti
rozkladu prave jedno feseni.

6. Jestlize ma jmenovatel realné kotfeny, je vyhodné dosadit je do vzniklé rovnice a tim dostat hned
nekteré koeficienty. Pak staci porovnat koeficienty jen u n€kterych mocnin neznamé (tak, abychom
dostali potiebny pocet rovnic pro ty koeficienty, jejichz hodnoty jesté nemame).

N

Priklad 3

RozloZte na parcidlni zlomky:
x+1

CI) R(x) T x3+4x
x%+x+1

b) R(x) - x4—1
x*—x+1

C) R(x) - x3-1

d) R(x)= —3x34+25x2-32x—2

(x—1)2(x—-2)(x+3)
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4. Integrace racionalni lomenné funkce

KaZdou racionalni lomenou funkci lze vyjadrit ve tvaru souétu polynomu a parcialnich zlomk.

m—S(x)+R (x) + Rp(x) + -+ + Ry(x)
00 \1 2 s }

|
parcialni zZlomky

Na libovolném intervalu, ktery neobsahuje kofeny jmenovatele Q (x) jsou tyto funkce spojité, takze
k nim existuje primitivni funkce a plati

f%dx = [S(x)dx + [Ry(x)dx + -+ [ Rg(x)dx.

Integraci zakladnich typ parcialnich zlomk si vyzkousime v nasledujicim prikladu.

Priklad 4

a) | %dx
b) [
c | x21+4 dx
d [ dx

3x+7
x242
1
e) fx2+2x+10
N[

5x+1
> dx
x%+x+1

Priklad 5
.fx4+2x3+x2+4x—5
x3—x2+42x-2

dx
Pfiklad 6

V3
J Do %X

Definice, véty i mnohé priklady jsou prevzaty z:

[1] PLCH, Roman - SARMANOVA, Petra - SOIKA, Petr. Integrdini pocet funkci vice proménnych
[online]. 2 vyd. Brno: Masarykova univerzita, 2012 [cit. 2016-09-15]. Elportal. Dostupné z:
http://is.muni.cz/elportal/?id=987409 . ISSN 1802-128X.

Za svoleni k pouziti mnohokrat dékuji Petfe Vondrdkové ©


http://is.muni.cz/elportal/?id=987409

