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Cim se zabyva matematika?

@ 500 let pred n.l.
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Cim se zabyva matematika?

500 let pred n.l.
300 let pred n.l.
17. stoleti

Isaac Newton, Gottfried Wilhelm Leibniz — zakladatelé
diferencialniho a integralniho poctu.
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Isaac Newton

@ 1643 narozen v
Lincolnshire, Anglie

@ studoval v Cambridge

@ 1665 — 1666 zaklady
diferencialniho a
integralniho poctu

@ profesor v Cambridge

@ strach z kritiky
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Gottfried Wilhelm Leibniz

@ 1646 narozen v Lipsku,
Némecko

@ vystudoval logiku, filozofii
a pravo

@ profesionalni diplomat a
pravnik

@ v matematice byl samouk

@ 1684 publikoval zaklady
diferencialniho a
integralniho poctu
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Mechanicky model

o Uvazujme hmotny bod, ktery se pohybuje po pfimce p.
Oznaéme t ¢as a s(t) polohu, v niz se bod v Case t nachazi.
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Mechanicky model

o Uvazujme hmotny bod, ktery se pohybuje po pfimce p.
Oznaéme t ¢as a s(t) polohu, v niz se bod v Case t nachazi.

s(t) — s(to)

s(to) s(t)
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Mechanicky model

o Uvazujme hmotny bod, ktery se pohybuje po pfimce p.

Oznaéme t ¢as a s(t) polohu, v niz se bod v Case t nachazi.
s(t) — s(to)
f 1 P
s(to) s(t)

@ Zvolime Casovy okamzik t (napf. t > tp) a budeme pro
nazornost predpokladat, Ze v intervalu (tp, t) se bod pohybuje
doprava.
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Mechanicky model

o Uvazujme hmotny bod, ktery se pohybuje po pfimce p.

Oznaéme t ¢as a s(t) polohu, v niz se bod v Case t nachazi.
s(t) — s(to)
f 1 P
s(to) s(t)

@ Zvolime Casovy okamzik t (napf. t > tp) a budeme pro
nazornost predpokladat, Ze v intervalu (tp, t) se bod pohybuje
doprava.

@ Priimérna rychlost za dobu t — ty (coz je délka uvazovaného
¢asového intervalu) je drdha, kterou bod v této dobé urazil, tj.
s(t) — s(tp), délena prirtistkem Casu t — ty.
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Mechanicky model

@ Priimérna rychlost v; v ¢asovém intervalu (tp, t) je tedy

_ drdha s(t) — s(to) .

143 v
cas t—ty
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Mechanicky model

@ Priimérna rychlost v; v ¢asovém intervalu (tp, t) je tedy

_ drdha  s(t) — s(to) .

143 v
cas t—ty

e Priklad. Mame nasledujici namérené hodnoty:
cas | 20| 21 2,2 2,3 2,4 2,5
drdha | 9 | 10,02 | 11,16 | 12,45 | 13,96 | 15,8
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Mechanicky model

@ Priimérna rychlost v; v ¢asovém intervalu (tp, t) je tedy

_ drdha  s(t) — s(to) .

143 v
cas t—ty

e Priklad. Mame nasledujici namérené hodnoty:
cas | 20| 21 2,2 2,3 2,4 2,5
drdha | 9 | 10,02 | 11,16 | 12,45 | 13,96 | 15,8

@ Spocitdme priimérné rychlosti pro nasledujici ¢asové intervaly:
&as. interval | (2;2,5) | (2;2,4) | (2;2,3) | (2,2,2) | (2;2,1)
pr. rychlost 13,6 12,4 11,5 10,8 10,2
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Mechanicky model

@ Priimérna rychlost v; v ¢asovém intervalu (tp, t) je tedy

_ drdha  s(t) — s(to) '

143 v
cas t—ty
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Mechanicky model

@ Priimérna rychlost v; v ¢asovém intervalu (tp, t) je tedy

_ drdha  s(t) — s(to) '

Vi - =
cas t—tp
@ Nasim Gkolem je urcit okamzitou rychlost bodu v Case ty.
s(t) — s(to)
f 1 P
s(to) s(t)
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Mechanicky model

@ Priimérna rychlost v; v ¢asovém intervalu (tp, t) je tedy

_ drdha  s(t) — s(to) '

Vi - =
cas t—tp
@ Nasim Gkolem je urcit okamzitou rychlost bodu v Case ty.
s(t) — s(to)
f 1 P
s(to) s(t)

@ Priblizovanim okamziku t k tg, tj. zkracovanim casového
intervalu, prejde priimérna rychlost na ¢asovém intervalu
(to, t) v okamzitou rychlost vy v &ase ty.
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Mechanicky model

@ Priimérna rychlost v; v ¢asovém intervalu (tp, t) je tedy

_ drdha  s(t) — s(to) '

143 v
cas t—ty

Okamzita rychlost

t) — st
vo = lim 75( ) — s(to) .
t—to t — to
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@ PYedchozi limita udava ,rychlost zmény“ polohy pohybujiciho
se bodu neboli okamzZitou rychlost.
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@ PYedchozi limita udava ,rychlost zmény“ polohy pohybujiciho
se bodu neboli okamzZitou rychlost.
@ Budeme-li zkoumat ,,rychlost zmény" rychlosti, dostaneme
okamzité zrychleni. Tj.
v(t) — v(to)

a = lim ————=
0 t—tp t—to ’
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Geometricky model

@ Chceme stanovit ,rychlost zmény“ funkce.
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Geometricky model

@ Chceme stanovit ,rychlost zmény“ funkce.

o V grafickém znazornéni to znamena najit v daném bodé x
sklon kfivky (to, jak je k¥ivka strma).

Petra Vondrakova Derivace a te¢ny



Geometricky model

@ Chceme stanovit ,rychlost zmény“ funkce.

o V grafickém znazornéni to znamena najit v daném bodé x
sklon kfivky (to, jak je k¥ivka strma).

@ Zatim nevime, jak urcit sklon libovolné k¥ivky. Vime ale, jak
urcit sklon primky, prochazejici dvéma body. Sklon pfimky je
dan velikosti thlu, jenz svira tato ptimka s osou x.
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Geometricky model

@ Chceme stanovit ,rychlost zmény“ funkce.

o V grafickém znazornéni to znamena najit v daném bodé x
sklon kfivky (to, jak je k¥ivka strma).

@ Zatim nevime, jak urcit sklon libovolné k¥ivky. Vime ale, jak
urcit sklon primky, prochazejici dvéma body. Sklon pfimky je
dan velikosti thlu, jenz svira tato ptimka s osou x.

o Ciselné se tato velikost Ghlu vyjadfuje jako smérnice p¥imky
neboli tangens thlu.
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Geometricky model

@ Jak urdit sklon krivky v bodé T ?

Petra Vondrakova Derivace a te¢ny



Geometricky model

@ Jak urdit sklon krivky v bodé T ?

@ Umime urcit sklon pfimky prochazejici dvéma body T a P.
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Geometricky model

@ Jak urdit sklon krivky v bodé T ?
@ Umime urcit sklon pfimky prochazejici dvéma body T a P.

e Jak prejit od sklonu pfimky (dva body) ke sklonu k¥ivky
(jeden bod)?
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Geometricky model

@ Jak urdit sklon krivky v bodé T ?
@ Umime urcit sklon pfimky prochazejici dvéma body T a P.

e Jak prejit od sklonu pfimky (dva body) ke sklonu k¥ivky
(jeden bod)?

@ Stejnd myslenka jako v pripadé okamzité rychlosti.
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Geometricky model

r — X

Chci urdit sklon kfivky v bodé T. Zvolme na kfivce jiny bod P a
vypocCtéme smérnici primky TP.

Postupné priblizujme bod P k bodu T a zkoumejme posloupnost
smérnic primek TP.
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Geometricky model — numericky experiment

o Vezmeme f(x) = x? a bod xp = 5.

X f(X)z:i(EXO)

o | = - u
5.5 (5;%2_—552 :30,%?5—25 — 10,5
5,2 (55%2:552 :27,%4}2725 = 10,2
5,1 (5;%2_—552:26,%}1—25 = 10,1
5,01 | BUPS _muns g1
5,001 | 008" _ 2solmmias 4,01
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Geometricky model — numericky experiment

o Vezmeme f(x) = x? a bod xp = 5.

X f(X)z:i(EXO)

o | = - u
5.5 (5;%2_—552 :30,%?5—25 — 10,5
5,2 (55%2:552 :27,%4}2725 = 10,2
5,1 (5;%2_—552:26,%}1—25 = 10,1
5,01 | BUPS _muns g1
5,001 | 008" _ 2solmmias 4,01

@ Smérnice pfimek TP se priblizuji k hodnoté 10. Tj. sklon
kfivky x2 v bodé& 5 je 10.
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Definice derivace - geometricky model
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kap7_anim1.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)


Geometricky model — shrnuti

@ Pro smérnici seCny s, kterad je urCena dvéma body
T = (x0,f(x0)) a P = (x, f(x)), plati

o F = Flxo)

X — Xp
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Geometricky model — shrnuti

@ Pro smérnici seCny s, kterad je urCena dvéma body
T = (x0,f(x0)) a P = (x, f(x)), plati

o F = Flxo)

X — Xp

@ P¥iblizujeme-li bod x k bodu xg, prejde thel s v Ghel ¢y, a
smérnice seCny ks = tg s prejde ve smérnici teCny k; = tg vy.
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Geometricky model — shrnuti

@ Pro smérnici seCny s, kterad je urCena dvéma body
T = (x0,f(x0)) a P = (x, f(x)), plati
o 0~ f(x)
s — .
X — Xp
@ P¥iblizujeme-li bod x k bodu xg, prejde thel s v Ghel ¢y, a
smérnice seCny ks = tg s prejde ve smérnici teCny k; = tg vy.

Smérnice tecny

ke = lim M.
X=X X — X
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Ukazali jsme si, ze plati:

Okamzita rychlost

t) — st
vo = lim 75( ) — s(to) .
t—to t—to
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Co jiz vime?
Ukazali jsme si, ze plati:

Okamzita rychlost

t) — st
vo = lim 75( ) — s(to) .
t—to t—to

Okamzité zrychleni

t) — v(t
ap = lim 7‘/( ) v( 0)
t—to t— 1ty

9
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Co jiz vime?
Ukazali jsme si, ze plati:

Okamzita rychlost

t) — st
vo = lim 75( ) — s(to) .
t—to t—to

Okamzité zrychleni
v(t) — v(to)

ap = lim ,

t—to t—to
f(x)—f~
o i )= F00)

X=X X —Xp

A
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Definice derivace funkce v bodé

Vzhledem k diilezitosti zminéné limity, zavadime nasledujici definici.

Necht xg € D(f). Existuje-li limita
f(x) — f(xo)

lim
X—rX0 X — X0
znaéime ji f'(xp) a nazyvadme derivaci funkce f v bodé xo.
Je-li f'(x0) € R, pak Fikdme, ze f ma v bodé xq vlastni derivaci.
Je-li f'(xp) = £oo, Fikdme, Ze funkce f ma v bodé xp nevlastni
derivaci.
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Jednostranné derivace funkce v bodé

Obdobné definujeme

. f(x) ~ f(x0)

/ —

Frlo) = x|—|>n>?0+ X—xo

£ (x0) = tim 1) Fb0)
X=Xy X — X0

Hodnoty f{(xo0), f’ (xo) se nazyvaji derivace zprava (derivace zleva)
funkce f v bodé xg.

Plati, ze funkce f ma derivaci v bodé xp pravé tehdy, kdyz existuji
obé jednostranné derivace funkce f v tomto bodé a jsou si rovny.
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Priklad 1

Uzitim definice derivace zjistéte, zda existuje derivace funkce
f(x) = x2 v bod& xp = 0.
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Priklad 1

Uzitim definice derivace zjistéte, zda existuje derivace funkce
f(x) = x2 v bod& xp = 0.
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Priklad 1

Uzitim definice derivace zjistéte, zda existuje derivace funkce
f(x) = x2 v bod& xp = 0.

Yy
x
@)
2 2
-0
f’(O)inmX = lim — = lim x = 0.
x—=0 x—0 x—0 X x—0
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Priklad 1

Uzitim definice derivace zjistéte, zda existuje derivace funkce
f(x) = x2 v bod& xp = 0.

@)

2 _ 2
f'(0) = lim = 0: lim = = lim x = 0.

x—=0 x—0 x—=0 X x—0

Derivace f’(0) predstavuje smérnici te¢ny ke grafu funkce v bodé
(0,7(0)). Tj. teCnou je osa x.
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Priklad 2

Uzitim definice derivace zjistéte, zda existuje derivace funkce
f(x) = |x| v bodé xo = 0.
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Priklad 2

Uzitim definice derivace zjistéte, zda existuje derivace funkce
f(x) = |x| v bodé xo = 0.

Y y = ||

PRI Bt x <0,
Y= x, x>0.

lO T
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Priklad 2

Uzitim definice derivace zjistéte, zda existuje derivace funkce
f(x) = |x| v bodé xo = 0.

Y y = ||

PRI Bt x <0,
A x, x>0.

o
Vypoétéme jednostranné derivace funkce f(x) = |x| v bodé 0.
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Priklad 2

Uzitim definice derivace zjistéte, zda existuje derivace funkce
f(x) = |x| v bodé xo = 0.

Y y = ||

Fo, o7 x< 0,
A x, x>0.
o
Vypoétéme jednostranné derivace funkce f(x) = |x| v bodé 0.

x| = 10]

XX
mi

F0) = lim L0 — i D -1
+0) = Jim =~ ~hm o Tt
—10 —
)= tim PO Xy =Xy
x—=0- x—20 x—0— X x—0— X
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Priklad 2

Uzitim definice derivace zjistéte, zda existuje derivace funkce
f(x) = |x| v bodé xo = 0.

Y y = ||

Fo, o7 x< 0,
A x, x>0.
o
Vypoétéme jednostranné derivace funkce f(x) = |x| v bodé 0.

x| = 10]

XX
mi

F0) = lim L0 — i D -1
+0) = Jim =~ ~hm o Tt
—10 —
£0) = tim PIZI00 o XU =Xy
x—=0- x—20 x—0— X x—0— X

Tedy f{(0) # f'(0), a proto '(0) neexistuje. Graf funkce f ma
v tomto bodé jakysi ,hrot", ,Spicku*. V takovém bodé nelze
sestrojit tecnu.
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Priklad 3

Uzitim definice derivace zjistéte, zda existuje derivace funkce
f(x) = 3/x v bodé xop = 0.
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Priklad 3

Uzitim definice derivace zjistéte, zda existuje derivace funkce

f(x) = 3/x v bodé xop = 0.
Y
T
MO
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Priklad 3

Uzitim definice derivace zjistéte, zda existuje derivace funkce
f(x) = 3/x v bodé xop = 0.
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f/(0)

|
o
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y !/
W i F(0)

Y
]\ f'(0) neexistuje
!

|
o
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W i F(0)

Y
]\ f'(0) neexistuje
!
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o
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Definice derivace - geometricky model
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kap7_test1.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)


Derivace funkce v bodé — jiny zapis

Oznadime-li h = x — xg, pak

f(x) —f(xo) _ f(xo + h) — f(x0)

f'(x0) = lim

[im

X=X X — Xp h—0 h
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Definice derivace funkce na mnoziné

Doposud jsme mluvili o derivaci funkce v jednom bodé xp. Tato
derivace je néjaké Cislo.
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Definice derivace funkce na mnoziné

Doposud jsme mluvili o derivaci funkce v jednom bodé xp. Tato
derivace je néjaké Cislo.

Jestlize ma f derivaci v kazdém bodé defini¢niho oboru (popt.
néjaké jeho &asti), dostdvame novou funkci ' definovanou takto:
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Definice derivace funkce na mnoziné

Doposud jsme mluvili o derivaci funkce v jednom bodé xp. Tato
derivace je néjaké Cislo.

Jestlize ma f derivaci v kazdém bodé defini¢niho oboru (popt.
néjaké jeho &asti), dostdvame novou funkci ' definovanou takto:

Necht existuje vlastni derivace f'(x) funkce f pro vSechna x € M,
kde M C D(f). Pak funkci f': y = f'(x), x € M, nazyvame
derivaci funkce f na M.
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Derivace funkce na mnoziné - priklad 1

Urete derivaci funkce f(x) = x> — x.
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Derivace funkce na mnoziné - priklad 1

Urete derivaci funkce f(x) = x> — x.

(x 4+ h)3 —(x+h)—(x3—x)

' = | = li
(*) h—0 h h|—>0 h
~im x34+3x2h+3xh + P —x—h—x3+x
" h—0 h
i 3x2h+3xh® + h* — h
~ 2 h
= lim (3x? + 3xh® + h* — 1)
h—0
=3x2-1
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Derivace funkce na mnoziné - priklad 1
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Derivace funkce na mnoziné - priklad 2

B
0 x
f(x)=|x
@y=flx)=|x| ( ) | ‘
-1, x<0
y / _
» Filx) = { 1, x>0
0 X
=
)y =1
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Derivace funkce na mnoziné - priklad 3

y=flx)=sinx

f(x) =sinx

f'(x) = cos x
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Derivace elementarnich funkci

(c)) =0, c e R (konst.), x € R,
(xY =r-x"1 reR, xeR",
(sinx) =cosx, x € R,

(cosx) = —sinx, x € R,

(") =€, x eR,

1
(tgx) = , XER\{g—i—kﬁ,keZ},

(~] [ [ (=] [e] (o] [=]

cos? x
1
(cotgx)':—sin2x, x € R~ {kr, ke Z},
1
Inx) == Rt
(Inx) o x €RT,
1
9] (arcsinx) = e X°© (-1,1),
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Derivace elementarnich funkci

1
10 arccosx) = ———, x € (—1,1),
( ) R (~1.1)
1
(arCth)lzm, x R,
(arccotg x) = i x € R,
(a¥) =a%lna, a>0, a#1, xR,
1

(log,x) = ——, a>0, a#1, xeR".

xlIna
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Vytvoreni kalkulu

Newton a Leibniz predlozili pravidla pro:

@ derivovani zakladnich elementarnich funkci,
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Vytvoreni kalkulu

Newton a Leibniz predlozili pravidla pro:

@ derivovani zakladnich elementarnich funkci,

@ derivovani souctu, rozdilu, soucinu, podilu funkci,
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Vytvoreni kalkulu

Newton a Leibniz predlozili pravidla pro:

@ derivovani zakladnich elementarnich funkci,
@ derivovani souctu, rozdilu, soucinu, podilu funkci,

@ derivovani slozenych funkci,
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Vytvoreni kalkulu

Newton a Leibniz predlozili pravidla pro:

derivovani zakladnich elementarnich funkci,
derivovani souctu, rozdilu, soucinu, podilu funkci,

°
°
@ derivovani slozenych funkci,
°

a tim padem derivovani vSech elementarnich funkci.
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Vytvoreni kalkulu

Newton a Leibniz predlozili pravidla pro:

@ derivovani zakladnich elementarnich funkci,

@ derivovani souctu, rozdilu, soucinu, podilu funkci,

@ derivovani slozenych funkci,

@ a tim padem derivovani véech elementarnich funkci.

Byl vytvoren kalkul, ktery fungoval a nachazel nesmirné uplatnéni
v riznych oborech. Lidé sice nevédéli, proC to funguje, ale védéli,
co maji délat.
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Zpét do 17. stoleti

@ V dobé, kdy vznikal diferencialni pocet, neexistoval pojem
limity. Prace s nekonec¢né malou veli¢inou nebyla postavena na
pevnych zakladech.
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@ V dobé, kdy vznikal diferencialni pocet, neexistoval pojem
limity. Prace s nekonec¢né malou veli¢inou nebyla postavena na
pevnych zakladech.

@ Ukazme si, jak Newton a Leibniz postupovali pfi vypoctu
smérnice teny ke k¥ivce f(x) = x3 v bodé xp?

@ Smérnice se¢ny spojujici body T a P je dana vztahem

f(xo+h)—f(x) (x0+ h)3 — xg

h - h a
. Xg + 3X02h + 3X0h2 + h3 — X()3
- h
_ 3x0%h+3x0h?® + A3
N h

= 3xp2 + 3x0h + h°.
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Zpét do 17. stoleti

e Pro funkci f(x) = x3 je smérnice seny v bodé xp:

f(xo+ h) — f(x0)

p = 3x0° + 3xgh + h°.
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f(xo + h) — f(x0)
h

= 3x02 + 3xph + h°.

e Jaka je ale smérnice te¢ny v bodé T = (xp, f(x0))?
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p = 3x02 + 3xph + h°.

e Jaka je ale smérnice te¢ny v bodé T = (xp, f(x0))?

@ A zde pravé udélali Newton s Leibnizem genialni rozhodujici
krok. Podivali se na celou situaci dynamicky a numericky a
zkoumali, co se bude dit, jestlize se vzdalenost h bude
neustale zmensovat.
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@ A zde pravé udélali Newton s Leibnizem genialni rozhodujici
krok. Podivali se na celou situaci dynamicky a numericky a
zkoumali, co se bude dit, jestlize se vzdalenost h bude
neustale zmensovat.

@ Dosli k zavéru, ze Cleny nasobené Cinitelem ,h" zmizi.

o Pro f(x) = x3 je tedy smérnice te¢ny v bod& T rovna 3xo°.
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e Pro funkci f(x) = x3 je smérnice seny v bodé xp:

f(xo + h) — f(x0)

p = 3x02 + 3xph + h°.

e Jaka je ale smérnice te¢ny v bodé T = (xp, f(x0))?

@ A zde pravé udélali Newton s Leibnizem genialni rozhodujici
krok. Podivali se na celou situaci dynamicky a numericky a
zkoumali, co se bude dit, jestlize se vzdalenost h bude
neustale zmensovat.

@ Dosli k zavéru, ze Cleny nasobené Cinitelem ,h" zmizi.

o Pro f(x) = x3 je tedy smérnice te¢ny v bod& T rovna 3xo°.

@ Problém je ale v tom, ze v soucinu pokladali veli¢inu ,,h"
rovnu nule, ale pokud veli¢inou ,,h* délili, pokladali ji za
nenulovou.
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Duchové zemrelych velicin

@ Newton i Leibniz pochopili tento limitni proces intuitivné zcela
spravné.
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Duchové zemrelych velicin

@ Newton i Leibniz pochopili tento limitni proces intuitivné zcela
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o Nedokazali vSak vysvétlit zcela presné praci s nekonecné
malou veli¢inou ,,h" a to vedlo k nedorozuménim a zmatkim.
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o George Berkeley se kriticky vyjadfil proti nekonecné malym
veli¢inam, které prirovnal k ,,duchiim zemfrelych veli¢in" — ty
jednou jsou nulové a pak zase nejsou, podle potreby operaci,
které se s nimi provadéji.

Petra Vondrakova Derivace a te¢ny



Duchové zemrelych velicin
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Duchové zemrelych velicin

@ Newton i Leibniz pochopili tento limitni proces intuitivné zcela
spravné.

o Nedokazali vSak vysvétlit zcela presné praci s nekonecné
malou veli¢inou ,,h" a to vedlo k nedorozuménim a zmatkim.

o George Berkeley se kriticky vyjadfil proti nekonecné malym
veli¢inam, které prirovnal k ,,duchiim zemfrelych veli¢in" — ty
jednou jsou nulové a pak zase nejsou, podle potreby operaci,
které se s nimi provadéji.

@ Leibniz se snazil Celit témto kritikdm a vysvétlit nekonecné
malé veliCiny, ale nakonec tento zapas vzdal a napsal svym
kritikm:

»MiiZete si myslet, Ze takové véci jsou naprosté nesmysly, pfesto se
ukazuji vyhodnymi pomickami pro pocitani.*
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Duchové zemrelych velicin

@ Az za sto let roku 1821 formuloval Augustin Louis Cauchy
klicovy pojem limity a o par let pozdéji formalné definoval
Karl Weierstrass.
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Duchové zemrelych velicin

@ Az za sto let roku 1821 formuloval Augustin Louis Cauchy
klicovy pojem limity a o par let pozdéji formalné definoval
Karl Weierstrass.

o Kalkulus byl tedy postaven na pevné zaklady 150 let po svém

vzniku. (Newton sepsal teorii v roce 1665, Leibniz publikuje
roku 1684.)
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K porozuméni podstaté pohybu a zmény je tfeba umét pracovat
s nekonecnem — s nekonecné malymi veli¢inami.

Petra Vondrakova Derivace a te¢ny



K porozuméni podstaté pohybu a zmény je tfeba umét pracovat
s nekonecnem — s nekonecné malymi veli¢inami.

»Ackoliv neni nekonecno soucasti naseho svéta, lidskd mysl ho
potfebuje ovladnout, aby dokézala popsat a pochopit nas svét."
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Otézka

Na obrazku jsou zndzornény grafy funkci f, f’ a f”. P¥itadte kazdé
kfivce jednu z funkci.
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