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Ryze konvexni funkce
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Ryze konkavni funkce
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Véta (Jensenova nerovnost)

Jestlize je funkce f ryze konvexni, resp. ryze konkavni, na intervalu I, pak
pro libovolnd x1,xo,...,x, € | a libovolna A1, A2, ..., A\, > 0 takova, Ze
A1+ A+ -+ Ay =1, plati

f(Aix + Aoxa + -+ Apxn) < Aif(x1) + Xof(x2) + - - + Aaf(Xn),

resp.

f(Aixs + Aoxa + -+ 4+ Apxp) > Aif(x1) + Aof(x2) + - - - + Anf(xn).
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Véta (Jensenova nerovnost)

Jestlize je funkce f ryze konvexni, resp. ryze konkavni, na intervalu I, pak
pro libovolnd x1,xo,...,x, € | a libovolna A1, A2, ..., A\, > 0 takova, Ze
A1+ A+ -+ Ay =1, plati

f(Aix + Aoxa + -+ Apxn) < Aif(x1) + Xof(x2) + - - + Aaf(Xn),

resp.

f(Aixs + Aoxa + -+ 4+ Apxp) > Aif(x1) + Aof(x2) + - - - + Anf(xn).

Rovnost pritom nastane, pravé kdyz plati x1 = xo = -+ - = Xp.
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Véta (Jensenova nerovnost)

Jestlize je funkce f ryze konvexni, resp. ryze konkavni, na intervalu I, pak
pro libovolnd x1,xo,...,x, € | a libovolna A1, A2, ..., A\, > 0 takova, Ze
A1+ A+ -+ Ay =1, plati

f(Aix + Aoxa + -+ Apxn) < Aif(x1) + Xof(x2) + - - + Aaf(Xn),

resp.

f(Aixs + Aoxa + -+ 4+ Apxp) > Aif(x1) + Aof(x2) + - - - + Anf(xn).

Rovnost pritom nastane, pravé kdyz plati x1 = xp = -+ - = xp

Lze provést napr. indukci vzhledem k n.
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f(Aixs + Aoxo + -+ Aaxn) < Mif(xq) + Aof () + -+ - + Anf(Xa)

My si ukdzeme jiny (p&knéjsi) dikaz.
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f(Aixs + Aoxo + -+ Aaxn) < Mif(xq) + Aof () + -+ - + Anf(Xa)

Dilkaz.
My si ukdzeme jiny (p&knéjsi) dikaz.
y y=f(x)
y=ax+b
X
X %o % %3
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Disledek
Jestlize je funkce f ryze konvexni, resp. ryze konkavni, na intervalu I, pak
pro libovolna x1,xo, ..., x, € | plati

f<X1+X2+“‘+Xn> < fOa) +f0e) +--- + Fxn)

n o n

)

resp.

f<xl+x2+---+x,,> S f(xa)+ f(x)+ -+ f(xn)
n - n i
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Disledek

Jestlize je funkce f ryze konvexni, resp. ryze konkavni, na intervalu I, pak
pro libovolna x1,xo, ..., x, € | plati

)

f<X1+X2+“‘+Xn> < f(x1) 4+ f(x2) + -+ f(xn)

n n
resp.
p X1+ X4+ Xp >f(x1)+f(X2)+---+f(x,,)
n = n ’
Rovnost pritom nastane, pravé kdyz plati x1 = xp = - - - = x.
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Disledek

Jestlize je funkce f ryze konvexni, resp. ryze konkavni, na intervalu I, pak
pro libovolna x1,xo, ..., x, € | plati

)

f<X1+X2+"‘+Xn> < f(x1) 4+ f(x2) + -+ f(xn)

n n
resp.
p X1+ X4+ Xp >f(x1)+f(X2)+---+f(x,,)
n = n ’
Rovnost pritom nastane, pravé kdyz plati x1 = xp = - - - = x.

Tvrzeni plyne pfimo z Jensenovy nerovnosti. Staci zvolit

1
M= ==y ==
n

Petr Vodstréil (VSB-TUO) O Jensenové nerovnosti 28.1.2019 6 /17



Véta (AG—nerovnost)

Pro libovolna nezaporna realna Cisla xi, xo, . .., X, plati

X1+ X2+ -+ Xp
n

> /5 X (AG)

Rovnost v posledni nerovnosti nastane, pravé kdyz x; = xp = - -+ = Xp.
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Véta (AG—nerovnost)

Pro libovolna nezaporna redlna Cisla x1,xo, . .., xp plati

X1+ X2+ -+ Xp
n

> /X1X2 .. . Xp. (AG)

Rovnost v posledni nerovnosti nastane, pravé kdyz x; = xp = - -+ = Xp.

Dikaz.

Pouzijeme dlsledek Jensenovy nerovnosti a ryzi konkavnosti funkce
f(x) = log x na intervalu (0, +00). Pro libovolna kladna xi, xa, . . ., x, tedy
plati

)

(x1+xz+~-+x,,) log x1 + log xo + - - - + log xp,
log >

n n

coz po Gpravé davd AG—nerovnost (pro kladnd xi, x2, ..., Xp). O

v
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Véta (AK-nerovnost)

Pro libovolna nezaporna realna Cisla x1, xo, ..., X, plati
xt+xo+ -+ Xp X2+ x3 4+ x2
< . (AK)
n n
Rovnost v posledni nerovnosti nastane, pravé kdyz x; = xop = -+ = Xxp.
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Véta (AK-nerovnost)

Pro libovolna nezaporna realna Cisla x1, xo, ..., X, plati

<

X1+ X2+ -+ X, \/x12+x§+--~+x,2, (AK)

n n

Rovnost v posledni nerovnosti nastane, pravé kdyz x; = xop = -+ = Xxp.

Dikaz.

V prvni Fadé si uvédomme, Ze funkce f(x) = x? je ryze konvexni.

| A\

4
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Véta (AK-nerovnost)

Pro libovolna nezaporna realna Cisla x1, xo, ..., X, plati
X1+ x4+ Xy XE+x3+-+x2
< . (AK)
n n
Rovnost v posledni nerovnosti nastane, pravé kdyz x; = xop = -+ = Xxp.

Dikaz.

V prvni Fadé si uvédomme, Ze funkce f(x) = x? je ryze konvexni.
Poté pouzijeme nerovnost

| A\

)

f<x1+xz+---+x,,> < f(x1) + f(x) + -+ f(xn)
n B n

ze které plyne
<X1+X2+---+xn)2< B3+t

n n

DJ
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Uvazujme (velmi dileZitou) posloupnost a, = (1+ 1)". Dokazte, Ze tato
posloupnost je rostouci, tzn. pro kazdé n € N plati a1 > ap.
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Priklad

Uvazujme (velmi dileZitou) posloupnost a, = (1+ 1)". Dokazte, Ze tato
posloupnost je rostouci, tzn. pro kazdé n € N plati a1 > ap.

n krat
A (14 (A+)+ (At +- -+ (1+]) e
n+1
n+2 n+1 1 n+1
_<n+1> <1+n+1> = Gl
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Ze vsech trojuhelnikd s vnitfnimi ahly o, B,y najdéte ten, pro ktery je
hodnota vyrazu sin « - sin 8 - siny maximalni.
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Priklad

Ze vsech trojuhelnikd s vnitfnimi ahly o, B,y najdéte ten, pro ktery je
hodnota vyrazu sin « - sin 8 - siny maximalni.

Reseni.

| \

Pouzijeme AG—nerovnost a poté dlsledek Jensenovy nerovnosti pro funkci
sin x, kterd je ryze konkavni na intervalu (0, 7). Mame tedy

: ; 7 AG sin ¢ + sin 3 -+ sin ~y Jensen
\3/S|na-smﬁ-smfy§ 3ﬂ 7 <

Jensen

oS

T
- 3 3

y
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Priklad

Ze vsech trojuhelnikd s vnitfnimi ahly o, B,y najdéte ten, pro ktery je
hodnota vyrazu sin « - sin 8 - siny maximalni.

Reseni.

| \

Pouzijeme AG—nerovnost a poté dlsledek Jensenovy nerovnosti pro funkci
sin x, kterd je ryze konkavni na intervalu (0, 7). Mame tedy

AG sin o + sin B + sin y Jensen

s/sina-sinﬁ-sinfyg 3 <
Jensen
3 3 2
Odtud

3v3

sina -sin 3 -siny < =

y
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Priklad

Ze vsech trojuhelnikd s vnitfnimi ahly o, B,y najdéte ten, pro ktery je
hodnota vyrazu sin « - sin 8 - siny maximalni.

Reseni

<
|
N
A,

Pouzijeme AG—nerovnost a poté dlsledek Jensenovy nerovnosti pro funkci
sin x, kterd je ryze konkavni na intervalu (0, 7). Mame tedy

AG sina + sin B + sin~y Jen<sen

¥/sina -sin3-siny <

3 <
Jensen
3 37 2
Odtud /3
3vV3
sina -sin 3 -siny < =
Rovnost pritom nastane, pravé kdyz a = 8 = 7, tj. pravé kdyzZ se jedna o
rovnostranny trojuhelnik. [

y
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Najdéte obdélnik daného obvodu o, jehoZ dhlopficka ma minimalni
velikost.
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Priklad
Najdéte obdélnik daného obvodu o, jehoZ dhlopficka ma minimalni
velikost.

AK a+b 0V?2
u=+va+b >2 5 = —.

4

Rovnost nastane, pravé kdyZz a = b, tj. kdyz se jedna o Ctverec. OJ

A\
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Priklad
Najdéte obdélnik daného obvodu o, jehoZ dhlopficka ma minimalni
velikost.

Napovéda.

|

4

u:\/az+b2A2K\/§<a42_b> :0—\/5.

Rovnost nastane, pravé kdyZz a = b, tj. kdyz se jedna o Ctverec. O

Najdéte trojihelnik daného obvodu o = 2s, ktery ma nejvétsi obsah.
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Priklad
Najdéte obdélnik daného obvodu o, jehoZ ihlopricka ma minimalni
velikost.

AK a+b oV2
u:\/a2+b22\/§ 5 = ——.

4

Rovnost nastane, pravé kdyz a = b, tj. kdyz se jedna o Ctverec. O

Najdéte trojiihelnik daného obvodu o = 2s, ktery ma nejvétsi obsah.

Napovéda.

—a s — s—c)\® ¢
52:5-(5—8)(S—b)(5—C)A§Gs-<($ )+ (s=b)+( )>:

3

Rovnost nastane, pravé kdyz a = b = ¢, tj. kdyz se jedna o rovnostranny
trojahelnik. |

v
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Z plechu tvaru ctverce vyriznéte v rozich Ctyri stejné Ctverce tak, aby
ohnutim a spdjenim vznikla krabicka maximalniho objemu.
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Priklad
Z plechu tvaru Ctverce vyriznéte v rozich Ctyfri stejné Ctverce tak, aby
ohnutim a spdjenim vznikla krabicka maximalniho objemu.

Dikaz.
Stranu ctvercového plechu ozna¢me a a stranu vyfiznutych c¢tverci
oznaéme x. Pak pro objem krabicky plati V = (a —2x)? - x.

|
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Priklad

Z plechu tvaru Ctverce vyriznéte v rozich Ctyfri stejné Ctverce tak, aby
ohnutim a spdjenim vznikla krabicka maximalniho objemu.

Dikaz.

Stranu ctvercového plechu ozna¢me a a stranu vyfiznutych c¢tverci
oznaéme x. Pak pro objem krabicky plati V = (a —2x)? - x.

|

Nyni pouzijeme AG—nerovnost nésledujicim zpisobem:

AG + (a — 2x) + 4x 3: 833
27

4V =(2a-20(a-2) (4 < <(a_2X) 3
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Priklad

Z plechu tvaru Ctverce vyriznéte v rozich Ctyfri stejné Ctverce tak, aby
ohnutim a spdjenim vznikla krabicka maximalniho objemu.

Dikaz.

Stranu ctvercového plechu ozna¢me a a stranu vyfiznutych c¢tverci
oznaéme x. Pak pro objem krabicky plati V = (a —2x)? - x.

|

Nyni pouzijeme AG—nerovnost nésledujicim zpisobem:

AG —2 —2x)+4x\® 8
BV = (a—2x) (a—2x) - (ax) S (BZ2)H(2=2) +4N"_ 8 5
3 27
Rovnost v posledni nerovnosti nastane, pravé kdyz a — 2x = 4x, tj.
6
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Priklad
Z plechu tvaru Ctverce vyriznéte v rozich Ctyfri stejné Ctverce tak, aby
ohnutim a spdjenim vznikla krabicka maximalniho objemu.

Stranu ctvercového plechu ozna¢me a a stranu vyfiznutych c¢tverci
oznaéme x. Pak pro objem krabicky plati V = (a —2x)? - x.

Nyni pouzijeme AG—nerovnost nésledujicim zpisobem:

AG —2 —2x)+4x\® 8

BV = (a—2x) (a—2x) - (ax) S (BZ2)H(2=2) +4N"_ 8 5
3 27

Rovnost v posledni nerovnosti nastane, pravé kdyz a — 2x = 4x, tj.

_ a
xX=Z. L]

Poznamka

Mizete se zkusit zamyslet nad tim, jak by se resil pripad, kdyby plvodni
plech nebyl ¢tvercovy, ale obdélnikovy (napf. 7 x 15).

v
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Do daného kruhu vepiste n—ihelnik (n > 3 je dané) tak, aby jeho obvod
byl maximaini.
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Do daného kruhu vepiste n—ihelnik (n > 3 je dané) tak, aby jeho obvod
byl maximaini.

o=2R- <S|n?+sm7+ +sm7

Jensen @, L @R L oo, L @
< 2:’:\"nsin<2 2 2):ZF\’-nsinW.
n
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Do daného kruhu vepiste n—ihelnik (n > 3 je dané) tak, aby jeho obvod
byl maximaini.

J
o=2R- <S|n?+sm7+ -+ sin %) ege"

Jensen @, L @R L oo, L @
< 2:’:\"nsin<2 2 2):ZF\’-nsinW.
n n

Rovnost nastane, pravé kdyz a; = ap = - - - = iy, tj. kdyz je n—dhelnik
pravidelny. [

v
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Ze vsech valcii o daném objemu V' najdéte ten, ktery ma nejmensi povrch.
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Ze vSech valcii o daném objemu V' najdéte ten, ktery ma nejmensi povrch.

Plati V = 1r2v = v =Y

™r

D .
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Ze vSech valcii o daném objemu V' najdéte ten, ktery ma nejmensi povrch.

Diikaz

Plati V = nrlv —= v = 2%,

™r

|

Odtud mame

74 2V
S :27rr2—i—27rrv:27rr2—|—27rr—2 Y e M
™r r
4 V AG vV V
=P+~ 4 L > 3¢ 2omr2. 2. L = 3V27 V2,
r r r r
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Ze vSech valcii o daném objemu V' najdéte ten, ktery ma nejmensi povrch.

Plati V = nrlv —= v = 2%,

™r

Odtud mame

74 2V
S :27rr2—i—27rrv:27rr2—|—27rr—2 Y e M
™r r
4 vV A vV V
=P+~ 4 L > 3¢ 2omr2. 2. L = 3V27 V2,
r r r r

Rovnost nastane, pravé kdyz 2rr2 = ¥ tj. r= ¢/, v = /4 = 2r
r ™ ™

(tzv. rovnostranny valec). O
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Do rotacniho kuzele o poloméru podstavy r a vysce v je vepsan rotacni
valec s maximdlnim objemem. Urcete polomér podstavy a vysku tohoto
valce.
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Do rotacniho kuzele o poloméru podstavy r a vysce v je vepsan rotacni
valec s maximdlnim objemem. Urcete polomér podstavy a vysku tohoto
valce.

Do elipsy o poloosach a, b vepiste obdélnik tak, aby jeho strany byly
rovnobézné s osami elipsy a pfitom jeho obsah byl maximalni.
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Najdéte nejvétsi hodnotu vyrazu a® - b?, kde a a b jsou kladna realna ¢isla
spliujici a+ b = 3.
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Dékuji za pozornost.
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