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S Pythagorem presné a rychle

Soustavy linearnich rovnic: RL obvod — 1 rovnice/neznama

(R+wL) [ =U ~ i(t)=Re {A(cos(wt) + 2 sin(w t)}

R —7

i(t) ="
_‘L

U1<t)
u(t) = U cos(wt) l @ L us(?)




S Pythagorem presné a rychle

Soustavy lin. rovnic: mag. pole elektromagnetu — 18 milionu rov-
nic/neznamych

DB: MalteseCross-forVislt.case
Time:0

user: Tomas
Wed Mar 16 13:32:27 2011

uroven | pocet hran | PCG iter. CPU Mem
0 39.310 1 4 min 23 s| 269 MB
1 299.166 3 5min 20 s | 834 MB 2l
2 2.333.312 3 13 min | 5,14 GB
3 18.428.912 3 1 h 18 min| 39,64 GB

1 hodina na notebooku — 18 GFlops: Multigrid vytesi 14 milionu rovnic



S Pythagorem presné a rychle

Kramerovo pravidlo pro reSeni soustav lin. rovnic

Jakou nejvétsi ¢tvercovou soustavu linearnich rovnic by vypocéital za 1 hodinu nejlepsi,
viz www.topb00.org, pocitac na svété, americky Summit, Kramerovym pravidlem bez
pouziti radkovych uprav, uvazujeme-li pouze instrukce séitani, odcéitani, nasobeni a
déleni, kterych provede 200, 8 - 10'° za sekundu?



S Pythagorem presné a rychle

Kramerovo pravidlo pro reseni soustav lin. rovnic: pocet operaci

Uvazujme soustavu n linearnich rovnic o n neznamych majici prave jedno feseni.

Kramerovo pravidlo
prot=1,2,...,n

vyzaduje n déleni a vypocet n + 1 determinantu radu n. Napr. pron = 3

123
D=l156 =1 =22 432 2| = 1.(5-9—6-8) = 2-(4-9—6-7) 43+ (4-8—5.7)
-2 89| |79/ |78

je tteba N(3) = 3+ 3N(2) = 3+ 3- 2 nasobeni a M(3) = 2 + 3 M(2) scitani/odéitant.
Kramerovo pravidlo s vypocétem determinantu rozvojem podle radku vyzaduje

e 1 déleni,

e (n+ 1)N(n) nasobeni, kde N(n) =n(1+N(n—1))aN(1)=0a

e (n+ 1)M(n) scitani/odcitani, kde M(n) =n — 14+ nM(n — 1) a M(1) = 0.



S Pythagorem presné a rychle

Kramerovo pravidlo pro reseni soustav lin. rovnic: pocet operaci

Kramerovo pravidlo s vypocétem determinantu rozvojem podle radku vyzaduje

Op(n) =n+ (n+1)(N(n)+ M(n)) operaci, CPU(n) = Op(n) ],

~ 33,8¢15
kde N(n) =n(1+N(mn—-1)),N1)=0aMmn)=n(l+Mn—-1))—1, M(1) = 0.

n | 2 3 4 D § 7 8 9 10
N(n) 0 2 9 40 205 1236 8629 69230 623529 6236300
M(n) 0 1 D 23 119 719 5039 40319 362879 3628799
Op(n) | 11 59 319 1949 13691 109591 986399 9864089 108505099

CPU(n) | 5,0e-18 5,56-17 29¢-16 1,66-15 9.7e-15 6,8e-14 5de-13 4.9e-12 4.9e-11  5,de-10

n 11 12 13 14 15 e 18 19 20 21
N(n) | 69¢7 8208 1,1el0 Lsell 22e12 ... 1lel6 21el7 42el8  88el9
M(n) | 4,0e7 4868 6209 87el0 1312 ... 06el6 1217 24el8 5 1lel9
Op(n) | 1,369 1,710 24ell 3.6el2 57el3 ... 33el7 66el8 14e20  3,1e2l

CPU(n)| 6,509 84e8 1266 18h 284 ... 165 320 6016  loed




S Pythagorem presné a rychle

Kramerovo pravidlo pro reSeni soustav lin. rovnic

Jakou nejvétsi ¢tvercovou soustavu linearnich rovnic by vypocéital za 1 hodinu nejlepsi,
viz www.topb00.org, pocitac na svété, americky Summit, Kramerovym pravidlem bez
pouziti radkovych uprav, uvazujeme-li pouze instrukce séitani, odcéitani, nasobeni a
déleni, kterych provede 200, 8 - 10'° za sekundu?

20 rovnlic



Motto

., Radég budu pocitat na starém pocitaci novou metodou nezZ naopak.”

Prot. Philippe Toint
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Osnova

e Geometrie soustav linearnich rovnic

e Pythagorova véta, projekce bodu na primku a rovinu, MP3, JPEG
e Numerické integrovani

e Numerické feseni diferencialnich rovnic

e Aplikace: ultrazvukova diagnostika letadel, ...

e Otdzka do SKOMAM CUPu
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Geometrie soustav linearnich rovnic

Pohled po radcich

0.5} \1ce
0_
~05}
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Ty — To = 2 ice
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Geometrie soustav linearnich rovnic

Pohled po sloupcich
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Geometrie soustav linearnich rovnic

~ P

Nejjednodussi soustavy: xq, vy ,,fesSime” nezavisle
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Geometrie soustav linearnich rovnic

x1, To FTeSime nezavisle < a;lay

ZE‘l—ZUQ:l
ZEl—l-ZEQ:Q
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Pythagorova véta

Kolmé (ortogonalni) vektory

Pythagorova véta

a’ + b = ¢

Vektorovy pocet

Velikost (norma) vektoru

()] -

¢ = ] = |

a 0
a .= (O)’ b = (b)’ c =a+b =

va? + b?



Pythagorova véta

Nekolmé vektory
Vektorovy pocet

a: = (CLl) : = (bl> , C=a+b: = (a1 * bl)
b a9 bs as + by

Kvadrat velikosti vektoru, Kosinova véta

(Cbl + bl) ’

as + by

= (CL1 -+ 61)2 -+ (CLQ -+ 52)2 =

= £a1)2 + (a2)3+£b1)2 + (bg)i +2 &aﬂn + agbgl

=|al” =|[blJ? =:a-b=cos(a)|al [[b]

= a* +b* + 2 cos(a) ab

2 |lclf? = |

a=2I & a-b = 0: Pythagorova = Kosinova véta

s
2



Projekce bodu na primku a rovinu

Projekce (ortogonalni) bodu na pfimku

Dano: primka u se smérem u a bod b.
‘U
Uloha:
> o Hleddme p := zu : ul(b — p)
b—p .
Tj.
u - b b
u-(b—zu)=0 < x:u—:cos(cu)U
u-u [u]
coz neni prekvapivé:
ol = et — oot
Ipll = [Jzull = COS(Oé)HuHu = cos(a)|[bl|.




Projekce bodu na primku a rovinu

Projekce (ortogonalni) bodu na rovinu

Dano: rovina—p se sméry u, v a bod b.

mep:=zu+yv: ul(b—p)avl(b—p)

u-(b—zu—yv)=0av-(b—zu—yv)=0.

To je soustava 2 linearnich rovnic o 2 neznamych:

u-u n u-vy [(u-b
"\v.u Y\v.v) \v.b)



Projekce bodu na primku a rovinu

Projekce (ortogonalni) bodu na rovinu

Dano: rovina—p se sméry u, v a bod b.

e p:=xu—+ yv: uJ_(b—p)avJ_(b—P)

u-(b—zu—yv)=0av-(b—zu—yv)=0.

To je soustava 2 linearnich rovnic o 2 neznamych:

u-u n u-vy (u-b
"\v.u I\v.v) " \v-b)

u_lv: Projekce na p je souctem projekci na u a v,

u-b v-b

p=——u+——V.
u-u Vv
=X =y



MP3, JPEG

Kolmé funkce

Funkee (cos(kt)),—g, (sin(kt)),- jsou navzajem kolmé vzhledem ke skaldrnimu soucinu

T i N (2T (2 2
f-9:= 0 f(t)g(t) N;f(ﬁj>g<ﬁj>ﬁ

Napft. cos(t) - cos(2t) =0 :

1
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0.4
0.2
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0] 1



MP3, JPEG

Fourierova rada

Funkee (cos(kt)),—g, (sin(kt)),- jsou navzajem kolmé vzhledem ke skaldrnimu soucinu

T i N (2T (2 2
e T ~j§;f(ﬁy)g(ﬁj)ﬁ

Rozumnou funkei b(¢) muzeme nahradit éésteénym souctem Fourierovy rady

cos(kt) - sin(kt) - _
Z Tcos(kt ||2 cos(k —|—Z Tsn(kt ||2 sm(kt).

Jedna se o projekci b(t) do podprostoru (roviny) harmonickych funkef.

MP3-komprese

Déno: signdl b(t) a prah e € (0,1).
Uloha:
Hledame nejmensi n € N a b,,(t) = ||b(t) — b,(¢)|| < g|[b()]|-

Kolmost baze + strom. hierarchie = nlogn aritm. instukci (vers. n?)



MP3, JPEG

MP3-komprese: b(t) := sinc(2w(t — 1)) = by(t), bi(t), bo(t), bs(t), s bs(1)

= . |

TN\




MP3, JPEG

JPEG-komprese: Fourierova baze f;.(x,y) := ew(jrtky)

Re fui(z,y Re fia(z,y Re fa1(z,y

i il

o




MP3, JPEG

JPEG-komprese = projekce do (hyper)roviny

bitmapa 5%-komprese Fourierovou béazi
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Numerické integrovani

Kolik piva zbyva ve sklenici, kdyz pivo zakryva pulku dna?

Netgen 5.2-alpha

L Netgen 59.2-alpha Lx Hetgen 5.2-alpha
v :
. . i
Objem sklenice = / mri(z) dz,
0

Objem piva = /OU [7“2(7:) Arccos (T(v) - ) _rw) 2 \/7"2(2') _ ) z2] dz,

vor(2)

\

kde r(z) : (0,v) — R, je tvar (plaste) sklenice a v je Vyska sklenice.



Numerické integrovani

Kolik piva zbyva ve sklenici, kdyz pivo zakryva pulku dna?

Napt. v =1, r(z)

1
Objem sklenice = / Tr(2) dz
0

205

n

1 1 n
Objem piva = /0 f(z)dz =~ /o pa(z)dz = szf(zz) =: I,
i=0

kde pn(2) je polynom stupné n, ktery prochazi f(z) v korenech
., 2n € (0,1) Legendreova ortogonéalntho polynomu L, 1(z2).

AR

I

n

:—i(l—l—z(l—z)):

41

120

I

0.07740951417294347
0.06553899985493714
0.06637347291541409
0.06642069316066831
0.06643189208136203
0.06643538893431605

7
8
9
10
11
12

0.06643671413731998
0.06643729131780218
0.06643757022093867
0.06643771627809419
0.06643779783358168
0.06643784582290042

16
20
24
32
40
48

0.06643791490228415
0.06643792997094274
0.06643793448415233
0.06643793685101656
0.06643793735796341
0.06643793750795548

— 7~ 1.07337748997651
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Numerické resSeni diferencialnich rovnic

Volné kmity na pruziné

fud




Numerické resSeni diferencialnich rovnic

Volné kmity na pruziné

Je dana pocat. vychylka x, tihové zrychleni g, hmotnost télesa m a tuhost pruziny k.
Hledame trajektorii x(¢):

ma’(t) + kax(t) =
z(0) =
' (0) =

Napr. ro=m =k = 1:

mg_kx07

0,
0.

18

16

14

12

10

Resent je x(t) = (

12



Numerické resSeni diferencialnich rovnic

Volné kmity na pruziné: numerické reseni Eulerovou metodou

Je dana pocat. vychylka x, tihové zrychleni g, hmotnost télesa m a tuhost pruziny k.
Navic je dan casovy krok At. Hledame priblizné hodnoty z; ~ z(t;) v casech t; = jAL:

m@(azﬁg — 2z + )+ kxipe = mg— ko,

rog — O,
ALt(I'l —.I‘()> = 0.

© Ag _ 4r 4.
Napr. At = 35, 15




Numerické resSeni diferencialnich rovnic

Volné kmity na pruziné: numerické reSeni projekci na polynomy
Je dana pocat. vychylka x, tihové zrychleni g, hmotnost télesa m a tuhost pruziny k.
Navic je dan stupen polynomu n + 2. Hledame priblizné reseni
r,(t) = Z;:QQ a;t! = z(t) ~» Soustava n + 1 linearnich rovnic o n + 1 neznamych:
t' (mal(t) + kz,(t) = —t' - (mg — ko) fori =0,1,...,n — 2

Napr. n = 5, 10:

20

18

16

14

12

10

O N b» O @




Numerické resSeni diferencialnich rovnic

Volné kmity Sykorova mostu

P s S
-l---'-l.l.--i
i

mh‘iu m:hn_u_l;_-ﬂ b



Numerické resSeni diferencialnich rovnic

Volné kmity Sykorova mostu: Euler vers. projekce

0.6 + ":-Q
0.4 "‘:I:+—+
02 - /F~,|,’I | |
e L2l _ L _ L _L

171

| I — A

-2 -1.5 -1 -0.5

o



Numerické resSeni diferencialnich rovnic

Volné kmity Sykorova mostu: Euler vers. projekce
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Volné kmity Sykorova mostu: Euler vers. projekce
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Volné kmity Sykorova mostu: Euler vers. projekce
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Volné kmity Sykorova mostu: Euler vers. projekce
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Volné kmity Sykorova mostu: Euler vers. projekce
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Numerické resSeni diferencialnich rovnic

Volné kmity Sykorova mostu: Euler vers. projekce
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Ultrazvukova defektoskopie draku (trup, ...) letadla

Spoluprace s Honeywell Brno

piezo—iilit> ator %‘}Thhna

=) B <G
N R

plezo-




Ultrazvukové méreni vysky hladiny oleje v auteé

Spoluprace s Vitesco Technologies (Continental) Ostrava




Elektromagnetické tvareni plechu

Spoluprace s Fraunhofer Chemnitz

civka (v Q%™): 3 zdvity,
budici proud amplituda 100 kA, pul peridoda sinu, frekvence 8.33 kHz,
vodic (€2™): hlinikovy plech tl. 2 mm thin, 2 mm nad civkou

e

Qxt O O O
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Otdzka do SKOMAM CUPu

Kolik piva zbyva ve valcové sklenici, kdyz pivo zakryva pilku dna?

Objem piva

Objem sklenice B

kde r je polomeér valce a v je vyska valce.



