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Predmluva

Zakladni pravidlo matematického Zivota zni: pokud vds svét postavi pred obtizny problém,
pokuste se nejdrive vyresit jednodussi problém a doufejte, Ze jednoduchd verze bude natolik
blizkd tomu puvodnimu problému, Ze vdm to svét odpusti.

Jordan Ellenberg

Mili studenti,
rad bych Véas jménem Katedry aplikované matematiky a Jednoty ceskych matematiku
a fyzikt pfivital na jiz 17. roéniku naseho semindfe SKOMAM (SKOla MAtematického
Modelovani).

Zijeme ted v divné dobé a jinak, nez jsme byli zvykli. Jiny bude letos i n&s seminaf. Bude
- jak se dnes fikd - ONLINE. Pfijdeme tim o jednu jeho podstatnou ¢ast, a to o moznost
osobnich setkani a rozhovort a o moznost predstavit Vam nasi krasnou budovu a inspirujici
prostiedi, kde se dobfe studuje a pracuje. O jednu zasadni véc se ale pripravit nenechame,
a to o radost z nasi krasné, inspirujici a uzitecné discipliny - matematiky. Uvidite radu
prednések, kde se nam snad podaii Vas prekvapit nééim pro Vas novym a zajimavym a
ukazat Vam i na déalku, Ze se svou praci bavime. V ramci cviceni si i sami vyzkousite néco
z aplikované matematiky a snad Vés to (aspon nékteré) primeéje k ivahdm (a k naslednému
rozhodnut{) prihlésit se ke studiu naseho programu ,,Vypocetni a aplikovand matematika.
Byli bychom moc réadi.

Milf studenti, pfeju Vam (i ndm), at si oba dny travené na SKOMAMu pofadné uzijeme.

V Orlové 2.2.2021 Jirka Bouchala



Uvod

Tento text je uréen pro ucastniky semindfe Skola matematického modelovéni
(http://skomam.vsb.cz) a slouzi jako pomtcka k tilohdm, které fesi studenti v prubéhu to-
hoto seminéfe. Tento semindf, pro ktery pouzivdme zkratku SKOMAM, organizuje Katedra
aplikované matematiky (http://am.vsb.cz) Fakulty elektrotechniky a informatiky Vysoké
skoly banské — Technické univerzity Ostrava jednou ro¢né jiz od roku 2005. V tomto roce
probiha 17. rocnik tohoto seminére. Diky opatfenim zptusobenym celosvétovou pandemii
Covid-19 probéhne tento rok nas seminai poprvé online.

Pro pocitacové teSeni tloh jsme v prvnich 13 rocnicich pouzivali komeréni systém
Matlab. Ve ¢trnactém roc¢niku jsme se rozhodli udélat zménu a nové jsme zvolili pro-
gramovy balik R. Software R je zejména prostiedi urcené pro statistickou analyzu dat
a jejich grafické zobrazeni. Jazyk R ale umozinuje navic i manipulaci s daty, numerické
vypocty a grafické vystupy. Obsahuje také (podobné jako Matlab) fadu dalsich kniho-
ven s mnoha pripravenymi funkcemi. Jeho hlavni vyhodou je jeho volna dostupnost pro
vyukové i védecké ucely.

Tento rok jsme se rozhodli opét pro zménu a v tomto roé¢niku budeme pro pocitacova
cviceni pouzivat programovaci jazyk Python, ktery navrhnul Guido van Rossum na konci
80. let. Python je podobné jako jazyk R volné ptistupny (https://www.python.org/) a nyni
patii mezi nejoblibenéjsi a nejpouzivanéjsi programovaci jazyky. Jeho dalsi velkou vyhodou
je moznost instalace na vétsinu béznych platforem jako je MS Windows, Unix, macOS nebo
Android. Jednim z duvodu, pro¢ jsme se pro Python rozhodli, je jeho jednoduchost pro
uceni i pro zac¢atec¢niky. Podrobny popis tohoto jazyka je k dispozici v [I]. Pro snadnou préci
béhem online cviceni budeme s programy v Pythonu pracovat v prostiedi Jupyter Notebook
(https://jupyter.org/). Ke kazdému pocitacovému cviceni budeme mit jeden nebo vice
téchto Jupyter Notebooku, které jsou ulozeny na tlozisti Binder (https://mybinder.org/).
Diky tomu si pro cviceni nemusite nic instalovat a vSe bude pro vas jiz prichystano.
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Tento seminar je poradan s financéni podporou Fakulty elektrotechniky a informatiky
(http://www.fei.vsb.cz), statutdarniho mésta Ostravy a projektu Math Exercises for You 2
(http://math4u.vsb.cz) podporeného programem Erasmus+. Nad akei prevzala zastitu
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CVICENI 1: PYTHON — NASTROJ PRO MATEMATICKE MODELOVAN{

Abychom se mohli vénovat pokrocilejsim matematickym tloham, potfebujeme vhodné
prosttiedi, které nam jejich feseni umozni. K tomuto ticelu pouzijeme skriptovaci programo-
vaci jazyk Python, konkrétné jazyk Python 3. Podrobné se o ném muzete dozvédét napf.
v textu ,, Uéime se programovat v jazyce Python 3“ (viz [1]).

V tomto cviceni se sezndmime se zakladnim pfehledem datovych struktur a piikazu
Pythonu 3. Protoze préci s proménnymi, cykly a podminkami, zakladnimi funkcemi a
knihovnami, najdete podrobné popsanu v Jupyter Notebook ,,cvl_uvod®, ktery naleznete
na adrese https://mybinder.org/v2/gh/Beremi/SKOMAM /main a také jsme pfipravili vi-
deo na YouTube https://youtu.be/2BVFEtD5C-r8 provadéjici timto cvicenim, uvedeme si
v tomto textu jen tkoly k procviceni, které jsou soucasti ivodniho cviceni.

Ukol 1.1 Napiste funkci, kterda pro zadané rozméry a hustotu kvadru vrati jeho objem,
povrch a hmotnost. A

Ukol 1.2 Bé&zn4 cihla ma rozméry 29 cm X 14 cm x 6,5 cm a hustotu 1,9 —£5. Jaka je
jeji hmotnost? A

Ukol 1.3 Napiste funkei, kters pro zadany polomér a vysku vélce vrati jeho objem a po-
vrch. Déle vypoctéte objem a povrch valce o poloméru 10 cm a vySce 5 cm. A

Ukol 1.4 Napiste funkci, ktera pro zadané koeficienty a, b, ¢ a hodnoty dy < dy vykresli
graf funkce f(x) = ax® + bz + ¢ na intervalu (dy, dy). A

Ukol 1.5 Napiste funkci, kterd pro zadané koeficienty a, b, ¢ vypise koreny kvadratické
funkce ax?® + bz + c. A

Ukol 1.6 Vyuzijte predchozi uikoly a vytvorte funkci, ktera pro zadané koeficienty a, b, ¢
a hodnoty dy < d; vykresli graf funkce f(z) = az® + bx + ¢ na intervalu (dy, d;) a zéroven
znazorni koteny funkce f. A


https://mybinder.org/v2/gh/Beremi/SKOMAM/main
https://youtu.be/2BVFtD5C-r8

CVICENI 2: ZPRACOVANI OBRAZKU A FOTEK

V dobach analogovych fotoaparatu se vyfoceny obraz v kazdém okamziku uchovaval
skuteéné jako obraz. Af uz na negativu filmu, nebo po vyvolani na fotografickém papife ¢i
diapozitivu. Dnes je tomu jinak. P zmacknuti spousté digitalniho fotoaparatu se aktualni
scéna pied objektivem zachyti pomoci snimaciho ¢ipu a ulozi jako soubor &fsel na pamétovou
kartu. I kdybychom tuto kartu rozebrali, obrazky na ni neuvidime. K jejich zobrazeni
potfebujeme opét néjaké digitalni zatfizeni, které umi obraz ulozeny v jednickach a nulach
prevést do viditelné formy.

Matice obrazu

Pro jednoduchost se nejprve zabyvejme ¢ernobilymi obrazky - pfesnéji obrazky ve stupnich
sedé. V okamziku exponovani dojde k zachyceni snimané scény na ¢ip, ktery je tvoren sou-
stavou miniaturnich fotodiod usporadanych do radku a sloupcu. V zavislosti na osvétleni
prislusné ¢éasti cipu kazdé z diod vyprodukuje urcity naboj, ktery je zméren, a jeho hodnota
je zaznamendna ve formé ¢isla. V ptipadé JPEG obrazku se jedna o celé ¢islo od 0 do 255E|
pricemz hodnota 0 odpovidé cerné a hodnota 255 bilé. Proces rozdéleni spojitého obrazu na
diskrétni hodnoty v jednotlivych oddélenych bodech se nazyva kvantovani a vzorkovani.

| |

Obréazek 1: Piiklad kvantovani a vzorkovani

Pomineme-li ve skutec¢nosti binarni ulozeni obrazu, muzeme si jeho digitalni podobu
predstavit jako obecné obdélnikovou tabulku ¢isel, ve které kazda hodnota reprezentuje jas
urc¢ité malé plosky (pixelu) v zachyceném obraze. Tuto tabulku budeme oznacovat pojmem
matice obrazu:

11 Q12 -+ Q1n
g1 Q22 -+ Agp

A= 7 7 7|, kdea;; €{0,1,2,...,255} .
Am,1 Qm2 - Gmnp

Piiklad ¢asti matice obrazu muzeme vidét na obr. Pl

!'Tyto hodnoty odpovidaji osmibitové reprezentaci ¢isla.



41 51 51 44 49 75 106 139 182 175 160 155 137 134 102 51

38 41 71 64 46 47 78 133 190 174 169 163 156 174 155 97

34 35 50 68 40 43 30 96 177 171 174 169 159 171 168 137
35 39 50 67 55 33 32 75 182 177 168 173 171 172 174 164
38 38 70 96 63 38 43 122 194 176 174 180 179 173 176 177
62 68 63 49 50 40 72 163 203 186 176 188 181 173 181 178
64 60 52 47 37 63 138 190 189 179 177 182 179 173 173 169
58 46 43 39 47 124 184 177 169 170 172 177 172 167 168 160
42 35 65 82 136 177 182 178 175 180 173 187 180 173 177 156
66 77 101 150 177 179 171 170 184 181 189 198 188 176 172 146
120 133 152 167 165 165 177 175 174 186 185 181 173 160 148 136
137 134 142 142 137 146 154 157 164 161 158 154 156 151 145 147
127 122 118 118 149 148 138 152 155 158 149 152 155 153 157 166
111 126 107 113 119 127 124 126 140 137 124 124 143 144 142 162
57 80 92 98 107 111 92 90 111 111 100 92 119 134 123 125
59 81 101 98 101 94 59 49 78 89 62 46 86 126 116 103

Obrazek 2: Cést matice obrazu

Histogram

Mame-li obrazek ve stupnich sedé (¢islech od 0 do 255), muze nés zajimat, kolikrat se
v obrazku jednotlivé stupné (¢isla) vyskytuji. Graf ¢etnosti vyskytu jednotlivych hodnot
v obrazku se nazyva histogram.

Obrazek 3: Obrazek a jeho histogram



Prestoze obrazek neni svym histogramem jednoznacné definovan, muzeme z histogramu
o puvodnim obrazku hodné vycist. Tmavé obrazky maji v histogramu velké hodnoty nahro-
madéné vlevé c¢asti grafu. Naopak svétlé obrazky maji v histogramu velké hodnoty v pravé
¢asti grafu. Histogram obrazku s nizkym kontrastem vypada jako jeden relativné uzky . ko-
pec”, zatimco obrazky s vysokym kontrastem maji vétsinou dva ,kopce“, kazdy na opacné
strané grafu.
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Obrazek 4: Priklad ruznych obrazku a jejich histogramu



Jednoduché tpravy

Jak jsme si fekli, obrazky jsou v pocitaci ulozeny jako matice ¢isel, takze misto mani-
pulace s barevnymi ploskami ndm staci provadét operace s ¢isly. Nyni si v jednoduchosti
popiseme nékteré zéakladni operace s maticemi obrazku. Predpokladejme, ze mame obrézek
ve stupnich Sedé, ktery ma 512 x 512 pixelu. Matice takového obrazu, kterou oznacime I,
ma 512 radku a 512 sloupcu. Dohromady je to 262 144 ¢cisel, takze je jasné, ze nebudeme
pocitat s kazdou hodnotou ruéné, ale nastavime néjaké pravidlo, které pocitaci fekne, co
ma s jednotlivymi hodnotami udélat.

Ofez obrazku provedeme jednoduse tak, Ze vybereme jen omezeny rozsah radku

a sloupcu puvodni matice. Napiiklad pro vyfez pravé horni c¢tvrtiny obrdzku I,.4
vezmeme pouze 1. az 256. fadek a 257. az 512. sloupec. Dostaneme tam matici Icpqp,
ktera ma 256 radku a 256 sloupcu.

Zesvétleni obrazku provedeme napiiklad tak, ze k hodnoté kazdého pixelu v matici

I,y pricteme néjaké kladné cislo, napiiklad 100. Touto operaci se vSak muze stét,
ze se nékteré hodnoty ocitnou mimo rozsah 0 az 255. Opravime to naptiklad tak,
ze vsechny hodnoty, které vyjdou veétsi nez 255, zmensime pravé na 255. Ve vSech
bodech, kde doslo k takovém orezu hodnot ovsem ztracime obrazovou informaci.

Ztmaveni obrazku muzeme provést obdobné jako zesvétleni, ale musime zkontro-

lovat, zda nékteré hodnoty nevysly zaporné. Pokud ano, nastavime je na 0. Dalsi
moznosti je vynasobit vSechny hodnoty matice obrazu néjakym cislem z intervalu
(0,1). Zde nehrozi, ze bychom se dostali mimo rozsah 0 az 255, ale muze se stat,
ze vysledkem nebudou jen celd ¢isla, a tak je potieba kazdou vyslednou hodnotu
zaokrouhlit na nejblizsi celé ¢islo.

Negativ obrédzku je obraz, ktery méa obracenou reprezentaci ¢isel. V klasickém ob-
razku odpovida 0 ¢erné a 255 bilé hodnoty mezi témito ¢isly odpovidaji ruznym
stupnum Sedé od tmavé po svétlou. V negativnim zobrazeni je to naopak. Abychom
nemuseli preprogramovat zobrazovaci zafizeni k obraceni stupnice, muzeme obratit
stupnici pfimo v naSem obrazu. Hodnoty 0 zménime na 255 a naopak. Vsechny hod-
noty tedy vypocitame tak, ze puvodni hodnotu ode¢teme od ¢isla 255 a dostaneme
pravé negativ puvodniho obrazku, ktery jiz zobrazime klasicky.

Prahovani je jednoduchd operace, kde zvolime ¢ € (0,255) (jednoduchy prah). Jed-
notlivé prvky matice I, nastavime na 0, pokud pifslusna hodnota matice I,.;4 je
mensi nez ¢, a na 255, pokud je piislusna hodnota matice I, je vétsi nebo rovna ¢.

Vyrovndni histogramu je metoda, ktera slouzi k automatickému upraveni kontrastu
tak, aby byla ¢etnost jednotlivych hodnot rozdélena ptiblizné rovnomeérné. Tato me-
toda je automaticka a nezohlednuje, o jaky obrazek se jedna, takze vysledek muze
pusobit ponékud uméle.




Obrazek 5: Negativ obrazku (vlevo), obrazek po prahovani s parametrem ¢ = 50 (uprostied)
a t = 150 (vpravo)
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Obrazek 6: Piiklad vyrovnani histogramu obrazku s nizkym kontrastem

Barevné obrazky

Pro reprezentaci barevného obrazu se pouzivaji matice rovnou tii - jedna pro kazdou barev-
nou slozku R_GBEl Vysledny obraz pak vznikne slozenim téchto t¥i obrazu. Hodnota kazdého
pixelu obrazu se tedy skladd ze tif &fsel, a tak se tato ploska zobrazuje v jedné z 256°
moznych barev.

Pro jiny format souboru muze matice obrazu obsahovat i jind ¢isla nez celd cisla
od 0 do 255. Muzeme napiiklad pouzit redlnd ¢isla z intervalu (0,1), kdy fekneme, zZe

2RGB je systém rozlozen{ barevného obrazu na ¢erveny (R), zeleny (G) a modry (B) kanal.



cernd je 0 a bila odpovida hodnoté 1. Pokud ulozime hodnoty kazdého pixelu ve formétu
14-bitovych &fsel, dostaneme az 163843 barev. BéZné zobrazovaci zafizeni vSak neumi ta-
kovy rozsah barev zobrazit, a proto ve vétsiné pripadu sta¢i ukladat obrazky do osmi bitu.

Obrazek 7: JPEG obréazek slozeny z RGB kanalu

Ukol 2.1 Vytvotte funkci, ktera zadany obréazek zesvétli o zadany pocet odstint. Zesvétleny
obrazek vykreslete. A

Ukol 2.2 Vytvorte funkci, kterd zadany obrazek ztmavi o zadany pocet odstinu. Tmavsi
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obrazek vykreslete. A

Ukol 2.3 Vytvoite funkei, kterd vytvori inverzi (negativ) zadaného obrézku. Negativ vy-
kreslete. A

Ukol 2.4 Vytvoite funkci, ktera provede prahovani obrazku pomoci zadané hodnoty.
Vysledny obréazek vykreslete. A

Ukol 2.5 Vytvoite funkei, kterd k zadanému obrazku vytvoii histogram a pouzijte ji na
obrazek img_uneq. Vysledny histogram Vykreslete.ﬂ A

Ukol 2.6 Vytvotte funkci, kterd vyrovna histogram zadaného obrazku a pouzijte ji na
obrazek img_uneq. Vysledny obrazek a histogram vykreslete. A

Na zavér této casti poznamenejme, ze mnohem vice lze o problematice zpracovani ob-
razu nalézt v textu [2.

Konvoluce

V této casti cviceni si zkusime aplikovat na obrazky diskrétni konvoluci. Diskrétni
konvoluce je zobrazeni, do kterého vstupuje obrazek a takzvana konvoluZni maska. Kon-
voluéni maska specifikuje, co konkrétné konvoluce s obrazkem provede. Protoze se v po-
¢itacich obrazky vyskytuji nejcastéji ve formé matice, jejiz kazda hodnota odpovida jasu
v daném pixelu, neprekvapi nas, kdyz i konvoluéni maska bude ze stejného svéta. Diskrétni
konvoluce tedy vezme matici obrazku a kazdému bodu ptifadi novou hodnotu podle nasle-
dujicitho schématu:

Jednoduse teceno: polozime masku na obrazek tak, aby stfed masky byl v bodé, kde
konvoluci poc¢itame, prenasobime kazdou hodnotou v masce piislusnou hodnotu obrazku
a potom vse seétemeﬁ

Pomoci konvoluce jsme schopni odstranit z obrazku sum nebo zvyraznit hrany, coz je
hojné vyuzivano, chceme-li, aby pocita¢ dokazal sam rozpoznat objekty na obrazku (tfeba
pii zpracovéani dat z prumyslovych kamer).

Cfm je maska vétsi, tim vétsf okoli bodu ndm miuze zasahnout do vypoctu. Nézorné je
to vidét v nasledujicim prikladu, kdy byla nejdiive pouzita maska

1
9

—_ = =
—_ = =
—_ = =

3N4povéda: K vykresleni histogramu se hod{ pouzit sloupcovy graf. Ten ziskdme pomoci pitkazu bar
z knihovny matplotlib.

ko k
4Konvoluci vypoéteme pomoci piedpisu (f *h) (z,y) = >, >, f(xz+r,y+s)h(r,s), kde funkce
r=—ks=—%k
f popisuje obrazek a funkce h masku.
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Obrazek 8: Schéma diskrétni konvoluce

kterd vlastné novou hodnotu spocita jako prumeér hodnot v okolnich bodech. Poté na stejny
obrazek aplikujeme masku vétsi, ale opét s hodnotami, které zprumeéruji hodnoty obréazku:

11111
Sl
~“ 111111
Bl 1111
11111

Obrazek 9: Lena pred aplikaci konvoluce (vlevo), po konvoluci s maskou 3 x 3 (uprostied)
a po konvoluci s maskou 5 x 5 (vpravo)

Jak si muzeme vsimnout, nase maska zprumeérovanim hodnot na okoli obraz rozmazala,
a to tim vice, ¢im veétsi okoli bodu se do pruméru zapocitalo. Kdyby byla maska stejné
velika jako obrazek, tak by cely vysledny obrazek byl jen v jedné barvé.

Jiz jsme si vyzkouseli, jak se v Pythonu pracuje s maticemi obrazu. Nyni si zkusime
naprogramovat diskrétni konvoluci podle néasledujictho algoritmu.




Algoritmus 1: Diskrétni konvoluce

obrazek = mnacti_obrazek ()
N,M = rozmery (obrazek)
maska = matice(n,n)
for i=1..N
for j=1.M
restrikce = obrazek[(i—n/2):(i4+n/2),(j——n/2):(j+n/2)]
novy _obrazek (i,j) = suma_prvku(maska * restrikce)
end
end
uloz _obrazek (novy_obrazek)

Abychom se vyhnuli pfe¢nivani masky ,,do prazdna“ pti pocitani hodnot u krajnich
bodu, nebudeme konvoluci pocitat v bodech, ve kterych by maska ptrecénivala pres okraj
obrazku. Vytvorime si vlastné takovy ramecek, na kterém vypocet konvoluce prosté vy-
nechéme.

Ukol 2.7 Vytvotte funkei, kterd provede diskrétni konvoluci zadaného obrazku se zadanou
konvoluéni maskou. Otestujte efekty riuznych konvoluénich masek.

111
e 2|1 11 ... odstrani sum
111
1 21
° 1—16 2 4 2 ... Gaussova maska
1 21
[0 10
° 1 -4 1 ... Laplaceova maska
|0 10
0 -1 0
° -1 5 -1 ... zvyrazni hrany
| 0 -1 0
[ -1 0 1
° -2 0 2 ... gvyrazni svislé hrany
| -1 0 1
[ -1 —2 —1
° 0 0 O ... zvyrazni vodorovné hrany
1 2 1
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U poslednich ¢tyf masek prictéte ke kazdému bodu jesté hodnotu 128, at obrazky nejsou
moc tmavé. A

Pro ilustraci praktického vyuziti diskrétni konvoluce pouzijeme na zasumény obréazek
konvoluéni masku

|
el e
el
e
el e
— = =

viz obr. [0

Obrazek 10: Lena pied odstranénim Sumu (vlevo) a Lena po odstranéni sumu (vpravo)

Jak je vidét, pouzili jsme stejnou masku, na které jsme si ukazovali rozmazéani obrazku.
P1i odstranovani sumu pomoci diskrétni konvoluce se rozmazéani obrazku pravdépodobné
nevyhneme. Cim vétsf sum potiebujeme z obrazku odfiltrovat, tim vice budeme muset
obrazek rozmazat.

Velmi podobny vysledek bychom obdrzeli i pti pouziti Gaussovy masky

1 4 7 41
|4 16 26 16 4

— |7 26 41 26 7|,
2131 4 16 26 16 4
1 4 7 41

viz obr. [Tl
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Obrazek 11: Lena pred odstranénim Sumu (vlevo) a Lena po odstranéni sumu pomoci
Gaussovy masky (vpravo)

Dalsi informace o vyuziti konvoluce pro zpracovani obrazu muze zvidavy Ctenai ziskat
opét v textu [2].

Vse najdete podrobné popsano v Jupyter Notebook ,,cv2_obrazky“ a ,,cv2_obrazky_reseni®,
ktery naleznete na adrese https://mybinder.org/v2/gh/Beremi/SKOMAM /main a také
jsme piipravili video na YouTube https: / /youtu.be/yL-AON5JDJo provadéjici timto cvicenim.
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CvVICENT 3: JAK SE SIRI EPIDEMIE?

Jednoduchy popis, jak se epidemie §iti v populaci, 1ze simulovat s vyuzitim tzv. modelu
SIRE|. Tento model byl navrzen v roce 1927 skotskymi védci Williamem Ogilvym Ker-
mackem a Andersonem Grayem McKendrickem ve formé nasledujici soustavy linearnich
diferencialnich rovnic

s'(t) = —Bs(t)i(t), \
I'(t) = Bs(t)i(t) —~i(t), t>to
r'(t) = i),

s pocdtecnimi podminkami s(to) = so, i(to) = 4o, r(to) =10, |

(1)

kde proménnd ¢ oznacCuje ¢as, konstanta to uddva pocatecni cas, funkce s(t), i(t), r(t)
oznacuji pomeér lidi v populaci v daném stavu (tedy s(t) = %, i(t) = %, r(t) = %,
kde N je celkovy pocet osob v populaci a S(t), I1(t) a R(t) jsou pocty lidi v daném stavu),
koeficient /5 popisuje miru, s jakou se $ifi ndkaza (anglicky infection rate) a koeficient ~
popisuje miru prechodu ze stavu I do stavu R (anglicky recovery rate). Hodnoty S a =

urcuji v tomto modelu hodnotu zakladniho reprodukéniho ¢isla Ry v case ¢, které je dano
predpisem
Ro(t) = Bs(t)
Y

Reprodukeni cislo se da chapat jako pocet lidi, které nakazi jeden nakazeny v case t
(v prumeéru pres viechny nakazené).

Soustava popisuje, za jakych podminek osoba ve stavu S (tzn. nakazitelnd) muze
prejit do stavu I (tzn. nakazend) a nasledné ze stavu I do stavu R (tzn. vylééend ¢i mrtva).

vyvoje poctu lidi prochézejicich fazemi S, I a R, tzn. hodnoty S(t), I(t) a R(t) ziskané
pomoci TeSeni soustavy pro konkrétni hodnoty sg, ig, 79, [, 7y, muzeme vidét na
obr. [2

Model dany vyse uvedenou soustavou diferencialnich rovnic ma nékolik nedostatku:
hodnoty koeficientu 5 a v obvykle nezname a v modelu je obsazen predpoklad, ze se vSechny
osoby dané populace chovaji stejné a epidemie se siii stale rovnomérné. Z téchto duvodu
a také proto, ze pracovat se soustavou diferencidlnich rovnic pouze se stredoskolskymi
znalostmi je prece jen slozité, pouzijeme simulaci tohoto modelu. Na zacatku simulace
uvazujme, ze v populaci o velikosti N médme dany pocet osob ve stavu S, I a R (tyto poéty
oznacime jako S, I a R). Soucasné plati S+1+ R = N, tzn. ze v populaci nejsou jiné osoby
nez v téchto trech stavech. Souc¢asti modelu bude i simulace pohybu jednotlivych osob. Déle
budeme uvazovat, ze osoba ve stavu S, ktera se dostane dostatecné blizko k osobé ve stavu
I, prejde s uré¢itou pravdépodobnosti do stavu I. Osoba ve stavu I vzdy po pevné zadaném
case prejde do stavu R. Pokud chceme simulovat opatieni jako noseni rousek, nafrizovani

5Zkratka slov Susceptible-Infected-Recovered, které bychom mohli volné pielozit jako Nakazitelny -
Nakazeny - Vyléceny (popf. mrtvy).
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0 t

Obrazek 12: Priklad prubéhu vyvoje S, I, R

karantény na osoby ve stavu I, ¢i omezeni pohybu celé populace, muzeme tato opatieni
v simulaci popsat pomoci jednotlivych parametru simulace jako je simulace pohybu osob
nebo zména pravdépodobnosti, se kterou osoba ve stavu S piejde do stavu I pri setkani
s nakazenou osobou.

O SIR modelu se muzete podrobnéji docist v ¢ldnku [3].

Ukol 3.1 Vygenerujte pro kazdého jedince v populaci o velikosti napf. N = 1000 ndhodnou
pozici v oblasti (0,1) x (0,1) a vykreslete celou populaci. A

Ukol 3.2 Uvazujme, Ze kazdy jedinec v populaci méd jednoznacny index. Prevedte osoby
s indexem 0-99 z S do I a osoby s indexem 100-299 z S do R a vykreslete celou populaci
(pro kazdy stav volte jinou barvu). A

Ukol 3.3 Vypoctéte vzdalenosti mezi nakazenymi (osoby ve stavu I a nakazitelnymi (osoby
ve stavu S). Pokud mé nakazitelny vzdalenost od nékterého nakazeného mensi nez hod-
nota proménné vzdalenost_nakazy, pak vepiste do piislusné pozice v poli mohl_se nakazit
hodnotu True. A

Ukol 3.4 Implementujte funkci nove_nakazeni, ve které je pro kazdou osobu ve stavu
S, kterda je v kontaktu s osobou ve stavu I, aplikovana Sance na nakazu pravdepodob-
nost_nakazy. Vystupem bude pole nové nakazenych. A

Ukol 3.5 Pridejte do funkce update nacitani ¢asu pro nakazené. Déle v kazdém kroku kon-
trolujte, jestli ¢as neprekrocil hodnotu delka_nakazy, kterd udava, po jaké dobé se osoba
ve stavu I presune do stavu R. Pokud ¢as uvedenou hodnotu ptrekroci, presuiite osobu z I
do R. A

14



Ukol 3.6 Naimplementujte funkci do_prace_a_zpet, ktera bude splnovat nésledujici:

e v case od 6:00 do 14:00 se jedinci (zndzornéni teckami) presouvaji/jsou v praci,

ve zbytku casu se jedinci presouvaji/jsou doma,

rychlost presunu jedincu je 0,1 v jednom c¢asovém kroku,

funkce vraci vektor posunu (zmény pozice) jedincu,

pokud jsou jedinci do vzdalenosti 0,2 od pracovisté, uz se nemusi dale presouvat,

pokud jsou jedinci do vzdalenosti 0,05 od domova, uz se nemusi dale presouvat. A

Ukol 3.7 Upravte model tak, aby osoby ve stavu I presly se zadanou pravdépodobnosti
pravdepodobnost _zjisteni_a_karanteny do nové zavedeného stavu Q (osoba je v karanténé).
Osoba ve stavu Q je izolovana a nemuze nikoho nakazit. A

Ukol 3.8 Upravte model tak, aby ¢ast osob prestala chodit do prace a zustala pracovat
doma. A

Vse najdete podrobné popsano v Jupyter Notebook ,,cv3“ a ,,cv3_reseni®, ktery nalez-

nete na adrese https: //mybinder.org/v2/gh/Beremi/SKOMAM /main a také jsme ptipravili
video na YouTube https://youtu.be/FLCelwfrmxI provadéjici timto cvicenim.
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APENDIX A: MATICE

Definice A.1 Necht jsou ddny prvky 11,012, ---,0n,y Z dané mnoziny F. Matice
typu (m,n) (stru¢né m x n matice) je obdélnikova tabulka

a1 ... Qip
Lo ]

Ami -+ Amn

A:

kterd ma m - n prvki a; ; usporddanych do m fadka 7t a n sloupctt sf, takze

a
— . _ A A
A= . - [31 ) ’Sn} ’
A
r ;
m B 1,5
T = [az 1) ) az,n] y  S; =
(m,j

Strucné piseme téz A = [a, 4|
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APENDIX B: PAR SLOV O DERIVACI

Definice B.1 Bud f: R — R a z € R. Existuje-li
fath) = @)

h—0 h

Y

znacime ji f'(x) a nazyvdme derivaci funkce f v bods z.

Poznamka B.1 Vétsinou — a nejinak je to v tomto textu — se pod pojmem derivace
rozumi kone¢na (tzv. vlastni) derivace.

Véta B.1 Bud f,g: R — R az € R. Pak plat{

o (f+g)(z)=f'(r)£ 4 (x), mali prava strana rovnosti smysl,
e (fg)(x)=f(x)g(x)+ f(x)d (x), existuji-li (vlastni) derivace f'(x) a ¢'(x),
. (_) (z) = f'(x)g(x) = f(x)g'(x)

g*(x)
li g(z) # 0.

Pozorovani B.1

, existuji-li (vlastni) derivace f'(z) a ¢'(z) a je-

¢) =0, ceR (konst.), z € R,
2" =ra"t, reR, z € (0,+00),

(
(
e (sinz) =cosz, z €R,
(
(

e (cosz)' = —sinz, v € R,
1 m
tgz) = —— R{— " Z},
* (tg2) oo © S \ 2Jr : ©
o (cotgz) = ————, v € R\ {kn: k € Z},

sin“ x
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