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J'(x)=0 v (a,b),

u(a)=A,
u(b)=B.



d'(x)=0 v (a,b),

u(a)=A,
u(b)=B.
Reseni
u"(x) = () (x) =0
I
u'(x)=p ( pro n&aké p € R)
I
u(x) = px+q ( pro n&aka p, g € R).

Okrajové podminky:

u(a)=A u(@)=pat+qg=A B-—A B-A
= =>p= , g=A— a.
u(b) =B u(lb)=pb+q=B8B b—a b—a
Odtud _
u(x) = A+ B0 a),
b—a -




J'(x)=0 v (a,b),

u(a)=A,
u(b)=B.
Numerické (pfiblizné) Feseni: 8
AXe X X i X B
w l,‘q *’7. L& " (;m fo/‘ﬂ L
J'(x)=0
( A, X € (a, t]_), U’
X, x € (t ), L u(x —h)+ u(x+ h) 5 b
X, x € (t, 1), u(x) = 5 pro ,,mald
u(x) =< X5, x € (t3, ta), U
X, = Xi—1 + Xiy1
Xy X € (tn, tay1), 2
B, x € (tns1, b). ... dostavadme soustavu n linedrnich rovnic

( pro nezndmé X, Xo, ..., X,)



J'(x)=0 v (0,1),
u(0)=0,
u(1) = 10.
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u(0) =

0
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v (0,1),

u(1) =10.
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Au(x,y)=0 v Q,
u(x,y)=g(x,y) na 0Q.

Pulx.y) | Pulxy) _

Aulx.y) = Ox2 Oy?

0 (v ... harmonickd funkce na Q)

4

u(x —hy)+u(x+hy)+u(x,y —h)+u(x,y + h)
4

u(x,y) = pro ,mald" h



u(x,y) =

il JAIX]®
i - c
(X, (x,y) € Qij,
A (xy) e Qi1 A+B+C+D
X="rro =
B, (x.y) € Qit1, 4

... vlastnost priiméru

C, (x,y) € Qij-1,

D, (X, y) S Q,"J'_;,_l.



Laplaceova bota
Rovnice vedeni tepla ve 2D

diskretizace ve 2D

Po astech konstantni funkci na Q := QU 0Q spliiujici v8ude v Q vlastnost
priméru nazyvame diskrétni harmonickou funkei (na €2).
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X1, X0, X3, X4 =7

=

4X1 — X3 — X4
4Xy — X35 — Xy

X1 = Xo+4X3 =
X1 = Xo+4X, =
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X1 =

Xo =
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Xy =
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Rovnice vedeni tepla ve 2D

L Laplaceova bota




Laplaceova bota
Rovnice vedeni tepla ve 2D

princip maxima

Véta (princip maxima).
Nabyva-li diskrétni harmonicka funkce na Q = Q U 9Q svého maxima (tj. nejvetsi

hodnoty) nebo minima (tj. nejmensi hodnoty) v Q (tzn. ,uvnitf*), je na Q
konstantnf.

Dusledek.

Diskrétni harmonickd funkce nabyva svého maxima i minima na hranici, tj. na 99.




Laplaceova bota

|—Rovnice vedeni tepla ve 2D

princip maxima

Diikaz.




Laplaceova bota
Rovnice vedeni tepla ve 2D

véta o jednoznalnosti feSeni diskrétni tlohy

Véta (o jednoznalnosti FeSeni diskrétni tlohy).

Necht u; a up jsou dv& diskrétni harmonicka ¥eSeni tlohy

Au(x,y) =0 vQ,
u(x,y) = g(x,y) na oQ.

Pak
uy = up.

Duikaz.
Stadi si uvédomit, Ze funkce
u:=u; — u

je diskrétnim harmonickym YeSenim tlohy
Au(x,y) =0 v Q,
u(x,y) =0 na 0Q

a pouZit princip maxima.



Laplaceova bota
Rovnice vedeni tepla ve 2D

véta o Fesitelnosti soustavy linedrnich rovnic

Véta (o Fesitelnosti soustavy linedrnich rovnic).

Soustava linedrnich rovnic

a1 Xy + apXo +a3Xs + - -+ a1, X, = by
an Xy + anXo + axnXs + -+ a3 X, = by
a31 X1 + apXo + a3 Xz + - - + a3, X, = b3

am X1 + anXo + an3X3 + -+ apXy = by
ma pro kazdou ,pravou stranu*

b= (b, by bs..., b)) €R"

pravé jedno Feseni
X = (Xl,Xz,Xg; ,Xn) e R”

pravé tehdy, ma-li tato soustava pro nulovou pravou stranu, tzn. je-li
b=(0,0,0,...,0), pouze ,trividlni ¥Fedeni* X = (0,0, ..., 0).



Laplaceova bota
Rovnice vedeni tepla ve 2D

véta o FeSitelnosti soustavy linedrnich rovnic

Dikaz pro n = 2.

ax + by = « . )
Soustava | ma pravé jedno feSeni
cx+dy =3
(3
, p: ax+by = o, . i
pFimky jsou rliznobé&zné
g: cx+dy =0
(3
i p* i ax+ by = ) . i
primky | jsou rliznobézné
g ox+dy =
(3
ax+ by = P L
soustava m4d pravé jedno Fesen.

cex+dy =0




Laplaceova bota
Rovnice vedeni tepla ve 2D

véta o existenci a jednozna&nosti fedeni diskrétni tlohy

Véta (o existenci a jednozna&nosti FeSeni diskrétni tlohy).

Existuje pravé jedno diskrétni harmonické Yeseni tlohy

Au(x,y) =0 v Q,
u(x,y) = g(x,y) na 0%.




Laplaceova bota
Rovnice vedeni tepla ve 2D

véta o existenci a jednozna&nosti fedeni diskrétni tlohy

Dikaz.

Stadi si uvédomit, Ze pro diskretizaci ziskanou soustavu linedrnich rovnic
an X1+ awXo + a13 X3 + -+ a Xy, = by
a1 X1 + anXo + a3 Xz + - + ap Xy = by
a3 X1 + a3 Xo + az Xz + -+ azp X, = bz

am X1 + anXo + 353X + -+ apXn = by
plati:
o koeficienty aj; nezdvisi na funkci g,
o prava strana b = (by, by, bs ..., b,) € R" je urtena okrajovou podminkou g;
g(x,y)=0 & b=(0,0,0...,0),
a proto (viz v&tu o jednoznanosti) ziskand soustava md pro b = (0,0,0...,0)

jenom trividlni YeZeni.Odtud jiZ (viz v&tu o FeSitelnosti soustavy linedrnich rovnic)
p¥imo plyne dokazované tvrzeni.



Laplaceova bota
Rovnice vedeni tepla ve 2D

ndhodnd prochazka

Ndahodnda prochdazka - cesta k feSeni diskretizované ulohy.




Laplaceova bota
Rovnice vedeni tepla ve 2D

ndhodnd prochazka




Laplaceova bota
Rovnice vedeni tepla ve 2D

ndhodnd prochazka




Laplaceova bota
Rovnice vedeni tepla ve 2D

ndhodnd prochazka




Laplaceova bota
Rovnice vedeni tepla ve 2D

ndhodnd prochazka




Laplaceova bota
Rovnice vedeni tepla ve 2D

ndhodnd prochazka

L G =W
Gig =:

3

— Gg =\

D3 se ukazat, Ze pro ,velkd” n € N je

Vi+ Vot 4V,
- .
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