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Predmluva

Mili studenti,
moc rad Vas jménem Katedry aplikované matematiky a Jednoty ¢eskych matematiku a
fyzikn vitdm na jiz 18. roéniku naseho seminife SKOMAM (SKOla MAtematického Mo-
delovéni).

Jako kazdy rok se Vam pokusime v téch nékolika dnech ukazat, ze matematika je
nejenom velice uziteéna a ze nemalo jejich aplikaci 1ze zvladnou jiz pomoci stiedoskolskych
znalosti a duvtipu, ale zZe je taky nesmirné zabavna a inspirujici. Snad si vSimnete, ze
se svou praci bavime a Ze je nam spolu s nasimi studenty (a proto jiz kolegy) na katedfe
dobte. Doufame, ze aspon nékteré z Vas toto setkani a moznost si leccos vyzkouset primeéje
k ivaham (a k naslednému rozhodnuti) prihlasit se ke studiu naseho programu Vypocetni
a aplikovana matematika. Byli bychom moc radi.

Mili studenti, pfeju Vam (i ndm), af si dny stravené na SKOMAMu pofadné uzijeme.

V Orlové 24.1.2022 Jirka Bouchala



Uvod

Tento text je uréen pro ucastniky semindfe Skola matematického modelovéni
(http://skomam.vsb.cz) a slouzi jako pomucka k tlohdm, které fesi studenti v prubéhu
tohoto seminéfe na pocitacovych cvicenich. Tento seminaf, pro ktery pouzivame zkratku
SKOMAM, organizuje Katedra aplikované matematiky (http://am.vsb.cz) Fakulty elektro-
techniky a informatiky Vysoké skoly banské — Technické univerzity Ostrava jednou rocné
jiz od roku 2005. V tomto roce probiha 18. ro¢nik tohoto seminére.

Pro pocitacova cviceni budeme pouzivat programovaci jazyk Python, ktery navrhnul
Guido van Rossum na konci 80. let. Python je (podobné jako jazyk R ¢i jazyk Octave)
volné piistupny (https://www.python.org/) a nyni patii celosvétové mezi nejoblibenéjsi
a nejpouzivanéjsi programovaci jazyky. Jeho dalsi velkou vyhodou je moznost instalace
na vétsinu béznych platforem jako je MS Windows, Unix, macOS nebo Android. Jednim
z divodt, proc jsme se pro Python rozhodli, je jeho jednoduchost pro uceni i pro zacatecniky.
Podrobny popis tohoto jazyka je k dispozici v [I]. Pro snadnou praci béhem online cvi¢eni
budeme s programy v Pythonu pracovat ve webovém rozhrani Jupyter Notebook
(https://jupyter.org/). Ke kazdému pocitacovému cviceni budeme mit jeden nebo vice
téchto Jupyter Notebooku, které jsou ulozeny na tlozisti Binder (https://mybinder.org/).
Diky tomu si tcastnici seminafe nemuseji nic instalovat a vSe je pro né prichystano.
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Tento seminar je poradan s financéni podporou Fakulty elektrotechniky a informatiky
(http://www.fei.vsb.cz), statutdarniho mésta Ostravy a projektu Math Exercises for You 2
(http://math4u.vsb.cz) podporeného programem Erasmus+. Nad akei prevzala zastitu
Jednota ¢eskych matematiku a fyzika (http://jemf.vsb.cz).
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CVICENI 1: PYTHON — NASTROJ PRO MATEMATICKE MODELOVAN{

Abychom se mohli vénovat pokrocilejsim matematickym tloham, potfebujeme vhodné
prosttiedi, které nam jejich feseni umozni. K tomuto ticelu pouzijeme skriptovaci programo-
vaci jazyk Python, konkrétné jazyk Python 3. Podrobné se o ném muzete dozvédét napf.
v textu ,, Uéime se programovat v jazyce Python 3“ (viz [1]).

V tomto cviceni se sezndmime se zakladnim pfehledem datovych struktur a piikazu
Pythonu 3. Protoze préci s proménnymi, cykly a podminkami, zakladnimi funkcemi a
knihovnami, najdete podrobné popsanu v Jupyter Notebook ,,cvl_uvod®, ktery naleznete
na adrese

hitps : / /mybinder.org/v2/gh/Beremi/SKOM AM /main

a také jsme pripravili video na YouTube provadéjici timto cvicenim, které najdete v play-
listu

https : | [youtube.com/playlist?list = PLVrbfT RuvGpyU2u — 4iSNoGh8tpr K 109hvx,

uvedeme si v tomto textu jen tkoly k procviceni, které jsou soucasti ivodniho cviceni.

Ukol 1.1 Napiste funkci, kterd pro zadané rozméry a hustotu kvadru vrati jeho objem,

povrch a hmotnost. A
Ukol 1.2 Bé&zn4 cihla ma rozméry 29 cm X 14 cm x 6,5 cm a hustotu 1,9 —£5. Jaka je
jeji hmotnost? A

Ukol 1.3 Napiste funkei, kterd pro zadany polomér a vysku valce vrati jeho objem a po-
vrch. Déle vypoctéte objem a povrch valce o poloméru 10 cm a vySce 5 cm. A

Ukol 1.4 Napiste funkci, ktera pro zadané koeficienty a, b, ¢ a hodnoty dy < dy vykresli
graf funkce f(x) = ax® + bz + ¢ na intervalu (dy, dy). A

Ukol 1.5 Napiste funkci, kterd pro zadané koeficienty a, b, ¢ vypise koteny kvadratické
funkce ax? + bz + c. A

Ukol 1.6 Vyuzijte pfedchozi tkoly a vytvorte funkci, kterd pro zadané koeficienty a, b, ¢
a hodnoty dy < d; vykresli graf funkce f(z) = az? + bx + ¢ na intervalu (dy, d;) a zéroven
znazorni kotreny funkce f. A


https://mybinder.org/v2/gh/Beremi/SKOMAM/main
https://youtube.com/playlist?list=PLVrbfTRvGpyU2u-4iSNoGh8tprKIo9hvx

CVICENT 2: NUMERICKY VYPOCET URCITEHO INTEGRALU A MONTE CARLO

Funkci F': R — R nazveme primitivni funkci k funkci f: R — R na otevieném
intervalu I C R, pokud pro kazdé x € I plati

F'(z) = f(x).

Lze ukazat, ze pokud je f spojita na otevieném intervalu I, pak existuje primitivni funkce
F k f na tomto intervalu.

Pomoci primitivni funkce zadefinujme urc¢ity integral funkce f od a do b, kde a,b € R
a a < b. Jsou-li funkce f a F' spojité na uzavieném intervalu (a, b) a je-li F' primitivni k f
na (a,b), definujeme ur&ity integral funkce f od a do b jako

/ f(z)dz := F(b) — F(a). (1)

Vztah se casto nazyva Newtonuv-Leibnizuv vzoredzlﬂ Pro zjednoduseni zapisu se
pro rozdil hodnot F(b) a F'(a) zavadi toto znacent:

[F(2)l, = F(b) - F(a).

a

Popisme si nyni geometricky vyznam urcitého integralu. Nejprve predpokladejme, ze je
funkce f spojitd a nezdpornd na intervalu (a, b). Pak integral

/a  Ha) da

je roven obsahu rovinného obrazce ohrani¢eného osou x, grafem funkce f a ptimkami z = a
ax = b, viz obr.[l] Nyni rozsifme nase ivahy na spojité funkce, které mohou byt v intervalu

Y

Obréazek 1: Vyznam urcitého integralu

{a,b) zaporné. Necht je napf. funkce f zdpornd na intervalu (¢, d) C (a, b, viz obr. |2l Potom
také

/cdf(x)dx<0.

saac Newton (1643-1727) — vyznamny anglicky fyzik, matematik a astronom
2Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) — vyznamny némecky matematik



Chceme-li pak pomoci tohoto integralu vypocist obsah plochy ohrani¢ené osou z, gra-
fem funkce f a pifimkami z = ¢ a x = d, musime na této ¢asti vzit integral s opacnym
znaménkem. Bude-li nas dale zajimat obsah plochy, kterou ohranicuje osa z, graf funkce
f a piimky x = a a * = b, a bude-li funkce f protinat v intervalu (a,b) osu z, musime
tyto pruseciky najit a rozdélit interval (a,b) na intervaly, na nichz ma f totéz znaménko.
Na téchto intervalech spocteme integraly funkce f. Vysledny obsah plochy pak dostaneme
jako soucet vSech vypoctenych integralu, pficemz integraly na téch intervalech, kde je f
nekladnd, musime uvazovat se zépornym znaménkem (viz obr. .

Yy

f(@)

Obrazek 2: Obsah rovinného obrazce a urcity integral

Priblizny vypocet uréitého integralu

V pripadé, ze primitivni funkci nelze vyjadfit elementarnimi nebo tabelovanymi fun-
kcemi, Newtonuv-Leibnizuv vzorec (1) nemuzeme pouzit. Nekdy zase muze byt hleddni
primitivni funkce piilis slozité ¢i casové naroéné. V téchto ptripadech ¢asto pfistupujeme
k tzv. numerickému vypoctu daného urcitého integralu, ktery nam da ptibliznou hod-
notu integralu s danou presnosti. V nasledujicim textu si pfiblizime dvé zakladni metody
priblizného vypoctu urcitého integralu, a to obdélnikové a lichobéznikové pravidlo.

Obdélnikové pravidlo

Rozdélme nejprve interval (a, b) na n stejnych dilku o délce

potza 2)

n

Krajni body ¢-tého dilku postupné ozna¢me z; ;1 a x;; plati tedy
To=a<T <+ < Tpoy < Ty =Db. (3)

Vypocteme si dale stiedy jednotlivych dilku:

$1'71—|—SL’¢ .
Ci:T, 221,2,...,77,.



Na i-tém dilku pak funkei f nahradime konstantni funkei o hodnoté f(¢;) a hledany integral
budeme aproximovat takto:

/ F(@)do e bf(er) + hf(e2) -+ + hf(en) = b Y (e

Napiiklad integral funkce f od a do b z obr. [ tak nahrazujeme sou¢tem obsahu pifslusnych
obdélniku.

e NG
9] a = Ty : T T I T3 : T4=0b T

Obrazek 3: Aproximace obdélniky (n = 4)
Lze ukézat, ze pokud existuje spojitd f” na (a,b), potom pro chybu aproximace plati

[ s@ar—nY s < U w177 @

<

—a
24n? z€(a,b)

Lichobé&Znikové pravidlo

Interval (a,b) rozdélime stejné jako u obdélnikového pravidla na dilky shodné délky,
viz a . Hledany integral budeme aproximovat takto:

/bf(x) Ao~ h f(xo) ;r f(xy) h f(xy) J2F ey Ch f(:z:n_l)2+ flan) _

= (7o) + 27 @) 4 2f () + Fa) = (f(xo) + flea) + 2if(xi)> .

Napiiklad integral funkce f od a do b z obr. ] tak nahrazujeme souc¢tem obsahu piislusnych
lichobézniku.

Je mozné ukdzat, ze pokud existuje spojita f” na (a,b), potom pro chybu aproximace
plati

[ raras - g(f(wo)+f(xn)+22f(xi)>| < 008 o 177021

z€{a,b)

4



Obrazek 4: Aproximace lichobézniky (n = 4)

Vsimnéme si, ze u lichobéznikového pravidla mame odhad chyby aproximace horsi nez u
obdélnikového pravidla, prestoze u obdélnikového pravidla uzivame nahrazeni konstantnimi
funkcemi a u lichobéznikového pravidla pouzivame nahrazeni linedrnimi funkcemif| Z uve-
denych vzorcu pro odhad chyby aproximace lze urcit, jaky pocet dilku zaruci pozadovanou
presnost aproximace. Jelikoz ovSsem odhady obsahuji druhé derivace, jejichz hodnoty ne-
musi byt lehké odhadnout, muze byt vypocet poctu potiebnych dilki naro¢ny a vysledek
pesimisticky.

Ukol 2.1 Pomoci obdélnikového pravidla spoc¢téte priblizné obsah jednotkového kruhu a
vysledky porovnejte se skutecnym obsahem daného kruhu.

W\

1

Obrazek 5: Jednotkovy kruh

Ukol 2.2 Pomoci obdélnikového pravidla spoctéte priblizné obsah srdce na obr. @ a
vysledky porovnejte se skute¢nym obsahem srdce.

3 Aproximaéni vlastnosti obdélnikového a lichobéznikového pravidla si lze detailnéji prostudovat napi.
v [2].
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Obrazek 6: Matematické srdce

Ukol 2.3 Aproximujte hodnotu integralu

1
/ 2?2 dx
0

pomoci obdélnikového pravidla tak, aby chyba aproximace byla nejvyse 10~#. Uréete pocet
dilka déleni intervalu (0, 1), ktery zaruéi dosazeni pozadované piesnosti.

Monte Carlo

Monte Carlo je tiida vypocetnich algoritmu zalozena na provadéni ndhodnych experi-
mentu. Této metody se ¢asto pouziva pro simulaci fyzikdlnich a matematickych systému.
Vysledkem provedeni velkého mnozstvi experimentu je obvykle pravdépodobnost urc¢itého
jevu. Na zakladé ziskané pravdépodobnosti a znamych vztahtu pak spoc¢itame potiebné
vysledky. Protoze metoda vyzaduje generovani velkého souboru nahodnych dat, je vhodné
pro jeji implementaci pouziti pocitace. Metod Monte Carlo se pouziva v pripadé, kdy je
prilis pracné nebo nemozné nalézt presny vysledek jinym zpusobem. Jeji vyhodou je jed-
noducha implementace, nevyhodou relativné mala presnost. Pro odhad ptresnoti metody
Monte Carlo plati nasledujici tvrzeni. S pravdépodobnosti 75 procent nema chyba apro-
ximace hodnotu véts nez 1/y/n. Tzn. napiiklad pro 10 pokust ndm s pravdépodobnosti
75 procent chyba nepiekroc¢i hodnotu 0,01.

My si ukazeme tii zpusoby, jak pomoci Monte Carla spocitat urcity integral. Prvni
dvé metody jsou si typoveé podobné a spocivaji v uréeni poméru obsahu neznamé plochy a
plochy, jejiz obsah zname.



Nahodné souradnice

Nejjednodussi zpusob, jak pomoci Monte Carla odhadnout urcity integral, je pomoci né-
hodného generovani soufadnic v roviné. Princip si muzeme ukdzat na problému urceni
integralu

/1 V1—a22dz, (5)

ktery odpovidd spocitani obsahu plochy vymezené grafem funkce /1 — 22, osou x a osou .

Grafem integrované funkce je na intervalu (0, 1) ¢tvrtina kruznice (viz obr. [7). Ozna¢me
pismenem S plochu mezi timto grafem, osou x a osou y. Nejprve vepiseme plochu S do
obrazce, jehoz obsah zname, tieba do jednotkového ¢tverce. Metoda Monte Carlo funguje
tak, ze v jednotkovém ¢tverci ndhodné generuje body. Pravdépodobnost, zZe vygenerovany
bod lezi v S, je rovna poméru obsahu plochy S k obsahu plochy jednotkového ¢tverce, do
kterého jsme ji uzavteli.

1.0

0.8}

0.6

0.4r

0.2+
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Obrazek 7: Odhad obsahu plochy pod grafem funkce v/1 — 22 (zakreslena Cervené) na
intervalu (0, 1) pomoci generovani soutradnic v roviné. Pokryti plochy jednotkového ¢tverce
pomoci 100 (vlevo) a 10000 (vpravo) ndhodné generovanych bodu (zakresleny modre).



Ukol 2.4 Odhadnéte ¢slo © pomoci metody Monte Carlo. Vyuzijte k tomu integral

1
/\/1—x2dx,
0

jehoz odhad ndm d& ptibliznou hodnotu 7 /4. A

Tento pristup je intuitivni a kromé simulace v pocitaci si jej lze vyzkousSet i v praxi,
napiiklad budete-li mit dlouhou chvili na pisec¢né plazi. Generovani bodu neni nic jiného,
nez hazeni kaminku (ndhodnou silou a ndhodnym smérem) do jednotkového ctverce, ve
kterém mame nakresleny graf funkce, jejiz integral chceme odhadnout. Pomér poctu ka-
mink1, které spadly pod graf funkce, k celkovému poc¢tu kaminkt ve ¢tverci nam dé odhad
daného integralu.

Nahodna prochazka

Zustanme na chvili u predstavy simulace pomoci hézeni kaminku do pisku a predstavme
si, ze se chce do simulace zapojit i malé dité, které jesté nedohodi dost daleko. Pro jedno-
duchost uvazujme, ze dité muze hazet kamenem jen ve ¢tverci o délce strany 6 < 1. Pokud
bychom pokracovali podle ptedchozich pravidel, nebyly by pozice ve ¢tverci generovany
zcela nahodné. Je tedy tieba néjak upravit algoritmus.

Jedna z moznosti je, ze se prvni kdmen hodi ndhodné do jednotkového ¢tverce a poté
se bude konstruovat ndhodné prochézka podle néasledujicich pravidel:

e kazdy hod zac¢ina v misté dopadu predchoziho hodu,

e hizi se nahodné ve ¢tverci o délce strany 0, jehoz stied je v misté, odkud se zrovna
hézi,

e pokud by néjaky hod miftil ven z jednotkového ¢tverce, kaminek se polozi na predchozi
kémen a pokracuje se ze stejného mista (jinymi slovy — hod se zapocitd, ale pozice
zustane stejnd).

Tento zpusob nam zaruci, ze po ¢ase budou kameny ve ¢tverci rozmistény opravdu
nahodné. Pak uz muzeme opét pomoci poméru poctu kaminku pod grafem k celkovému
poctu kaminku ve ¢tverci odhadnout hledany obsah. Schéma nahodné prochazky je na
obr. Bl
v pripadech, kdy neni mozné pouzit jiny piistup. Nejcastéji se vyuziva v pripadech, kdy
nejsme schopni nahodné vybirat ¢isla s pozadovanou hustotou pravdépodobnosti. V tomto
textu se vSak s podobnym piipadem nesetkdme — pokazdé volime ¢isla s uniformni (rov-
nomérnou) hustotou pravdépodobnosti.
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Obréazek 8: Odhad obsahu plochy pod grafem funkce /1 — x? (zakreslena Cervené) na

intervalu (0, 1) pomoci generovani soufadnic ndhodnou prochazkou. Konstrukce nahodné
prochazky s § = 0,25 pomoci 15 (vlevo) a 10000 (vpravo) bodu (zakresleny modie).

Ukol 2.5 Odhadnéte ¢islo pomoci metody Monte Carlo s generovanim bodu pomoci
nahodné prochazky. Opét se nam bude hodit integral

1
/ V1 —22dx,
0
jehoz odhad nam d& ptibliznou hodnotu 7 /4. A

Crude Monte Carlo

Tato metoda je odvozena z definice urcitého integralu a vyuziva vzorec

/f(a:) dr = lim 1E:f(mz), (6)

kde body z;, ve kterych se funkce vycisluje, jsou generovany ndhodné na intervalu (0, 1).

Na rozdil od ptedchozich metod, které odhadovaly plochu pod grafem pomoci poméru
bodu pod grafem k celkovému poctu bodu, tento pristup pocita odhad pomoci priuméru
funkénich hodnot v ndhodnych bodech. Nepotiebujeme tedy generovat body v roviné, ale
pouze v jednom rozméru. Jak tato metoda funguje, muzete vidét na obr. [9]



Obréazek 9: Odhad obsahu plochy pod grafem funkce v/1 — 22 na intervalu (0, 1) pomoci
metody Crude Monte Carlo. Horni (modrd) fada odpovida simulaci s n = 15 vyéislenimi,
spodni (¢ernd) odpovidd simulaci s n = 500 vyéislenimi. V levé ¢asti jsou vykresleny
jednotlivé prispévky tak, jak byly generovany v prubéhu simulace. Vpravo jsou sefazeny
tak, aby se neptekryvaly pro snazsi porovnani s odhadovanou plochou.

Ukol 2.6 Odhadnéte &slo m pomoci metody Crude Monte Carlo. Vyuzijeme integral

1
/\/1—x2d937
0

jehoz odhad nam d& ptibliznou hodnotu 7 /4. A

Vse najdete podrobné popsano v Jupyter Notebook ,cv2“ a ,cv2_reseni“, ktery nalez-

10



nete na adrese
https : | /mybinder.org/v2/gh/Beremi/SKOMAM /main

a také jsme pripravili video na YouTube provadéjici timto cvicenim, které najdete v play-
listu

https : | /youtube.com/playlist?list = PLVrbfT RuGpyU?2u — 4iS N oGh8tpr K 109hvz.
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CvICENI 3: MODELOVANI PROCESU VEDENI TEPLA

Uvazujme oblast tvaru obdélniku o stranach a, b. V pocatecnim case ¢ = 0 mé kazdy
bod oblasti urcitou teplotu. Ukolem tohoto cvicen{ je modelovat prubéh vedeni tepla v case,
tedy spocitat teplotu v oblasti po uplynuti urcitého casu. Teplotu budeme reprezentovat
pomoci funkce

u: R =R,
hodnota u (z,y,t) udava teplotu v bodé o soutadnicich (z,y) v case t.

(0, b) (a, b)

o

(0,0) ~~ (a,0)

Obrazek 10: Diskretizace obdélnikové oblasti

Nejprve provedeme tzv. diskretizaci - zadanou oblast rozdélime na shodné obdélnikové
podoblasti o stranach dx, dy, viz obr. Pro jednoduchost nebudeme pracovat s hod-
notami funkce u ve vSech bodech zadané oblasti, ale teplotu v kazdé podoblasti budeme
aproximovat pouze jednou hodnotou. Teplotu v podoblasti A (viz obr. tedy reprezen-
tujeme pomoci hodnoty v bodé (x,y) a podobné v sousednich podoblastech B, C, D, E.

C
@,y + dy)

B A D

(@-dry)| @y | @+dry
E

TTar | @ dy 2

Obrazek 11: Podoblasti B, C', D, E sousedici s podoblasti A

Aby bylo zadani kompletni, je potieba specifikovat tzv. okrajové podminky. Budeme
predpokladat, ze teplota na hranici oblasti se v ¢ase nemeéni, tj. zustava stejna jako v ¢ase
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t = 0. V feci diskretizované tlohy budeme predpokladat, ze teplota v podoblastech lezicich
na okraji oblasti zustava stédle stejna.

Proces vedeni tepla si zkusime rozmyslet nejprve z fyzikalniho pohledu. Poté si ukdazeme
jednu z moznosti, jak k tomuto problému pfistupovat z pohledu matematiky.

Fyzikalni odvozeni vedeni tepla (1. zpiisob)

Budeme piedpokladat, Ze zadana oblast tvaru obdélniku m4 i tfeti rozmér - tloustku h. Ve
skutecnosti se tedy jednd o kvadr a x b x h. Vyberme dveé libovolné sousedici podoblasti a
oznacme je A a B, viz obr. [12] Predpoklddejme, Ze kazdd z podoblast{ ma jinou teplotu. Z
fyziky umime urcit mnozstvi tepla, které béhem urcitého casu preda teplejsi podoblast té
chladnéjsi. Toto predané teplo zpusobi snizeni teploty v teplejsi podoblasti a zvySeni tep-
loty v chladnéjsi podoblasti, postupné tedy dochéazi k vyrovnavani teplot. Pii odvozovani

B A
B UB| Ay )
dy L dy
CB PB|CA pPA

dx dx
Obrazek 12: Sifeni tepla Q z podoblasti B do podoblasti A

budeme pouzivat néasledujici znaceni:

dx [m], dy [m], dt [s] diskretiza¢ni kroky

u [K] teplota

A Wm K1 soucinitel tepelné vodivosti
p [kgm™3] hustota

c[Jhkg P K mérna tepelnd kapacita

m [kg] hmotnost

Oznacime w4, Aa, pa, ca, ma veliciny v podoblasti A, podobné pro podoblast B. Zakladni
jednotkou teploty je Kelvin. My v§ak budeme pracovat pouze s teplotnimi rozdily, muzeme
proto bez obav pouzivat stupné Celsia (obé stupnice jsou navzdjem pouze posunuty
o hodnotu 273,15).

Vyjdéme z toho, ze zndme teplotu v obou oblastech v ¢ase ¢, tedy hodnoty u4 (t) a
up (t). Nasim tikolem bude urcit teploty po uplynuti ¢asu dt, neboli hodnoty w4 (¢t + dt)
a ug (t + dt). Nejprve uréime mnozstvi tepla @, které preda podoblast B podoblasti A za
casovy krok dt. Pro toto predané teplo plati

Q = qdyhdt, (7)

kde ¢ je hustota tepelného toku a dyh je plocha spoleéna podoblastem A a B. Teplotu
v podoblastech reprezentujeme pomoci hodnot ve stfedu téchto podoblasti, teplo mezi
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obéma stiedy tedy prostupuje vzdalenost %x pres material podoblasti A a %x pres material
oblasti B. Hustotu tepelného toku ¢ uré¢ime pomoci vzorce

ug () —ua (t)
de (1 1)
2 <x + E)

Zbyva urcit, o kolik stupnu se zvysi teplota podoblasti A po predani tepla () z podoblasti

B, tento teplotni piirustek oznac¢ime Augs. Hodnota Augy zavisi na tepelné kapacite C'y
podoblasti A, plati

(8)

q:

(9)

Atm s —
Upa CA’

kde
Ca=macy =dxdyhpaca. (10)

Dosazenim vztahu , a do vzorce @D ziskavame

A qdyhdt up(t) —ua(t) dyhdt 2(up (t) —uq (t))dt
drdyhpaca dg(ﬁ+$)dxdyhpAcA (ﬁ%—ﬁ),@x%dﬁ?

Muzeme si véimnout, Ze vysledny vzorec neobsahuje tloustku h, ta se ndm hodila pouze
pri odvozovéani.

Stejnym zpusobem bychom vyjadrili hodnoty Auca, Aupa a Auga, tedy zmény teploty
podoblasti A vlivem kontaktu s podoblastmi C, D a E (viz obr. . Teplotu podoblasti
A v ¢ase t + dt pak vyjadiime jako soucet

UA (t—l—dt) ~ UA (t)+AUBA+AUCA+AUDA+AUEA. (11)

Vyjadrili jsme tedy teplotu v podoblasti A v case t 4+ dt pomoci teplot v podoblastech A,
B, C, D, E v ¢ase t. Oblasti A az E muzeme ztotoznit s uzly (z,y) az (x,y — dy), vzorec
tedy muzeme prevést do podoby

2 —dx,y,t) — t
w(a,y, b+ dt) = u(z,y,t) + g | el =deyt) —u(z,y,t)

z,y)c(x, 1 1 2
p(z,y)c(r,y) (A(z,y)Ju(xfdx,y))dx

+ (12)

w(x,y+dy,t) —u(z,y,t) +U(S€+dx,y7t)—U($,y,t) N u(x,y+dy,t) —u(z,y,t)

1 1 2 1 1 2 1 1 2
(x\(r,y) + A(x,y+dy)> dy (A(x,w + A(m+dw,y>> dz (A(w) + A(m,y+dy>> dy
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Odvozeni pomoci konecnych diferenci (2. zptisob)

V predchozi sekci jsme popsali model vedeni tepla pomoci znamych fyzikalnich zakon.
Matematicky lze proces vedeni tepla v ¢ase reprezentovat pomoci parcidlni diferencialni

rovnice 3 \ /o o9

U u u

=2 (Gt 5r) (13)
ot pc\0z? Oy

vice o parcialnich derivacich lze najit v priloze D.

Opét vyuzijeme diskretizaci z obr. [10} Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze hod-
noty veli¢in A, ¢, ¢ jsou shodné ve vSech podoblastech, uvazujeme tedy homogenni material.
Parcialni derivace, které se vyskytuji v rovnici , aproximujeme pomoci tzv. diferenci.
Pro aproximaci derivace podle proménné x volime krok dx, pro proménnou y krok dy a
pro proménnou t krok dt. Zjednodusené muzeme tict, ze ,,zanedbame* limitu v definici D.1

(viz str. 23):

du U(J],y,t—l—dt)—U(I,y,t)
g Wyt~ at ’
du U(I+d$,y,t>—U($,y,t)
8x($’y’t) - dx ’
ou u(x,y+dy,t)—u(x,y,t
Mgty ~ LTy —u(@yt)
Ay dy

Déle vyjadiime aproximaci druhé parcialni derivaci podle proménné z

@ (x . t) N % (ZE, y,t) g_q; (.7) N dI,y, t) N u(w—l—dm,y;{i—u(m,y,t) i u(:p,y,t)—zix—dm,y,t) _
Ox2 77 dx dx
u(a:—l—dx,y,t)—u(x,y,t) u(x—dx,y,t)—u(:c,y,t)
= +
dz? dz?

a analogicky podle proménné y

Pu(x,y,t)  u(z,y+dyt) —u(z,y,t) Lulmy—dyt) —u(z,yt)
0y? - dy? dy? '

Dosazenim do rovnice (13| ziskdvame pribliznou rovnost

u(x,y,t+dt)—u(x,y,t) A U(l‘—f—dl‘,y,t)—U(l’,y,t)
~ = +
dt pC dx?

dx? dy2 dyQ

z niz muzeme vyjadrit

_I_u(x—dw,y,t)—u(x,y,t) _I_u(x,y—l—dy,t)—u(x,y,t) + u(:c,y—dy,t)—u(x,y,t))

Lyt dt) ~u(x,y, t) + —dt
u(z,y,t+dt) ~u(r,y )+pc 712

A (u(m—dw,y,t)—U($7y7t)+ (14)
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u(x +de,y,t) —u(x,y,t)  u(z,y—dyt)—u(z,y,t) uw(x,y+dy,t) —u(x,y,t))
- - + .
dx? dy? dy?

Vyjadrili jsme tedy teplotu v bodé (z,y) v case t + dt pomoci teplot v bodech (z,y),
(x +dx,y), (x — dx,y), (x,y + dy) a (x,y — dx) v ¢ase t. Jinymi slovy - teplotu v podoblasti
A v case t + dt jsme opét vyjadrili pomoci teplot v podoblastech A, B, C', D, E v case
t. Muzeme si povsimnout, ze pokud bychom pfi fyzikalnim odvozovani v predchozi sekci
uvazovali homogenni material (tedy Ag = Ap = A, pa = p a c4 = ¢), vzorec by presel

do podoby .

Implementace

Oba vyse uvedené pristupy vedou na stejny postup implementace. Vstupem programu jsou
tTi matice stejné velikosti ziskané diskretizaci zadané oblasti:

e matice teplot v pocateénim case t = 0,
e matice soucinitelu tepelné vodivosti A,

e matice hodnot pc (hustota krat mérna tepelnd kapacita),

dale velikosti diskretizacnich kroku dx, dy, dt a celkovy pocet casovych kroku N.
Stézejni casti zdrojového kodu je implementace jednoho ¢asového kroku. Matici teplot
v case t = 0 oznacime Uj. Matici teplot v ¢ase ¢ = dt (oznacme U ) uréime nasledovné:

1. Nastavime U; = U,.
2. V cyklu projdeme vSechny prvky matice U; kromé okrajovych.

Kazdy prvek odpovida jedné podoblasti (oznacime A). V matici Uy najdeme hodnoty
teploty ve ¢tytech sousednich podoblastech v predchozim ¢asovém kroce. Pomoci nich
urcime hodnoty Aupga, Auca, Aupa, Auga a pricteme je k danému prvku matice
Us.

Téchto casovych kroku provedeme v cyklu celkem N. Vystupem je tedy matice teplot v siti
po uplynuti N casovych kroku. Pripadné je mozné ukladat tuto matici jako obrazek vzdy
po uplynuti urcitého poctu casovych kroku a z vyslednych obrazku vytvorit animaci.

Pti implementaci zacneme nejprve zjednodusenou situaci, kdy budeme predpokladat
homogenni material. V tomto piipadé tedy nemusime zadavat A a pc v podobé matic,
jedna se pouze o konstanty, viz nasledujici zdrojovy kod v jazyce Python. Dalsi rozsiteni
tohoto zakladniho kédu naleznete na adrese

https : | /mybinder.org/v2/gh/Beremi/SKOMAM /main

v podobé Jupyter Notebooku cv3_teplo. Také jsme pripravili video na YouTube provadéjici
timto cvicenim, které najdete v playlistu

https : | /youtube.com/playlist?list = PLVrbfT RuGpyU2u — 4iSNoGh8tpr K [09hvz.
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

dx = 0.01 # delka intervalu diskretizace ve vodorovnem smeru
dy = 0.01 # delka intervalu diskretizace wve svislem smeru
dt = 0.5 # wvelikost casoveho kroku

N = 240 # pocet casovych kroku

lam = 80 # soucinitel tepelne wvodivosti

rho_c = 8000%450 # hustota krat merna tepelna kapacita

# Vytvorime matict teplot v pocatecnim case: ny ... pocet radku,

# nx ... pocet sloupcu. Prvky matice tedy budeme indexovat v poradi y,x.

nx = 80 # pocet intervalu diskretizace wve vodorovnem smeru
ny = 60 # pocet intervalu diskretizace ve svislem smeru
U0 = 20%np.ones((ny,nx)) # Pocatecni teplotu nastavime na 20 stupnu.
U0[2:32,30:60] = 70 # Do oblasti "viozime” ctverec o vyssi teplote
U0[35:50,15:30] = 2 # a ctverec o mizsi teplote.

plt.figure () # Vykreslime pocatecni teplotu.

plt .imshow (U0, cmap="jet”, vmin=0, vmax=70, extent=(0,nx*dx,0,nyx*dy))

const_dx = lam/rho_cxdt/(dx*%2) # konstanta pro sireni ve smeru x
const_dy = lam/rho_cxdt/(dy*%2) # konstatna pro sireni ve smeru y
for i in range(N): # cyklus pres casove kroky
Ul = U0. copy () # Teplotu v novem casovem kroku mnastavime
# ma hodnoty z predchoziho casoveho kroku.
for x in range(l,nx—1): # Projdeme wsechny vnitrni prvky matice Ul,

for y in range(1l,ny—1): # teplotu na okraji nemenime.
u=U0[y,x] # teplota v bode (z,y) v predchozim casovem kroku
# Teplotu v bode (z,y) upravime na zaklade hodnot v sousednich
# 4 bodech. Vysledek ulozime do matice pro novy casovy krok.
Ul[y,x] 4= const_dx*(U0[y,x—1]—u)

(
Ully,x] += const_dxx(U0[y,x+1]—u)
Ully,x] += const_-dy*(U0[y—1,x]—u)
Ul[y,x] += const_dy*(U0[y+1,x]—u)
U0 = Ul # Pripravime matict U0 pro dalsi casovy krok.
plt.figure () # Vykreslime teplotu v case Nxdt.

plt .imshow (U0, cmap="jet”, vmin=0, vmax=70, extent=(0,nx*dx,0,nyx*dy))
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Na nasledujicim obrazku si muzeme prohlédnout graficky vystup vyse uvedeného al-
goritmu, tedy porovnéani pocatecniho rozlozeni teploty a rozlozeni teploty po 2 minutach.
Obdélnikova deska ma rozmeéry 0,8 m x 0,6 m a je vyrobena z homogenniho materialu
s parametry A = 80 Wm 1K™t p = 8000 kgm ™= a ¢ = 450 Jkg~' K~1. Obdélnik jsme
rozlozili na ¢tvercové podoblasti o délce strany dx = dy = 0,01 m, pricemz vypocet jsme

provadéli s casovym krokem dt = 0,5 s.

t=0
0.6
0.5 60
0.4
40
0.3
2
0 20
0.1
0.0 0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

t=120.0
0.6
0.5 60
0.4
40
0.3
0.2 20
0.1
0.0 0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Obrazek 13: Pocatecni rozlozeni teploty: cervena ¢ast ma teplotu 70 °C', tmavé modra 2 °C
a svétle modra 20 °C' (vlevo) a stav po uplynuti 120 s (vpravo)
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APENDIX A: INVERZNI FUNKCE

Definice A.1 Bud f: R — R. Funkci f~!, pro niz plati sou¢asné:
i) definiéni obor Df~! funkce f~! je roven oboru hodnot funkce f,
ii) pro kazdé x € Df~! plati, ze f(z) =y & f(y) ==z,

nazveme funkci inverzni k funkci f.

Pozndmka A.1 Lze ukdzat, ze f~! existuje pravé tehdy, je-li f prostd. Graf f=! je
pritom osové soumérny s grafem f dle primky y = .
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APENDIX B: FUNKCE ARKUSSINUS

Definice B.1 Funkci inverzni k funkei sinus zizené na interval <—’—2r, g> nazveme arkussinus
a oznacujeme jako arcsin, tj.

-1
arcsin := (sin|<_1 1>> )
272
Pozorovani B.1 Funkce arkussinus mé tyto vlastnosti (viz také nize uvedeny obrazek):

e definiéni obor je roven (—1,1),

e oborem hodnot je interval <—§,g ,

e funkce arcsin je lichd, tj. arcsinz = arcsin (—z) pro kazdé z € (—1,1).

/2 _ ....... .............

g e b
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APENDIX C: PAR SLOV O DERIVACI

Definice C.1 Bud f: R — R a z € R. Existuje-li
fah) = f@)

h—0 h ’

znacime ji f/'(z) a nazyvame derivaci funkce f v bod& x.

Poznamka C.1 Vétsinou — a nejinak je to v tomto textu — se pod pojmem derivace
rozumi kone¢nd (tzv. vlastni) derivace.

Véta C.1 Bud f,g: R — R ax € R. Pak plati
o (fEg)(x)=f'(z)£ 4 (x), mali prava strana rovnosti smysl,
e (fg)(z) = fl(x)g(x)+ f(x)g' (x), existuji-li (vlastni) derivace f'(z) a ¢'(x),

g 9*()
g(x) #0.

Pozorovani C.1

, existuji-li (vlastni) derivace f'(z) a ¢'(z) a je-li

() =0, c € R (konst.), z € R,
o (2" =ra"t reR, z e (0,+00),
e (sinz) =cosz, z €R,
(

cosz) = —sinz, z € R,

([ ]
—~
—+
oQ
5]

~
|

™
—_ z€R {— : Z},
oo U€ \ 2+/€7r ke
o (cotgz) = — , x € R\ {km: keZ},

sin?

o (") =¢" z€R,

1
(Inz) = L€ (0, 400).
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APENDIX D: PARCIALNI DERIVACE

Definice D.1  Necht funkce f: R™ — R je definovdna na né&jakém okoli bodu
c=(c1,¢,...,0) ER".
Existuje-li konecna

lim f(Cl, ey, Ci1,GC + h, Cit1y--- ,Cn> — f(C)
h—0 h ’

znacime ji f,,(c) nebo %(c) a nazyvame parcialni derivaci funkce f podle i-té
prom&nné v _bodé& c.

Poznamka D.2 Parcidlni derivace funkce f podle i-té proménné x v bodé c je tedy rovna
klasické derivaci funkce jedné proménné

g(t) = f(Cl, e ,Cifl,t,C,L#l, e ,Cn)

v bodé t = ¢;.

Poznamka D.3 Budeme-li uvazovat n = 2, tak funkce f pfitazuje danému bodu (z,y)
hodnotu f(z,y) (tj. ,vysku* bodu (z,y, f(z,y)) nad rovinou zy). Grafem takovéto funkce
je tedy plocha z = f(z,y) definovand na néjaké casti roviny zy. Uvazujme na chvili, ze tato
plocha je ,hladka“ a definovana na celé roviné xy a zamysleme se, jaky vyznam mé parcialni
derivace funkce f podle proménné x v bodé ¢ = (cq, ¢2). Provedeme-li fez dané plochy ro-
vinou y = ¢ (tj. rovinou prochéazejici bodem ¢, rovnobéznou s osou z a kolmou k roviné
xy), dostavame kiivku, kterou muzeme popsat funkci z = g(z) = f(x, ¢2). Parcidlni deri-
vace funkce f podle proménné x v bodé ¢ pak neni nic jiného nez smérnice tecny funkce ¢
sestrojené v dotykovém bodé (¢, g(¢p)). K pochopeni muze pomoci i nésledujici obrazek.
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rez rovinoy ®x=2

Obréazek 14: Ilustrace vyznamu parcidlnich derivaci funkce f dvou proménnych z a y
v bodé c.
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