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Predmluva

Matematika je krdsnd. Co bylo pravda véera, je pravda i dnes.
Jaroslav Kurzweil

A vyse uvedené (je fe¢ o druhé vété...) plati i o mém tivodniku ze SKOMAMu 2019. Ne-
budu ho proto ménit, ale jen (¢ervené) aktualizovat.

Mili studenti,
rad bych Véas jménem Katedry aplikované matematiky a Jednoty cCeskych matematiku
a fyzika pfivital na jiz 19. roéniku naseho semindfe SKOMAM (SKOla MAtematického
Modelovani). Matematika je z mnoha duvodu krasnd disciplina a prestoze je vytvarena
a vybrusovana uz nékolik tisic +4 let (a to co vzniklo, je prosté dzasné), je porad v ob-
rovském rozmachu. Je totiz nesmirné uzitecna.

Poslednich pér desetileti zijeme v dobé pocitacu a dnes uz i superpocitacu (jeden
z nejvétsich ve stredni Evropeé je i u nas na Vysoké skole banské — Technické univerzité Ost-
rava — muzete se podivat na stranky Narodniho superpocitacového centra I'T4Innovations:
https://www.itdi.cz), coz piindsi diive netusené moznosti rozvoje vlastné vsech oblasti
lidské cinnosti. A ukazuje se, ze chceme-li opravdu vyuzit vSech moznosti, které prinasi
intenzivni rozvoj vypocetni techniky, je tieba vytesit spoustu nové vzniklych problému,
upravit stdvajici (a nebo vymyslet zcela nové) algoritmy, které efektivné vyuziji archi-
tekturu superpocitacu, a pouziji nejnovéjsi poznatky z matematiky nebo znalosti ziskané
diky spojeni ruznych oboru matematiky. A zde je obrovsky prostor a spousta vyzev pro
matematiku a matematiky:.

V reakci na tuto pottebu doby u nas na katedte vzniknul pted témeér 20 lety studijni obor
,Potitacovd matematika“ (¢asem pretaveny do studijniho programu ,, Vypocetni a apliko-
vand matematika ) spojujici studium aplikované matematiky se zaklady informatiky. Tento
program (ve véech stupnich VS vzdélan, tj. bakalafském, magisterském a doktorském) jiz
absolvovalo vice nez 300 studentii. Ze se véc daif, doklddajf nejen ispéchy nasich studentt
v celostatnich soutézich, ale predevsim ta skutecénost, ze je o nase absolventy velky zdjem.
Budeme moc radi, pokud si nas studijni program Vypocetni a aplikovana matematika
vyberete. Jsme presvédceni, ze tim neudélate chybul!

Nésledujici dny travené u nds na SKOMAMu miZete brat jako malou ochutnévku toho,
co by Vas u nas cekalo. Poznate nékteré z ¢lenu nasi katedry, prohlédnete si posluchéarny,
ale predevsim se budete bavit matematikou.

A ja Vam za nés vsechny pieju, at si to tu ndramné uZijete.

V Ostravé 16.1.2023 Jirka Bouchala


https://www.it4i.cz

Uvod

Tento text je uréen pro ucastniky semindfe Skola matematického modelovéni
(http://skomam.vsb.cz) a slouzi jako pomucka k tlohdm, které fesi studenti v prubéhu
tohoto seminéfe na pocitacovych cvicenich. Tento seminaf, pro ktery pouzivame zkratku
SKOMAM, organizuje Katedra aplikované matematiky (http://am.vsb.cz) Fakulty elektro-
techniky a informatiky Vysoké skoly banské — Technické univerzity Ostrava jednou rocné
jiz od roku 2005. V tomto roce probiha 19. ro¢nik tohoto seminére.

Pro pocitacova cviceni budeme pouzivat programovaci jazyk Python, ktery navrhnul
Guido van Rossum na konci 80. let. Python je (podobné jako jazyk R ¢i jazyk Octave)
volné piistupny (https://www.python.org/) a nyni patii celosvétové mezi nejoblibenéjsi
a nejpouzivanéjsi programovaci jazyky. Jeho dalsi velkou vyhodou je moznost instalace
na vétsinu béznych platforem jako je MS Windows, Unix, macOS nebo Android. Jednim
z divodt, proc jsme se pro Python rozhodli, je jeho jednoduchost pro uceni i pro zacatecniky.
Podrobny popis tohoto jazyka je k dispozici v [I]. Pro snadnou praci béhem online cvi¢eni
budeme s programy v Pythonu pracovat ve webovém rozhrani Jupyter Notebook
(https://jupyter.org/). Ke kazdému pocitacovému cviceni budeme mit jeden nebo vice
téchto Jupyter Notebooku. Tyto Jupyter Notebooky budeme spoustét ve sluzbé Google
Colab (https://colab.research.google.com/). Diky tomu si tcastnici semindfe nemuseji nic
instalovat a vSe je pro né prichystano. Vsechny Jupyter Notebooky potiebné ke cviceni jsou
pro vas ulozené na adrese https://colab.research.google.com/github/Beremi/SKOMAM.

Jupyter
v
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Tento seminar je poradan s financéni podporou Fakulty elektrotechniky a informatiky
(http://www.fei.vsb.cz), statutdarniho mésta Ostravy a projektu Math Exercises for You 2
(http://math4u.vsb.cz) podporeného programem Erasmus+. Nad akei prevzala zastitu
Jednota ¢eskych matematiku a fyzika (http://jemf.vsb.cz).
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CVICENI 1: PYTHON — NASTROJ PRO MATEMATICKE MODELOVAN{

Abychom se mohli vénovat pokrocilejsim matematickym tloham, potfebujeme vhodné
prosttiedi, které nam jejich feseni umozni. K tomuto ticelu pouzijeme skriptovaci programo-
vaci jazyk Python, konkrétné jazyk Python 3. Podrobné se o ném muzete dozvédét napf.
v textu ,, Uéime se programovat v jazyce Python 3“ (viz [1]).

V tomto cviceni se sezndmime se zakladnim prehledem datovych struktur a ptikazi Py-
thonu 3. Protoze praci s proménnymi, cykly a podminkami, zédkladnimi funkcemi a knihov-
nami, najdete podrobné popsanu v Jupyter Notebook ,,cv1“, ktery naleznete na adrese

https : //colab.research.google.com/github/ Beremi/SKOMAM,

uvedeme si v tomto textu jen tkoly k procviceni, které jsou soucasti ivodniho cviceni.

Ukol 1.1 Napiste funkci, kterd pro zadané rozméry a hustotu kvadru vrati jeho objem,
povrch a hmotnost. A

Ukol 1.2 Béznd cihla m4 rozméry 29 cm x 14 cm x 6,5 cm a hustotu 1,9 g/cm?. Jakd
je jejil hmotnost? A

Ukol 1.3 Napiste funkci, kterd pro zadany polomér podstavy a vysku rota¢niho vélce vrati
jeho objem a povrch. Déale vypoctéte objem a povrch rota¢niho valce o poloméru podstavy
10 cm a vysce 5 cm. A

Ukol 1.4 Napiste funkci, kterd pro zadané koeficienty a, b, c a hodnoty dy < d; vykresli
graf funkce f(x) = ax® + bz + ¢ na intervalu {(dy, d;). A

Ukol 1.5 Napiste funkci, ktera pro zadané koeficienty a, b, ¢ vypiSe realné koreny kvad-
ratické funkce f(x) = az® + bz + c. A

Ukol 1.6 Vyuzijte predchozi tkoly a vytvorte funkci, ktera pro zadané koeficienty a, b, ¢
a hodnoty dy < d; vykresli graf funkce f(z) = az? + bz + ¢ na intervalu (dy, d;) a zéroven
znazorni jeji redlné koteny. A


https://colab.research.google.com/github/Beremi/SKOMAM

CVICENT 2: POLYNOMIALNI REGRESE

Pri zkoumani ruznych fyzikédlnich jevi se setkdvame s nasledujicim tkolem. Na intervalu
(a,b) C R mame zméfeny hodnoty zkoumané veli¢iny a hleddme polynom p, tddu n € N,
ktery ,nejlépe“ ptiblizné popisuje (aproximuje) nase méreni. To, ze polynom p, ,nejlépe”
aproximuje zadané hodnoty, pro nas bude znamenat, ze p, je feSenim tlohy

I%in Z (pn(l‘l) - yi)2 ) (1)

i=1
kde [z;,v:], i € {1,...,k}, jsou soufadnice naméfenych hodnot a
() = apt" + ap_1 2" 4 -+ agr? + a1 + ag,

kde a; € R pro kazdé j € {0,... ,n}ﬂ Vsimnéme si, ze p, Tesici je polynom, pro
ktery je soucet ¢tvercu rozdilu p,(z;) a y; nejmensi. Proto se této metodé hledani koefici-
entu ag, ai,...,a, pro urceni polynomu p,, fika metoda nejmengich &tvercu. ,Prolozeni*
zadanych bodu polynomem nazyvame polynomidlni regresi. Pro lepsi predstavu se
podivejme na obr. [I kde je zndzornéna regrese zadanych bodu linedrnim polynomem. Za-
dané body jsou vyznaceny zelenymi kiizky, regresni funkce je zakreslena modfe a ctverce
rozdili p,(z;) a y; jsou zakresleny cervene.
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Obrazek 1: Regrese linearnim polynomem pouzitim metody nejmensich ¢tvercu

Resen{ tlohy je pomérné obtizné, proto k nému vyuzijeme programovaci jazyk Py-
thon a v ném piikaz polyfit z knihovny numpy.

'Hleddnim polynomu p,,, ktery fesf ilohu , myslime hleddni hodnot koeficientu ag, a1, ..., a, tohoto
polynomu.



Syntaxe tohoto piikazu je nasledujici: P = numpy.polyfit(X,Y,N), kde X a Y jsou
vektory obsahujici z-ové a y-ové souradnice aproximovanych hodnot a N je fad polynomu,
kterym aproximujeme. Ve vektoru P ziskdme koeficenty polynomu p,,, pro které plati

P[0l =an, P[] =an-1, ..., P[N —2] =ay, P[N —1] = a4, P[N]| = ay. (2)

Pro vy¢isleni hodnoty polynomu v zadaném vektoru bodu X, muzeme pouzit piikaz polyval,
ktery je také soucasti knihovny numpy. Jeho syntaxe je Y = numpy.polyval(P,X), kde P je
vektor obsahujici koeficienty daného polynomu (opét plati rovnosti ) a X obsahuje z-ové
soutadnice bodi, ve kterych chceme polynom vy¢islit. Funkéni hodnoty daného polynomu
jsou ulozeny do vektoru Y.

Na nésledujicich obrazcich si muzeme prohlédnout regresi zadanych bodu [z;, y;], kde
i €{1,...,5}, pomoci polynomu vyssich fadu. Body jsou opét vyznaceny zelenymi kiizky,
vysledné regresni funkce jsou zakresleny modfe a ¢tverce rozdilu p,(x;) a y; jsou zakresleny
cervené. Na regresi kvadratickym a kubickym polynomem se podivejme na obr. [2] regrese
polynomem ¢tvrtého a dvacatého Fadu je na obr. [3

0.8 q 0.8

0.6 q 0.6

04r 1 0.4

0.2 q 0.2

I I I I I I I I I I I I I I I I
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
X X

Obrazek 2: Regrese kvadratickym (vlevo) a kubickym (vpravo) polynomem pouzitim me-
tody nejmensich ¢tvercu

Poznamenejme jesté, ze s rostoucim fadem polynomu dochazi k lepSimu prolozeni
vstupnich bodu ale zaroven také k (typicky nezddoucimu) rozkmitani regresni funkce.
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Obrézek 3: Regrese polynomem ¢tvrtého (vlevo) a dvacatého (vpravo) fadu pouzitim me-
tody nejmensich ¢tvercu

Ukol 2.1 Vygenerujte si pomoci ptikazu random.rand z knihovny numpy nahodnych
11 hodnot v intervalu (0, 1). Vektor takto ziskanych hodnot povazujte za y-ové souradnice
bodu, jejichz z-ové soutradnice jsou 0, 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5, 0,6, 0,7, 0,8, 0,9, 1. Tyto body
postupné ,prolozte” polynomy tadu 1,2,...,15. A

Ukol 2.2 Pokusme se odhadnout velikost tfhového zrychleni g na povrchu Zemé (v Ost-
ravé). Jeho odhad ziskdme pomoci pozorovani kmitu matematického kyvadla. Pro mate-
matické kyvadlo plati nasledujici zavislost mezi délkou vldkna ¢ a periodou kyvadla T’

g1 2
(=7Z—.
472 (3)

Pozorovéanim jsme ziskali 10 méfen{ (viz tabulku [I)), pii kterych jsme ménili délku vldkna
¢ a méfili jsme periodu (dobu kmitu) T'F

Hodnoty dané pozorovanim aproximujte polynomem 2. fadu a pouzijte vztah .
Vypoctenou hodnotu porovnejte s hodnotou 9,81345 m/s?, kterd je uddvand jako hod-
nota tihového zrychleni v Ostraveé. Zkuste zlepsit presnost odhadu ¢ tak, ze mezi méreni
pridate také dvojici T'= 0 a £ = 0. Nakonec odhadnéte hodnotu ¢ tak, ze namérené hod-
noty aproximujete polynomem ax?, tzn. pii aproximaci polynomem 2. fddu az? + bx + ¢
pozadujeme, aby koeficienty b a ¢ byly nulové. K tomu pouzijte odvozeny vztah

- 2
Y x;

~
—_

a =

3
~

7
i=1

A

?Dékujeme Mgr. Martinu Kotkovi z Gymnézia, Ostrava-Hrabtivka za cennou inspiraci a podnétné
konzultace k této tloze a teké jeho studentim za poskytnuti namérenych dat.
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Tabulka 1: Méfeni periody matematického kyvadla v zavislosti na délce vldkna

T (s) | ¢ (m)
0,6225 | 0,095
0,8405 | 0,175
0,9475 | 0,225
0,0765 | 0,235
1,0735 | 0,291
1,1085 | 0,304
1,2295 | 0,382
1,2775 | 0,4
1,2770 | 0,405
1,4110 | 0,494




CVICENT 3: JE TO PADELEK?

V tomto cviceni se pokusime vytvorit matematicky model, ktery popisuje rozpad atomu
radioaktivnich prvku. Abychom mohli takovyto model sestrojit, potifebujeme pracovat se
specialnim typem rovnice — s tzv. diferencialni rovnici. Podrobné se tomuto typu rovnic
vénuje text [3]. Navic musime védét, jak muzeme diferencidlni rovnice numericky fesit.
Tomu se budeme vénovat nyni.

ObyEejnou diferencidlni rovnici 1. ¥adu rozumime rovnici tvaru

y(t) = f(ty(t)),

kde f : R? — R jezadand funkceay : R — R je ,hledand® funkce. ReSenim této rovnice
na otev¥eném intervalu (a.b), kde a < b, rozumime kazdou funkci 7 : (a,b) — R, ta-
kovou, ze pro vsechna t € (a,b) plati

Napiiklad funkce 7(t) = ¢, t € (0,+00), je fesenim diferencialni rovnice y'(t) = Y na

intervalu (0, 400). Jinym feSenim této rovnice na intervalu (0,4o00) je napiiklad funkce
y(t) = 2t, t € (0,4+00), ¢ y(t) = 3t, t € (0,400). Neni tézké ukdzat, ze kazdd funkce
7,(t) = kt, t € (0,4+00) (k € R), je feSenim diferencidlni rovnice y'(t) = @ na inter-
valu (0, +00). Nase tloha ma nekonectné mnoho feseni. Zkusme navic pridat k nasi rovnici
napiiklad podminku y(1) = 2, tj. chceme nalézt funkci, kterd fesi nasi rovnici a navic jeji
funkéni hodnota v ¢t = 1 je rovna 2. Lze ukdzat, ze takova tloha mé na (0,+oc) pouze
jediné Feseni y(t) = 2t.

Ulohu, kterd se skladd z hleddn{ fesenf obycejné diferencialni rovnice 1. fadu, ktera
mé navic spliiovat tzv. pocdteéni podminku y(ty) = v (to € R, yo € R), nazyvame
Cauchyovou tlohou a zapisujeme ji obecné takto:

{ y'(t) = f(t,y(0)),

y(to) = Yo

(4)

Pokud ma funkce f(t,y(t)) specidlni tvaIEL pak existuji metody, jak analyticky resit vyse
popsanou Cauchyovu tlohu. Casto vsak analytické Fesenf nalézt nelze nebo by jeho nalezeni
bylo prilis narocné. V takovém piipadé se nabizi pouziti nékteré z numerickych metod pro
priblizné teseni diferencidlnich rovnic 1. fadu s pocateéni podminkou. Podivejme se nyni
na jednu z téchto metod — Eulerovu metoduﬁ O funkci f budeme déle predpokladat, ze je
v mnoziné D = {(t,y) € R? : ty < t} spojitd a také jsou v D spojité derivace této funkce
podle proménné y.

3Napifklad f zavisf linedrné na y, tj. f(¢,y) = a(t)y + b(t), kde a a b jsou redlné funkce.
4Publikoval ji vyznamny §vycarsky matematik a fyzik Leonhard Euler v roce 1768.



Eulerova metoda

Eulerova metoda je opravdu jednoduchy zpusob numerického feseni Cauchyovych tloh.
Vystup Eulerovy metody ndm aproximuje feseni Cauchyovy tlohy (4] na intervalu (to, tx).
Metoda vyuziva aproximace derivaceﬂ funkce y v bodé t pomoci tzv. dopredné diference

y v tomto bodé
L ylt+h) —y(t)

/tN
y'(t) . :

kde h je ,malé“ a kladné.
Po jednoduché upravé dostaneme

y(t +h) = y(t) + hy'(t).
Pouzijeme-li , pak ziskdme vztah
y(t+h) = y(t) + hf(t,y(t)). (5)
Déle zvolme ,dostatecné malé“ h > 0 a sestrojme posloupnost

to, 11 St hy s g 2h, oty Dty + NB

Oznaéme pomoci ¥y, aproximaci hodnoty presného reseni y(t,,). Z a po dodani pocatecni
podminky z dostaneme rekurzivni vztah

Yo :y(t(])?
Yt = Y+ Bf(trs), n=0,1,... N,

ktery pouzijeme pro numerické feseni Cauchyovy tlohy . D4 se ukazat, ze chyba aproxi-
mace feSeni pomoci Eulerovy metody v bodé ¢; je pfimo imérna druhé mocniné velikosti
kroku h. Chyba aproximace feseni v bodé ¢y je pfimo imeérna velikosti hA.

Nez se za¢neme zabyvat tvorbou matematického modelu, ktery popisuje rozpad atomu
radioaktivnich prvku, vratime se v ¢ase do doby kratce po konci druhé svétové valky. Tésné
po valce zjistila nizozemska policie, ze béhem valky bylo prodano nékolik Vermeerovy’chﬁ
obrazil némeckému ministrovi letectvi Hermannu Goringovi. Tuto transakei zprostiedkoval
nizozemsky ob¢an Han van Meegeren[]| Na zdkladé téchto zjisténych fakti byl 29.5. 1945
van Meegeren zadrzen a obvinén z kolaborace s neptitelem. 12.7.1945 van Meegeren vydal
prohléseni, ze Goringovi nikdy zadny Vermeeruv obraz neprodal. Naopak Goringa napalil,
protoze obrazy, které mu prodal, jsou podvrhy Vermeerovych obrazu a sam je vytvoril.

A aby dokazal své tvrzeni, zacal jeden z ,,Vermeerovych“ obrazﬁﬂ napodobovat. Van
Meegeren prizvanym znalcum ptredvedl zpusob, jakym vytvaii barvy, jak pripravuje platno,

®Pro jistotu zde pfipomindme jeji definici y’(t) def. }llirr%) M
—

6Jan Vermeer van Delft (31.10.1632 - 15.12.1675) byl nizozemsky barokn{ malfi.

"Han van Meegeren (10.10.1889 - 30. 12.1947) byl nizozemsky malif.
8 Jezis mezi znalci Pisma“



¢i jak zaridi, aby povrch malby vypadal jako u nékolik set let starého obrazu. Tésné pred
dokon¢enim podvrhu Vermeerova obrazu se van Meegeren dozvédél, ze obvinéni z kolabo-
race, bude nahrazeno obvinénim z padélatelstvi, a tak odmitl tuto kopii dokoncit. I tak ale
vétsina prizvanych odborniku uznala, Ze obrazy prodané Goéringovi jsou pravdépodobné
falzum a van Meegeren byl 12.10.1947 odsouzen za padélatelstvi na rok do vézeni, ve
kterém 30.12. 1947 na infarkt zemfel. I presto, ze komise, ktera posuzovala pravost ,,Ver-

Obréazek 4: Han van Meegeren

meerovych® obrazu uznala, Ze to jsou pravdépodobné podvrhy vytvorené van Meegerenem,
zustavali odbornici u nékterych obrazu, k jejichz autorstvi se také van Meegeren prihlésil,
na pochybach. Zejména zpochybnovani pravosti obrazu Emauzsti u¢ednici, ktery zakoupilo
muzeum v Rotterdamu za 170 000 dolaru, vyvolavalo velké spory. Proto se ptistoupilo u to-
hoto obrazu v roce 1967 k metodé radioaktivniho datovani, ktera méla tyto pochyby roz-
hodnout. Tato pravost byla zkouména na Carnegie Mellon University (Pittsburgh, USA).

Metoda radioaktivniho datovani vyuziva toho, ze nékteré tzv. radioaktivni prvky jsou
nestabilni a ¢ést jejich atomu se samovolné rozpada na atomy jinych prvku. Experimenty
bylo zjisténo, ze rychlost rozpadu atomu radioaktivnich prvkia je pfimo tmérna poctu
téchto atomu. Pokud funkci udavajici pocet atomu radioaktivniho prvku v ¢ase t v gramu
latky oznacime jako N (t), pak vyse zminénou zavislost muzeme popsat diferencialni rovnici

N'(t) = =AN(t), (6)
kde A je konstanta, ktera popisuje rychlost rozpadu atomu daného radioaktivniho prvku.
Tato konstanta je dana pro kazdy radioaktivni prvek timto vztahem

In2

A= )
polocas rozpadu prvku

Cas t v nasem modelu budeme méfit v rocich a jednotka konstanty A je v rok™".



Metoda radioaktivniho datovani je zalozena na jednoduchém pozorovéani. Pokud bychom
veédeéli, kolik atomu radioaktivniho prvku méla latka v jednom svém gramu pii svém vzniku
(tzn. zname hodnotu Ny, pro kterou plati N(0) = Ny), a znali bychom také aktudlni pocet
téchto atomu v gramu latky, mohli bychom fesenim tilohy

N'(t) = =AN(t), o
zjistit, jak je tato latka stara.

Nez se zacneme zabyvat datovanim ,,Vermeerovych® obrazu, uvédomme si, ze vSechny
horniny na Zemi obsahuji malé mnozstvi radioaktivniho uranu, ktery se rozpadd na atomy
dalsiho prvku. Tyto atomy se opét samovolné méni na dalsi atomy atd. (viz obrazek .
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Obrazek 5: Uranové rozpadova tada (¢asy u Sipek uddvaji poloc¢asy rozpadu jednotlivych
radioaktivnich prvku)

Déle je znamo, ze olovnata béloba pouzivand na Vermeerovych malbach obsahuje oxid
olovnaty, ktery obsahuje malé mnozstvi olova-210 a jesté mensi mnozstvi radia-226. V o-
kamziku, kdy je barva obsahujici oxid olovnaty vyrobena, zacnou se atomy olova-210 velmi
rychle rozpadat s polocasem rozpadu 22 let a mnozstvi olova-210 v této barvé klesa. Na
druhé strané vznika malé mnozstvi olova-210 rozpadem radia-226 s polocasem rozpadu
1600 let (a prvku, které nésleduji v rozpadové fadé za nim). Tento proces muzeme popsat



nasledujici Cauchyovou tlohou

{ N'(t) = =AN(t) + (1), )

N(0) = No,

kde N(t) je funkce udavajici pocet atomu olova-210 v case t v gramu latky, r(¢) je funkce
udavajici pocet atomu olova-210, které vzniknou v ¢ase t v gramu oxidu olovnatého za rok.

Protoze polocas rozpadu radia-226 je 1600 let a metodu radioaktivniho datovani chceme
pouZit pro rozpoznani staif obrazi, které mély v roce 1967 bud’ pfiblizné 300 let nebo 20
let, muzeme funkci r(t) povazovat za konstantni. Pak r(t) = r = konst. a tilohu ({§]) muzeme
nahradit tlohou

N'(t) = —AN T,
{ (2) (t) + ©

N(0) = Np.

Mnohem vice podrobnosti o metodé radioaktivniho datovani muze ¢tendf nalézt v [2].

Také v pripadé ulohy @D jsme schopni, pokud zname pocet atomu olova-210 v gramu
oxidu olovnatého v dobé vyroby olovnaté béloby, urcit stari obrazu, na kterém je tato barva
pouzita. K feSeni této tlohy muzeme pouzit Eulerovu metodu, se kterou jste se seznamili
drive. V nasi tloze pocet atomi olova-210 v gramu oxidu olovnatého v dobé vyroby barvy
bohuzel nezname. I presto jsme schopni rozlisit obraz jehoz staii je 300 let od obrazu, ktery
mé 20 let. Je totiz zndmo, jaké byvaji koncentrace radioaktivniho olova-210 v rudéch, ze
kterych se vyrabi oxid olovnaty. Na Zemi neni znamo lozisko, které by obsahovalo rudu s
koncentraci vétsi nez 5 - 101 atomt olova-210 v gramu rudy. Proto muzZeme zjistit, pokud
zname potiebné parametry, zda je mozné, aby bylo staii obrazu 300 let.

Ukol 3.1 Je mozné, aby obraz Emauzsti ucednici byl v roce 1967 stary cca 300 let? V roce
1967 bylo zméreno, ze v ¢ase t = 1967 plati

N(t) =1,42-10%, r = 420480.

Obrazek 6: Emauzsti u¢ednici — Museum Boijmans Van Beuningen, Rotterdam
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Ukol 3.2 Je mozné, aby obraz Krajkarka byl v roce 1967 stary cca 300 let? V roce 1967
bylo zméfeno, ze v ¢ase t = 1967 plati

N(t) = 0,25 10°, r = 735840.

iR o .»:vg\gq-»m
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Obrazek 7: Krajkarka — Louvre, Patiz

Ukol 3.3 Je mozné, aby obraz Vojak a sméjici se dévée byl v roce 1967 stary cca 300 let?
V roce 1967 bylo zméteno, ze v case t = 1967 plati

N(t) =1-10%, r = 2733120.

Obrazek 8: Vojak a sméjici se dévce — Frick Collection, New York
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APENDIX A: PAR SLOV O DERIVACI

Definice A.1 Bud f: R — R a z € R. Existuje-li
fah) = f@)

h—0 h ’

znacime ji f/'(z) a nazyvame derivaci funkce f v bod& x.

Poznamka A.1 Vétsinou — a nejinak je to v tomto textu — se pod pojmem derivace
rozumi kone¢nd (tzv. vlastni) derivace.

Véta A.1 Bud f,g: R — R ax € R. Pak plati
o (fEg)(x)=f'(z)£ ¢ (x), mali prava strana rovnosti smysl,
e (fg)(z) = fl(x)g(x)+ f(x)g' (x), existuji-li (vlastni) derivace f'(z) a ¢'(x),

g 9*()
g(x) #0.

Pozorovani A.1

, existuji-li (vlastni) derivace f'(z) a ¢'(z) a je-li

() =0, c € R (konst.), z € R,
o (2" =ra"t reR, z e (0,+00),
e (sinz) =cosz, z €R,
(

cosz) = —sinz, z € R,

([ ]
—~
—+
oQ
5]

~
|

™
—_ z€R {— : Z},
oo U€ \ 2+/€7r ke
o (cotgz) = — , x € R\ {km: keZ},

sin?

o (") =¢" z€R,

1
(Inz) = L€ (0, 400).
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