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Začněme řešeńım (v reálném oboru) kvadratické rovnice

ax2 + bx + c = 0, kde a, b, c ,∈ R, a ̸= 0

———————————————————————–
Nejprve tuto kvadratickou rovnici v tzv. obecném tvaru

ax2 + bx + c = 0 / : a

p̌revedeme na normovaný tvar

x2 +
b

a
· x +

c

a
= 0.

Prvńı dva členy ”doplńıme na čtverec”(
x2 + 2 · 1

2
· b
a
· x +

b2

4a2

)
︸ ︷︷ ︸−

b2

4a2
+

c

a
= 0



Obdrž́ıme (
x +

b

2a

)2

− b2

4a2
+

c

a
= 0

Po p̌revedeńı posledńıch dvou členů na pravou stranu již lehce
vyjáďŕıme známý vzorec pro kǒreny x1,2 kvadratické rovnice(

x +
b

2a

)2

=
b2

4a2
− c

a∣∣∣∣x +
b

2a

∣∣∣∣ =
√

b2

4a2
− c

a

x1,2 =
−b ±

√
b2 − 4ac

2a

Kǒreny x1,2 lze nalézt v oboru reálných č́ısel za p̌redpokladu, že
diskriminant kvadratické rovnice je nezáporný.



Př́ıklad 1.
Řešte v R:

x2 + 2x − 3 = 0

———————————————————-
Řešeńı: Prvńı dva členy doplńıme na čtverec

(x2 + 2x+1)︸ ︷︷ ︸−1−3 = 0

(x + 1)2 − 4 = 0

(x + 1)2 = 4

Zavedeme substituci
y=(x + 1)

y2 = 4

y1,2 = ±2

x1 = 1, x2 = (−3)



Př́ıklad 2.

Řešte v R:
x3 − 2x2 − x + 2 = 0

———————————————————-
Řešeńı: Uhádneme celoč́ıselné kǒreny 1, 2, -1.

Hornerovo schéma - ově̌ŕıme, že se jedná o řešeńı rovnice.

1 -2 -1 2

1 1 -1 -2 0
2 1 0 -1 0
-1 1 -3 2 0

x1 = 1, x2 = 2, x3 = (−1)

Ze základńı věty algebry v́ıme, že polynomická rovnice 3. stupně,
má právě 3 kǒreny.

POZOR! Kǒreny mohou být komplexńı !



Př́ıklad 2.

Př́ıklad 2 také můžeme vy̌rešit postupným vytýkáńım

x3 − 2x2 − x + 2 = 0

——————————————————————-
Řešeńı: Postupné vytýkáńı:

x3 − 2x2︸ ︷︷ ︸−x + 2︸ ︷︷ ︸ = x2(x − 2)−1(x − 2) =

= (x2 − 1)(x − 2) = (x − 1)(x + 1)(x − 2)

x1 = 1, x2 = 2, x3 = (−1)



Př́ıklad 3.
Řešte v R:

x3 − 2x + 1 = 0

———————————————————
Řešeńı: Uhádneme prvńı kǒren: x1 = 1.

Daľśı dva kǒreny dostaneme po vyděleńı kǒrenovým činitelem (x-1):

(x3 − 2x + 1) : (x − 1) = x2 + x − 1

Nyńı najdeme kǒreny kvadratické rovnice

x2 + x − 1 = 0

x2,3 =
−1±

√
1 + 4

2
.

Tedy daľśımi dvěma reálnými kǒreny jsou:

x2 = −1

2
+

√
5

2
, x3 = −1

2
−

√
5

2
.



Podrobné kroky p̌ri děleńı polynomů polynomem:
x3 − 2x + 1 : (x − 1) = x2 + x − 1

−(x3 − x2)
———————————————–

x2 − 2x + 1
−(x2 − x)

———————————————–
−x + 1
−(x − 1)

———————————————–
0

Koeficienty výsledné kvadratické rovnice x2 + x − 1 také můžeme
nalézt p̌ŕımo v Hornerově schématu:

1 0 -2 1

x0 = 1 1 1 -1 0
(a=1) (b=1) (c=-1)



Př́ıklad 4.

Řešte v C:
x3 + 3x2 + 9x + 5 = 0

————————————————————————
Řešeńı: Použijeme podobný trik jako doplněńı na čtverec:

(A+ B)3 = A3 + 3A2B + 3AB2 + B3

(x + . . . )3 = x3 + 3x2(. . . ) + . . .

Tedy

x3 + 3x2 + 9x + 5 = x3 + 3x2 + 3x + 1︸ ︷︷ ︸+6x + 4 =

= (x + 1)3 + 6(x + 1)− 2 = 0



Př́ıklad 4.

Řešte v C:
x3 + 3x2 + 9x + 5 = 0

—————————————————————
Mı́sto původńı rovnice

x3 + 3x2 + 9x + 5 = 0

můžeme tedy hledat řešeńı rovnice

(x + 1)3 + 6(x + 1)− 2 = 0

resp. po zavedeńı substituce z = x + 1

z3 + 6z − 2 = 0

Př́ıklad 4 dǒreš́ıme později.



Kubická rovnice

Obecný tvar kubické rovnice

ax3 + bx2 + cx + d = 0, kde a, b, c, d ∈ R, a ̸= 0

Normovaný tvar kubické rovnice

x3 +
b

a
· x2 + c

a
· x +

d

a
= 0.

x3 + αx2 + βx + γ = 0.

Redukovaný tvar kubické rovnice (subst x = z − α
3 )

z3 + p · z + q = 0.



Grafické řešeńı kubických rovnic



Obrázek: Gerolamo Cardano (1501 Pavia – 1576 Ř́ım), italský
matematik, filosof, astronom, astrolog a šachista. V mlád́ı se těžko
prosazoval a živil se často hazardńı hrou, kde mu pochopeńı zásad
matematické pravděpodobnosti dávalo v̊uči protihráč̊um značnou výhodu.
Posléze p̊usobil jako profesor matematiky v Miláně, Pavii a Bologni.



Obrázek: Niccolò Fontana Tartaglia (1499 Brescia - 1557 Benátky), žák
Cardana, byl italský renesančńı matematik a konstruktér. Publikoval
množstv́ı knih včetně prvńıch italských p̌reklad̊u děl Archiméda a Euklida.
Jako prvńı užil matematiku ke studiu drah dělových kouĺı.



Gerolamo Cardano v roce 1545 napsal sv̊uj hlavńı spis Ars Magna,
ve kterém uvěrejnil postupy pro řešeńı rovnic ťret́ıho a čtvrtého
stupně, jejichž výsledkem jsou Cardanovy vzorce. Tyto postupy
vymysleli jeho žáci Niccolò Fontana Tartaglia, Scipione del Ferro,
resp. Lodovico Ferrari. Jako prvńı se zabýval matematickou
pravděpodobnost́ı, popsal tzv. Cardan̊uv závěs a Cardan̊uv
kloub.

Obrázek: Cardanův závěs (zdroj: Wikipedie)



Kardan̊uv závěs (ǩŕıžový závěs) je uložeńı, které umožňuje
zavěšenému p̌ŕıstroji volný pohyb ve všech ťrech osách. Tvǒŕı je ťri
v sobě uḿıstěné obvykle kovové prstence, spojené otočnými čepy
tak, že osy čep̊u soused́ıćıch prstenc̊u jsou navzájem kolmé, zdroj:
wikipedie.

Obrázek: Kardanův závěs (zdroj: CVUT DSpace)



Obrázek: Kardan̊uv závěs (zdroj: wikipedie)



Kardan̊uv kloub je ǩŕıžová kloubová spojka umožňuj́ıćı p̌renos
točivého momentu mezi dvěma r̊uznoběžnými ȟŕıdeli. Použ́ıvá se
nap̌ŕıklad pro pohon motorových vozidel, obráběćıch a
hospodá̌rských stroj̊u. Nevýhodou jednoduchého Kardanova kloubu
je nestejnoběžnost, tedy proměnnou úhlovou rychlost hnaného
ȟŕıdele v p̌ŕıpadě konstantńı úhlové rychlosti hnaćıho ȟŕıdele. Tato
nestejnoběžnost zp̊usobuje nežádoućı vibrace.

Obrázek: Kardanův (úhlový) kloub (zdroj: wikipedie)



Obrázek: Homokinetický kardan̊uv kloub, dosahuje v jednom členu téže
úhlové rychlosti hnaćı a hnané části, tedy již nedocháźı k vibraćım.
(zdroj: wikipedie)



Řešeńı kubické rovnice z3 + p · z + q = 0

Nápad!

Řešeńı budeme hledat ve tvaru součtu

z=u+v

Tedy hledáme u, v, pro které plat́ı:

(u+ v)3 + p(u+ v) + q = u3 +3u2v +3uv2 + v3 + pu+ pv + q =

= u3+v3+q+3uv(u+v)+p(u+v) = u3+v3+q+(u+v)(3uv+p) = 0

Pokud bychom našli u, v tak, aby

3uv+p=0, u3 + v3 + q = 0

tak jsme hotovi.



Řešeńı kubické rovnice z3 + p · z + q = 0
Řeš́ıme soustavu (2 rovnic o 2 neznámých u, v s parametry p, q):

3uv + p = 0

u3 + v3 + q = 0

Z 1. rovnice vyjáďŕıme v :

3uv + p = 0 → v= -
p

3u

Za v dosad́ıme do 2. rovnice:

u3 +
(
− p

3u

)3
+ q = 0

Po zavedeńı substituce u3 = t

t − p3

27

1

t
+ q = 0

obrdž́ıme kvadratickou rovnici s neznámou t a 2 parametry p, q

t2 + qt − p3

27 = 0



Diskriminant kubické rovnice z3 + p · z + q = 0

Nejprve vypočteme diskriminant D∗ kvadratické rovnice

t2 + qt − p3

27 = 0 obvyklým způsobem:

D∗ = q2 + 4 · p
3

27
= 4 ·

[(p
3

)3
+
(q
2

)2
]

︸ ︷︷ ︸
D

.

Diskriminant

D=
(p
3

)3
+
(q
2

)2

se nazývá diskriminantem kubické rovnice

z3 + p · z + q = 0.



Diskriminant kubické rovnice z3 + p · z + q = 0

Znaménko diskriminantu

D=
(p
3

)3
+
(q
2

)2

kubické rovnice ukazuje na ťri možné kombinace kǒrenů:

I) D > 0 : 1 reálný kǒren, 2 komplexně sdružené kǒreny

II) D = 0 : 3 reálné kǒreny (jeden dvojnásobný)

III) D < 0 : 3 r̊uzné reálné kǒreny

Ještě může nastat situace, kdy existuje jeden trojnásobný kǒren,
ale toto tzv. triviálńı řešeńı zde nebudeme uvažovat.



Grafické řešeńı kubických rovnic



I.) Řešeńı kubické rovnice z3 + p · z + q = 0 pro D > 0

Vrat’me se ke kvadratické rovnici s neznámou t a 2 parametry p, q

t2 + qt − p3

27 = 0 .

Kǒreny t1,2 této kvadratické rovnice vypočteme dle známého
vzorce:

t1,2 =
−q ±

√
4D

2
=


−q

2
+

√(q
2

)2
+

(p
3

)3

−q

2
−
√(q

2

)2
+

(p
3

)3

—————————————————————
Zpětnou substitućı u = 3

√
t dopočteme u1, u2:

u1 =
3

√
−q

2
+

√(q
2

)2
+
(p
3

)3

u2 =
3

√
−q

2
−
√(q

2

)2
+
(p
3

)3



I.) Řešeńı kubické rovnice z3 + p · z + q = 0 pro D > 0

Všimněme si, že plat́ı: u1 · u2 = −p

3
.

Našli jsme u. Nyńı najděme v .

3uv + p = 0 → v=-
p

3u
.

Tedy dostáváme

v1 = − p

3u1
= u2

v2 = − p

3u2
= u1



I.) Řešeńı kubické rovnice z3 + p · z + q = 0 pro D > 0

Prvńı řešeńı z1 dostáváme ve tvaru z1 = u1 + v1, tedy

z1 =
3

√
−q

2
+

√(q
2

)2
+
(p
3

)3
+

3

√
−q

2
−
√(q

2

)2
+
(p
3

)3

Tomuto vyjáďreńı, resp. vyjáďreńı

u1 =
3

√
−q

2
+

√(q
2

)2
+
(p
3

)3
, v1 =

3

√
−q

2
−
√(q

2

)2
+
(p
3

)3

se ř́ıká Cardanovy vzorce.



I.) Řešeńı kubické rovnice z3 + p · z + q = 0 pro D > 0

Jelikož u2 + v2 = u1 + v1, druhé nalezené řešeńı u2 nelze pro
vyjáďreńı kǒrene z2 využ́ıt.

Komplexńı kǒreny z2, z3 lze obdržet řešeńım p̌ŕıslušné kvadratické
rovnice

z3 + p · z + q = (z − z1) · (az2 + b · z + c) = 0︸ ︷︷ ︸
z2=..., z3=...



I.) Řešeńı kubické rovnice z3 + p · z + q = 0 pro D > 0
Vrat’me se k p̌ŕıkladu 4. Máme řešit rovnici

x3 + 3x2 + 9x + 5 = 0

Tuto rovnici jsme p̌revedli na redukovaný tvar

z3 + 6z − 2 = 0

—————————————————————–
Prvńı kǒren z1 nalezneme použit́ım Cardanova vzorce
(p = 6, q = −2):

z1 =
3

√√√√−(−2)

2
+

√(
(−2)

2

)2

+

(
6

3

)3

+

+
3

√√√√−(−2)

2
−

√(
(−2)

2

)2

+

(
6

3

)3



I.) Řešeńı kubické rovnice z3 + p · z + q = 0 pro D > 0

Pomoćı Cardanova vzorce jsme vypočetli prvńı kǒren z1 ∈ R
redukované rovnice

z3 + 6z − 2 = 0

z1 =
3
√
4− 3

√
2

A tedy prvńı kǒren původńı rovnice (zpětná substituce x = z − 1)

x3 + 3x2 + 9x + 5 = 0

x1 =
3
√
4− 3

√
2− 1



Dopočet komplexně sdružených kǒrenů z2, z3 (1. způsob)



Dopočet komplexně sdružených kǒrenů z2, z3 (1. způsob)



Dopočet komplexně sdružených kǒrenů z2, z3 (2. způsob)
Obecný tvar řešeńı kubické rovnice

z3 + p · z + q = 0

za p̌redpokladu D > 0 se dá zapsat ve tvaru

z1 = 1 · u1 + 1 · v1

z2 = ϵ · u1 + ϵ̄ · v1
z3 = ϵ̄ · u1 + ϵ · v1,

kde č́ısla ϵ a ϵ̄ splňuj́ı: ϵ3 = 1, (ϵ̄)3 = 1 a tud́ıž

ϵ = −1

2
+ i ·

√
3

2

ϵ̄ = −1

2
− i ·

√
3

2



Dopočet komplexně sdružených kǒrenů z2, z3 (2. způsob)



Dopočet komplexně sdružených kǒrenů z2, z3 (2. způsob)



I.) Řešeńı kubické rovnice z3 + p · z + q = 0 pro D > 0

Souhrnně dostáváme ťri řešeńı z1, z2, z3 rovnice v redukovaném
tvaru

z3 + 6z − 2 = 0 :

——————————————————————————–

z1 =
3
√
4− 3

√
2

z2 =
1

2

(
− 3
√
4 +

3
√
2
)
+ i

√
3

2

(
3
√
4 +

3
√
2
)

z3 =
1

2

(
− 3
√
4 +

3
√
2
)
− i

√
3

2

(
3
√
4 +

3
√
2
)



Dǒrešeńı p̌ŕıkladu 4

a tud́ıž ťri řešeńı x1, x2, x3 původńı rovnice v obecném tvaru

x3 + 3x2 + 9x + 5 = 0 :

——————————————————————————–

x1 =
3
√
4− 3

√
2− 1

x2 =
1

2

(
− 3
√
4 +

3
√
2− 2

)
+ i

√
3

2

(
3
√
4 +

3
√
2
)

x3 =
1

2

(
− 3
√
4 +

3
√
2− 2

)
− i

√
3

2

(
3
√
4 +

3
√
2
)

Tedy p̌ŕıklad 4 je vy̌rešen.



I.) Řešeńı kubické rovnice z3 + p · z + q = 0 pro D > 0

Cardanovy vzorce bývaj́ı někdy uvedeny v následuj́ıćı podobě:

z1 = u + v

z2 = −1

2
(u + v) + i

√
3

2
(u − v)

z3 = −1

2
(u + v)− i

√
3

2
(u − v)

kde pro u, v plat́ı,

u = 3

√
−q

2
+ D, v = 3

√
−q

2
− D

p̌ričemž

D =
(p
3

)3
+
(q
2

)2

je diskriminantem kubické rovnice z3 + pz = q = 0.



II.) Řešeńı kubické rovnice z3 + p · z + q = 0 pro D = 0
Př́ıklad 5. Řešte v R:

z3 − 3z + 2 = 0

————————————————————-
Diskriminant (p = (−3), q = 2)

D =

(
2

2

)2

+

(
−3

3

)3

= 0

Tedy (u1 = u2 = v1 = v2).

t1 = −q

2
⇒ z1 = −2 3

√
q

2

Daľśı dvě řešeńı splývaj́ı

z2 = z3 = 3

√
q

2

Všimněme si, že řešeńı je závislé pouze na 1 parametru.



II) D = 0 : ťri reálné kǒreny, z toho jeden dvojnásobný

Řešeńı rovnice
z3 − 3z + 2 = 0 :

z1 = −2 3

√
q

2
= −2 3

√
2

2
= −2

z2 = z3 = 3

√
q

2
= 3

√
2

2
= 1

jsme mohli také nalézt rozkladem (bez použit́ı Cardanových
vzorc̊u):

z3 − 3z + 2 = (z + 2)(z − 1)2 = 0



III) D < 0 : ťri r̊uzné reálné kǒreny
Vrat’me se ke ťret́ımu typu úlohy.

Pro parametr p v tomto p̌ŕıpadě plat́ı: p < 0.

Tyto ťri r̊uzné reálné kǒreny nelze pomoćı Cardanových vzorc̊u
naj́ıt (tzv.casus irreducibilis).

Soustava
u · v = −p

3

u3 + v3 = −q

v tomto p̌ŕıpadě nemá reálné řešeńı.

Hledejme proto u, v ve tvaru komplexně sdružených č́ısel

u = α+ iβ = r · (cosϕ+ i sinϕ)

v = α− iβ = r · (cosϕ− i sinϕ)



III) D < 0 : ťri r̊uzné reálné kǒreny

Pak
u · v = r2

u3 + v3 = 2r3 cos(3ϕ)

a tud́ıž

r =

√
−p

3

2r3 cos(3ϕ) = −q

Tedy

cos(3ϕ) =
(−q

2 )√
(−p

3 )
3

Z posledńı rovnosti lze ϕ vždy dopoč́ıst.



III) D < 0 : ťri r̊uzné reálné kǒreny

Prvńı řešeńı z1 vypočteme pomoćı následuj́ıćıho vztahu:

z1 = u1 + v1 = (α+ iβ) + (α− iβ) = 2α = 2r cosϕ ⇒

z1 = 2

√
−p

3
cos

1

3
arccos

−q

2√
−p3

27


Pokud ϕ splňuje podḿınku z p̌redchoźı strany, tak tuto podḿınku

splňuje i (ϕ+
2π

3
) a (ϕ− 2π

3
). Proto

z2 = 2r cos

(
ϕ+

2π

3

)
, z3 = 2r cos

(
ϕ− 2π

3

)
Tedy p̌res komplexńı č́ısla jsme se dostali ke ťrem reálným kǒrenům
z1, z2, z3.



III) D < 0 : ťri r̊uzné reálné kǒreny



Aplikace kubických rovnic

Řešeńı kubických rovnic má bohaté uplatněńı. Uved’me zde pro
ilustraci pouze ťri z nich

• PCA, neboli metoda hlavńıch komponent (p̌revod
v́ıcerozměrného systému do ťrech dimenźı)

• Hledáńı vlastńıch č́ısel matice typu (3,3)

• Stavová rovnice plynu

Van der Waalsova rovnice je stavová rovnice plynu, která
narozd́ıl od stavové rovnice ideálńıho plynu zohledňuje skutečnost,
že p̌ri výpočtu nelze zanedbat vlastńı objem částic tvǒŕıćıch plyn a
také to, že p̌ritažlivé śıly mezi částicemi, tzv. kohezńı śıly, ovlivňuj́ı
pohyb částic.



Van der Waalsova rovnice

Van der Waalsovu rovnici zapisujeme ve tvaru(
p + n2

a

V 2

)
(V − nb) = nRT ,

kde a, b, jsou konstanty charakteristické pro každý plyn (jejich
hodnoty se stanovuj́ı experimentálně), p [Pa] ... tlak , n [mol]...
látkové množstv́ı, V [m3]... objem plynu, T [K] ... termodynamická
teplota plynu a R [m3 Pa K−1mol−1] ... molárńı plynová konstanta.

Pro a = 0 a současně b = 0 p̌recháźı van der Waalsova rovnice ve
stavovou rovnici ideálńıho plynu:

pV = RT .



Van der Waalsova rovnice, p̌ŕıklad

Uved’me si p̌ŕıklad sestaveńı Van der Waalsovy rovnice pro oxid
uhličitý CO2.

V tabulkách najdeme pro CO2 konstanty a = 0, 37 Pa m6mol−2,
b = 4, 3 · 10−5 m3 mol−1. a hodnotu univerzálńı konstanty
R = 8, 3 m3 Pa K−1mol−1.
Uvažujme atmosférický tlak p = 105 Pa, teplotu T = 3 · 102 K a
n = 1 mol.

Van der Waalsova rovnice pak bude ḿıt tvar(
105 +

0, 37

V 2

)(
V − 4, 3 · 10−5

)
= 24, 9 · 102.

Po drobné úpravě vid́ıme, že se jedná o kubickou rovnici

105 · V 3 − 2, 5 · 103V 2 + 0, 37V − 1, 9 · 10−5 = 0.



Kvartické rovnice

Nyńı si uved’me jen pár slov o rovnićıch vyš̌śıch stupňů, než jsou
kubické. Rovnice 4. stupně se nazývaj́ı kvartické rovnice.

Obecný tvar kvartické rovnice

ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = 0, kde a, b, c , d , e ∈ R, a ̸= 0.

Obecné řešeńı kvartických rovnic se hledá podobně jako řešeńı
kubických rovnic. Nejprve se kvartická rovnice pomoćı vhodné
substituce p̌revede na redukovaný tvar:

Redukovaný tvar kvartické rovnice

x4 + Ax2 + Bx + C = 0, kde A, B, C ∈ R, A ̸= 0.

Redukovaný tvar se vhodným trikem p̌revede na kubickou rovnici,
která se následně vy̌reš́ı pomoćı Cardanových vzorc̊u.



Rovnice pátého a vyš̌śıho stupně

Obecný tvar rovnice 5. stupně

a5x
5 + a4x

4 + a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0 = 0, kde ai ∈ R, a5 ̸= 0.

Rovnice pátého a vyš̌śıho stupně obecně nelze řešit pomoćı vzorc̊u
(důkaz p̌resahuje rámec základńıch kurz̊u matematiky).

U těchto typů rovnic lze řešeńı nalézt v některých specifických
p̌ŕıpadech jako jsou

• binomické rovnice,

• reciproké rovnice,

• bikvadratické rovnice apod.

Pokud poťrebujete řešit rovnici pátého a vyš̌śıho stupně a nespadá
do těchto speciálńıch p̌ŕıpadů, je ťreba řešeńı nalézt pomoćı
některé z numerických metod.
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Úloha pro ŠKOMAM Cup

Najděte všechna řešeńı kubické rovnice:

z3 − 3z − 2 = 0.



Děkuji za pozornost.


