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Zatn&me Fe¥enim (v redlném oboru) kvadratické rovnice

ax®>+bx+c=0, kdea, b, c,e R, a#0

Nejprve tuto kvadratickou rovnici v tzv. obecném tvaru
ax>4+bx+c=0/:a
pfevedeme na normovany tvar

b
+2.x+ =0
a a

Prvni dva ¢leny "doplnime na &tverec”

1 b b? b? c
2
RNV Ry
<X te33 X+432> 22 3




Obdrzime

_|_£ 2_L2 _|_£—0
X' o, 432 a

Po ptevedeni poslednich dvou &lent na pravou stranu jiz lehce
vyjadfime zndmy vzorec pro kofeny xj > kvadratické rovnice

b 2 ¢
wr2) =2 ¢
2a 432 a
N b b2 c
ORIl R .
2a 432 a
—b++b?% —4ac
X120 =
’ 2a

Koreny x1 o Ize nalézt v oboru redlnych &isel za predpokladu, Ze
diskriminant kvadratické rovnice je nezdporny.



Priklad 1.
Reste v R:
x24+2x—3=0

Reseni: Prvni dva &leny doplnime na ¢tverec

(x> +2x+1) -1-3=0
N/

(x+1)2—-4=0

(x+1)>=4
Zavedeme substituci
y=(x+1)
y =
yi2 = £2

x; =1, xo =(-3)




Priklad 2.

Reste v R:
X3 _2x2 —x+2=0

Reseni: Uhddneme celodiselné koteny 1, 2, -1.

Hornerovo schéma - ovéfime, Ze se jedna o feSeni rovnice.

1 -2 -1 2
171 -1 -2 0
2|11 0 -1 0

-111 -3 20

x1=1 x=2, x3=(-1)

Ze zakladni v&ty algebry vime, Ze polynomickd rovnice 3. stupnég,
ma pravé 3 koreny.

POZOR! Ko¥eny mohou byt komplexni !



Priklad 2.
P¥iklad 2 také mizeme vyfesit postupnym vytykanim

x3—2x2 —x+2=0

Reseni: Postupné vytykani:

X3 =2 —x+2=x"(x—2)—-1(x —2) =
= (2~ 1)(x=2) = (x = D)(x + 1)(x - 2)

x1=1, xx0 =2, x3=(-1)




Priklad 3.
Reste v R:
x2—2x+1=0

Reseni: Uhddneme prvni kofen: x; = 1.

Dal3i dva ko¥eny dostaneme po vyd&leni kofenovym &initelem (x-1):

(x3—2x4+1):(x—1)=x>+x—-1

Nyni najdeme kofeny kvadratické rovnice

x>4+x—-1=0
—-1+/1+4
X273:f.

Tedy dal3imi dv&ma realnymi ko¥eny jsou:

1 V5 1 5
S R R S

2 2




Podrobné kroky pti déleni polynom{ polynomem:

x3 —2x+1:(x—-1)=x>+x-1
(3 = %)
x? —2x+1
—(x* = x)
-x + 1
~(x—1)
0

Koeficienty vysledné kvadratické rovnice x> + x — 1 také miizeme
nalézt pfimo v Hornerové schématu:

|1 0 -2 1
1 1 -1
(a=1) (b=1) (c=-1)

X():l



Priklad 4.

Reste v C:
x3+3x2+9x+5=0

Reseni: PouZijeme podobny trik jako dopln&ni na &tverec:

(A+B)* = A®* 1 3A°B + 3AB? + B®

(x4+... P =x34+330..)+...
Tedy

43+ 9x+5=x343x>+3x+ 1 +6x+ 4 =

=(x+1)®+6(x+1)-2=0



Priklad 4.

Reste v C:
x34+3x°+9x+5=0

Misto plvodni rovnice

x3+3x24+9x+5=0

muZeme tedy hledat ¥eSeni rovnice

(x4+ 13 +6(x+1)—2=0

resp. po zavedeni substituce z=x+ 1

224+6z-2=0

Priklad 4 dofesime pozdéji.



Kubicka rovnice

Obecny tvar kubické rovnice
a3 +b®+cx+d=0, kdea, b, c, deR, a#0

Normovany tvar kubické rovnice

b d
Srox2+Sxr oo
a a a

3 +ax?+ fx+~=0.
Redukovany tvar kubické rovnice (subst x = z — )

224+p-z+qg=0.



Grafické ¥eSeni kubickych rovnic




Obrézek: Gerolamo Cardano (1501 Pavia — 1576 Rim), italsky
matematik, filosof, astronom, astrolog a Sachista. V mlddi se tézko
prosazoval a Zivil se ¢asto hazardni hrou, kde mu pochopeni zdsad
matematické pravdépodobnosti davalo vii¢i protihra¢im zna¢nou vyhodu.
Posléze piisobil jako profesor matematiky v Milané, Pavii a Bologni.



NICOLAVS TARTAGLIA,
BRIXIANVS,

Diitias patrie cumulat Tartaglia lingue,
Euclidem Etruféodum dscet are logus.

Hic certam tratlare dedit tormenta per artem,
Et tonitru, & damnis emula fulminers,

Obrézek: Niccold Fontana Tartaglia (1499 Brescia - 1557 Bendtky), 24k
Cardana, byl italsky renesanéni matematik a konstruktér. Publikoval
mnoZstvi knih v&etné& prvnich italskych prekladi dél Archiméda a Euklida.
Jako prvni uZil matematiku ke studiu drah délovych koulr.
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Gerolamo Cardano v roce 1545 napsal sviij hlavni spis Ars Magna,
ve kterém uvefejnil postupy pro Feseni rovnic tretiho a Ctvrtého
stupné, jejichZ vysledkem jsou Cardanovy vzorce. Tyto postupy
vymysleli jeho Zaci Niccold Fontana Tartaglia, Scipione del Ferro,
resp. Lodovico Ferrari. Jako prvni se zabyval matematickou
pravdépodobnosti, popsal tzv. Cardantiv zavés a Cardaniiv
kloub.

Obrézek: Cardaniiv zav&s (zdroj: Wikipedie)



Kardaniv zavés (k¥izovy zdvés) je uloZeni, které umoZiiuje
zavéSenému pfistroji volny pohyb ve vsech tfech osach. Tvofi je t¥i
v sobé& umisténé obvykle kovové prstence, spojené otocnymi Cepy
tak, Ze osy Cepli sousedicich prstencii jsou navzdjem kolmé, zdroj:
wikipedie.

Obrézek: Kardanlv zavés (zdroj: CVUT DSpace)



Obrézek: Kardaniiv zavés (zdroj: wikipedie)

DA



Kardaniiv kloub je kFiZova kloubova spojka umoZiiujici pfenos
to¢ivého momentu mezi dvéma riiznobéZnymi h¥ideli. PouZivd se
naptiklad pro pohon motorovych vozidel, obrabécich a
hospodaFskych strojii. Nevyhodou jednoduchého Kardanova kloubu
je nestejnobéZnost, tedy proménnou tihlovou rychlost hnaného
hFidele v pFipadé konstantni thlové rychlosti hnaciho h¥idele. Tato
nestejnobéZnost zpiisobuje neZddouci vibrace.

Obrazek: Kardaniiv (tihlovy) kloub (zdroj: wikipedie)



Obrazek: Homokineticky kardaniv kloub, dosahuje v jednom &lenu téZe
thlové rychlosti hnaci a hnané &asti, tedy jiZz nedochdzi k vibracim.
(zdroj: wikipedie)



Redeni kubické rovnice |23+ p-z+ g =0

Napad!

Re¥eni budeme hledat ve tvaru souttu

Tedy hleddme u, v, pro které plati:

(w4 v +plu+v)+qg=1>+3u>v+3uw? +v3+putpv+q=
= P+ v3+g+H3uv(utv)+p(utv) = BB+v34g+(utv)(Buv+p) = 0

Pokud bychom nasli u, v tak, aby

‘ 3uv+p=0, LB+ v3i4gqg= O‘

tak jsme hotovi.



Redeni kubické rovnice |23+ p-z+ g =0

Re¥ime soustavu (2 rovnic o 2 nezndmych u, v s parametry p, q):

3uv+p=0
wBHvi4g=0
Z 1. rovnice vyjad¥fime v:
3uv+p=0—=| v=- L
3u

Za v dosadime do 2. rovnice:
3
u+ (—£> +q=0

3u
Po zavedeni substituce
3
p>1
t— o =0
27¢ 9

obrdZime kvadratickou rovnici s nezndmou t a 2 parametry p, g

2 _
t°+qt—5 =0




Diskriminant kubické rovnice |2 +p-z+ g =0

Nejprve vypocteme diskriminant D* kvadratické rovnice
3
t? 4+ gt — 5 = 0 obvyklym zpiisobem:

v e (0 (9]

Diskriminant

(5 ()

se nazyva diskriminantem kubické rovnice

224p-z+qg=0.



Diskriminant kubické rovnice |2 +p-z+ g =0

Znaménko diskriminantu

(54 (3

kubické rovnice ukazuje na t¥i mozné kombinace kofenii:

[) D> 0: 1 redlny koten, 2 komplexn& sdruzené koteny
[I) D=0: 3 redlné koFeny (jeden dvojnasobny)

1) D < 0: 3 rizné redlné kofeny

Jesté miiZze nastat situace, kdy existuje jeden trojndsobny koten,
ale toto tzv. trividlni Feseni zde nebudeme uvaZovat.



Grafické ¥eSeni kubickych rovnic




l.) ReZeni kubické rovnice

22+p-z+qg=0

pro D >0

Vratme se ke kvadratické rovnici s nezndmou t a 2 parametry p, g

2 P _
t“+qt— 5% =0|

Kofeny t; » této kvadratické rovnice vypo¢teme dle zndmého

vzorce:
q q\? , (pP\3
—qevib _ |3+ (3) + (5)
tip=—"F7—" =
: S VG )
2 2 3
Zpé&tnou substituci | u = 7/t | dopotteme uy, uo:
S ERERG)
uy \/2+ 5 + 3
N )
12 \/2 (2 3



) Reden{ kubické rovnice |22 +p-z+q=0|pro D >0

« « . , p
Vsimnéme si, Ze plati: |ug - up = 3

Nasli jsme u. Nyni najdéme v.

3uv+p=0—|v= L
3u
Tedy dostavame
v=——uw
3u
__P _
Vo = —— = U1



) Reden{ kubické rovnice |22 +p-z+q=0|pro D >0

Prvni YeSeni z; dostavdme ve tvaru z; = u; + vp, tedy

i R RO e R Re)

Tomuto vyjad¥eni, resp. vyjad¥eni

& RO s R(ORE)

se fikd Cardanovy vzorce.




) Reden{ kubické rovnice |22 +p-z+q=0|pro D >0

JelikoZ up + v» = 11 + vi, druhé nalezené feSeni uy nelze pro
vyjadreni kofene z» vyuZit.

Komplexni kofeny z», z3 lze obdrzet ¥eSenim pFislusné kvadratické
rovnice

Z24pz+q=(z—z)-(az>+b-z+c)=0

Zo=..., Z3=...



) Reden{ kubické rovnice |22 +p-z+q=0|pro D >0

Vratme se k prikladu 4. Mame ¥esit rovnici

53 +3x2 + 9x + 5 = 0

Tuto rovnici jsme prevedli na redukovany tvar

‘z3+6z—2:0‘

Prvni kofen z; nalezneme pouZitim Cardanova vzorce
(p=6, g=-2):

N NE)



) Reden{ kubické rovnice |22 +p-z+q=0|pro D >0

Pomoci Cardanova vzorce jsme vypocetli prvni kofen z; € R
redukované rovnice

224+6z-2=0
Y = Va3

A tedy prvni koFen ptivodni rovnice (zpétna substituce x = z — 1)

x34+3x2+9x+5=0

x1=v4-v2-1




Dopotet komplexn& sdruZenych ko¥enl z;, z3 (1. zplisob)

622 ) (2-0F-12) = & +(Vy - V2)2 @02 Yyr2)
CF (-¥2)
M)fée -2
" (%~ ) §-72) 7 6o &)

226/}%)%5] Z 5
zﬁ/“—zmyfwé] 12

?LHZ*”W*Z? z
42 )2 +~V+2] W D/&ﬁ+;/"+z>)

*ﬁ/ z%F W V%zﬁ@@ 2 =0
L] & -

—



Dopotet komplexn& sdruZenych ko¥enl z;, z3 (1. zplisob)
2 (Yo-3i)yz e (2 ¥Vt +2) =0)]

%A(-W,-%):;W
,1)”+
¢ = 232374 )t €Tt

z Z
zzlg——ﬁ;%' SN ISR
e
)é{:(:‘ﬁ+7§ a I_;: éVa*KT*f&




Dopotet komplexn& sdruZenych ko¥enl z;, z3 (2. zplisob)
Obecny tvar ¥eSeni kubické rovnice

2B24+p-z4+g=0

za predpokladu D > 0 se da zapsat ve tvaru
z1=1-nn+1-w»nn

Zy= €-U+€-v1

M

z3 = €-uU;+e€- v,

kde &isla € a € spliiuji: | € = 1, (€)% = 1| a tudiz

. V3
‘Tt
_ 1 . V3
€E=———1"-—F

2 2



Dopotet komplexn& sdruZenych ko¥enl z;, z3 (2. zplisob)

AWy

SR @g‘) /

2 2t P




Dopotet komplexn& sdruZenych ko¥enl z;, z3 (2. zplisob)

LA LS TR i,
% = 4, A E )t ! 7z =
4( i ) " if\/}
=P (A 8) -1 (-4-<8) -
=3 (T TR) e B (5 < 0D

% = Ao (dv%/h (LM %) -

<

= e (LB - W-(—i o ([;);
4 (F ) g (- B)




l.) ReZeni kubické rovnice

Z24+p-z+q=0proD >0

Souhrnné dostdvame t¥i ¥eSeni z;, z», z3 rovnice v redukovaném

tvaru

‘z3+6z—2:0:
71 =V4-V2
2= 2 (Va4 V2) + 12 (Va4 33
5= L (Va4 v2) - 12 (Va4 ¥



Doteseni ptikladu 4

a tudiZ t¥i ¥eSeni x3, x2, x3 plvodni rovnice v obecném tvaru

3 +3x2+9x+5=0|:

=Va-v2-1
s = 2 (Va4 ¥2-2) + 12 (Va4 02)
xi= 2 (Va4 ¥2-2) =2 (Va4 02)

Tedy pfiklad 4 je vyFeSen.



) Reden{ kubické rovnice |22 +p-z+q=0|pro D >0

Cardanovy vzorce byvaji nékdy uvedeny v nésledujici podobé:

zZi=u+v
1 V3
22:—2(u—|—v)+/\2[(u—v)
1
23:—2(u+v)—i\£§(u—v)

kde pro u, v plati,

je diskriminantem kubické rovnice z3 + pz = g = 0.



Il.) ReZeni kubické rovnice

Z24+p-z+q=0

Priklad 5. Reste v R:

22-3z+42=0

Il
N
~

Diskriminant (p = (—3), ¢q

Dalsi dvé Yeseni splyvaji

_ . _ 34
2 = 23 = E

Vsimnéme si, Ze feSeni je zavislé pouze na 1 parametru.

pro D=0



II) D =0: tfi redlné koFeny, z toho jeden dvojnasobny

ReSeni rovnice
22 -3z24+2=0:

2
2
22223:\3/22\3/;:1

jsme mohli také nalézt rozkladem (bez pouziti Cardanovych
vzorcl):

22 -3z+42=(z2+2)(z-1)%*=0



1) D < 0: t¥i riizné redlné kofeny
Vratme se ke tfetimu typu dlohy.

Pro parametr p v tomto ptipadé plati: p < 0.

Tyto tFi rlizné redlné kofeny nelze pomoci Cardanovych vzorci
najit (tzv.casus irreducibilis).

Soustava
u-v— —

wiT

u3+v3:—q

v tomto p¥ipadé nem3 redlné ¥eseni.

Hledejme proto u, v ve tvaru komplexné sdruzenych &isel

u=a+if=r-(coseo+ ising)

v=a—if=r-(cos¢p—isinge)



1) D < 0: t¥i riizné redlné kofeny

Pak
u-v=r?
ud + v3 = 2r3 cos(3¢)
a tudiz
r=,/-2
3
2r3 cos(3¢) = —q
Tedy
_ (=9
cos(3¢) = ——=—
-3y

Z posledni rovnosti lze ¢ vZzdy dopodist.



1) D < 0: t¥i riizné redlné kofeny

Prvni YeSeni z; vypo¢teme pomoci nasledujiciho vztahu:

zn=wu+vi=(a+if)+ (a—if)=2a=2rcos¢ =

q

1 _a

z1=2 —Bcos —arccos 2
3 3 p3

27

Pokud ¢ spliiuje podminku z pfedchozi strany, tak tuto podminku
2 2
splituje i (¢ + ?ﬂ) a(¢— %) Proto

2 2
Zp = 2r cos <¢+;> , 73 = 2r cos (gzb— ;)

Tedy pres komplexni &isla jsme se dostali ke tfem redlnym koFenlim

z1, 22, Z3.



) D <0:

tFi rizné realné koreny
-1—5572 Lourt'e, -

3
- 21x —20 =0

Vo' & o lé‘)m/xﬂ, de(@ -21 ? 2 ).

Do (E)5 (1) - (2) ()t
D = 00-3%3 =[J$) <0
B i -l

Jyﬁ = MCCOW
/ T ps3lrd] - 12°

& = Zﬁ w/ =5
Q= eolf=F) - )
G =2 en(f*§) - (1)




Aplikace kubickych rovnic

Regen( kubickych rovnic ma bohaté uplatn&ni. Uved me zde pro
ilustraci pouze t¥i z nich

e PCA, neboli metoda hlavnich komponent (p¥evod
vicerozmé&rného systému do tfech dimenzi)

e Hledani viastnich &isel matice typu (3,3)

e Stavova rovnice plynu

Van der Waalsova rovnice je stavova rovnice plynu, kterad
narozdil od stavové rovnice idedlniho plynu zohlediuje skutenost,
Ze pti vypoltu nelze zanedbat vlastni objem ¢&astic tvoficich plyn a
také to, Ze pftitazlivé sily mezi ¢asticemi, tzv. kohezni sily, ovliviiuji
pohyb ¢&astic.



Van der Waalsova rovnice

Van der Waalsovu rovnici zapisujeme ve tvaru
2.2V (V — nb) = nRT
(P+”W)( — nb) = nRT,

kde a, b, jsou konstanty charakteristické pro kazdy plyn (jejich
hodnoty se stanovuji experimentalng), p [Pa] ... tlak , n [mol]...
ldtkové mnozstvi, V [m3]... objem plynu, T [K] ... termodynamick4
teplota plynu a R [m3 Pa Kilmolfl] ... molarni plynova konstanta.

Pro a = 0 a soutasné b = 0 prechazi van der Waalsova rovnice ve
stavovou rovnici idedIniho plynu:

pV = RT.



Van der Waalsova rovnice, priklad

Uved me si priklad sestaveni Van der Waalsovy rovnice pro oxid
uhli¢ity CO;.

V tabulkich najdeme pro CO, konstanty a = 0,37 Pa m®mol 2,
b=4,3-10"> m3 mol~!. a hodnotu univerzaIni konstanty

R =8,3m3 Pa K mol™!.

UvaZujme atmosféricky tlak p = 10° Pa, teplotu T =3-10° K a
n=1 mol.

Van der Waalsova rovnice pak bude mit tvar

<105 + 0’37) (V—4,3.107°) =24,9-10%
Po drobné lpravé vidime, Ze se jedna o kubickou rovnici

105-v3-25.103v2 40,37V -1,9-10° =0.



Kvartické rovnice

Nyni si uved me jen par slov o rovnicich vy&Sich stupiili, neZ jsou
kubické. Rovnice 4. stupné se nazyvaji kvartické rovnice.

Obecny tvar kvartické rovnice
ax*+ b3+ x> +dx+e=0, kdea, b, ¢, d, ec R, a#0.

Obecné Feseni kvartickych rovnic se hledd podobné& jako feeni
kubickych rovnic. Nejprve se kvartickd rovnice pomoci vhodné
substituce pfevede na redukovany tvar:

Redukovany tvar kvartické rovnice
x*+Ax®+Bx+C=0, kde A, B, CeR, A#£0.

Redukovany tvar se vhodnym trikem p¥evede na kubickou rovnici,
ktera se nasledné vy¥esi pomoci Cardanovych vzorcl.



Rovnice patého a vyssiho stupné

Obecny tvar rovnice 5. stupné
a5x° + asx® + a3x3 + ax®> + aix 4+ ag = 0, kde a; € R, as #0.

Rovnice patého a vyssiho stupné obecné nelze Fesit pomoci vzorci

(ditkaz pFesahuje rdmec zakladnich kurzi matematiky).
U téchto typl rovnic Ize ¥eSeni nalézt v n&kterych specifickych
p¥ipadech jako jsou

e binomické rovnice,

e reciproké rovnice,

e bikvadratické rovnice apod.

vV 7]

Pokud potfebujete fesit rovnici patého a vyssiho stupné a nespadd
do téchto specidlnich p¥ipadi, je tfeba Fedeni nalézt pomoci
nékteré z numerickych metod.
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Uloha pro SKOMAM Cup

Najdéte vsechna Feseni kubické rovnice:

22 —-3z-2=0.



Dékuji za pozornost.



