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Efektivn ější seznam elementárních funkcí.
1 , x , xn, n

√
x , . . . , P(x) = anxn + · · · + a1x + a0, P(x)

Q(x)

sin x , cos x , . . . arcsin x , arccos x , . . .

exp x , ln x , . . . obecné mocniny a logaritmy

4 aritmetické operace & inverze funkce & složení
funkcí, a jejich konečné opakování
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1 , x , xn, n
√

x , . . . , P(x) = anxn + · · · + a1x + a0, P(x)
Q(x)

sin x , cos x , tg x , . . . , arcsin x , arccos x , . . .

exp x , ln x , . . . , obecné mocniny a logaritmy

4 aritmetické operace & inverze funkce & složení
funkcí, a jejich konečné opakování
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(Námitka: spočtěte sin 1 na 17 desetinných míst.
Další námitka: není to definice “kruhem”?)
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je opravdu 2π-periodická? A co součtové vzorce?)
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Jak “co nejlépe” definovat (nap říklad) funkci sinus?
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Popisem vlastností, které ji jednozna čně určují.
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(Co to je “nejefektivnější”?)
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. . . lim
n→∞

(

1 +
x
n

)n
.

Poznámka: test pro “selský rozum nastupujících
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Důkaz . Pro x ∈ R pevné označíme an :=
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2. Přípravné práce

Lemma 1
Pro každé x ∈ R existuje vlastní lim

n→∞

(
1 + x

n

)n
.
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Po umocnění a úpravě:

(

1 +
x

nk

)nk
≤
(

1 − x
k

)−k
=: C > 0 ,

tedy ank ≤ C pro všechna přirozená n. To spolu s
monotonií posloupnosti dává omezenost.
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pro všechna reálná x , y.
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Necht’ funkce daných vlastností existuje.

1) Trivialitky:

x = y = 0 v (1) =⇒ exp(0) = (exp(0))2 =⇒ exp(0)
je 0 nebo 1. První možnost je však ve sporu s (2), a
proto exp(0) = 1.

y = −x v (1) =⇒ 1 = exp(0) = exp(x) · exp(−x)
=⇒ exp 6= 0 na R, a,

exp(−x) =
1

exp(x)
, x ∈ R . (3)

(1) =⇒ exp(2x) = (exp(x))2 a odtud indukcí
exp(nx) = (exp(x))n pro přirozená n.
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0 <

(

1 +
x
n

)n
≤
(

exp
x
n

)n



3. Zavedení exponenciály

1) Hlavní odhad:

1 + x ≤ exp x

1 +
x
n

≤ exp
x
n

(nyní zvolím n dostatečně velké:)
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existuje, pak pro x ∈ R je

lim
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)n = 1 , (4)

odtud (viz Lemma 1),

exp x = lim
n→∞

(

1 +
x
n

)n
. (5)

Existence =⇒ jednoznačnost.
Explicitní vzorec (5) =⇒ existence. Vlastnosti?
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E(x) :=
∞∑

n=0

xn
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, x ∈ R . (6)

Mocninná řada (6) konverguje absolutně pro všechna
x ∈ R (dokonce x ∈ C).

Násobení (absolutně konvergentních) řad =⇒

E(x + y) = E(x) · E(y) (7)

pro všechna x , y ∈ R (dokonce x , y ∈ C).
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Přímo z (6): E(x) > 0 pro x > 0, dosazením do (6):
E(0) = 1. Podle (7) je i E(−x) · E(x) = 1, =⇒
E(−x) > 0 pro x > 0.
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Stačí tedy ukázat E(x) ≥ 1 + x pro všechna x ∈ R.
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Stačí tedy ukázat E(x) ≥ 1 + x pro všechna x ∈ R.

Přímo z (6): E(x) > 0 pro x > 0, dosazením do (6):
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Stačí tedy ukázat E(x) ≥ 1 + x pro všechna x ∈ R.
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4. Intermezzo: řada pro exponenciálu

Z jednoznačnosti (viz Věta 2) tedy nutně plyne
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4. Intermezzo: řada pro exponenciálu
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Komplexní exponenciála, sinus a kosinus.
e := exp(1) =⇒ ln(e) = 1.
Obecná mocnina ab := exp(b ln(a)) (a > 0, b ∈ R),
ex := exp(x ln(e)) = exp(x), x ∈ R.
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5. Všechny důležité vlastnosti exp
Odvození dalších vlastností funkce ex je jednoduché.

exp je kladná na R,
lim

x→+∞
ex ≥ lim

x→+∞
(1 + x) = +∞,

lim
x→−∞

ex = lim
x→∞

1
ex = 0.

Základní limita:

lim
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Derivace:

(ex)′ = ex pro všechna x ∈ R,

je vlastní ∀x ∈ R =⇒ spojitost. Derivace kladná
=⇒ exp roste a zobrazuje tedy prostě reálnou osu
na (0, +∞).
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Tedy pokud existují (nesoudělné) polynomy P = P(x),
Q = Q(x) takové, že ex = P

Q , je

P(Q + Q′) = P ′Q . (8)

Ale:
Nesoudělnost =⇒ P nedělí Q =⇒ P dělí P ′ =⇒
P=konst. (6= 0, nutně).
P=konst. 6= 0 =⇒ Q + Q′ = 0 =⇒ Q = −Q′, což
nesplňuje žádný nenulový polynom (derivace snižuje
stupeň).

Alternativně:
Stupeň polynomu vpravo v (8) je ostře menší než
stupeň polynomu vlevo (pokud je P nekonstantní a Q
nenulový).
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Binomická v ěta:

ex · ey = ex+y ≈ (x + y)n =
n∑

k=0

(
n
k

)

xkyn−k

Multinomická v ěta:

ex1 · ex2 · · ·exk = ex1+x2+···+xk ≈

(x1 + · · · + xk)
n =

∑

α1+···+αk=n
αj∈N∪{0}

(α1 + · · · + αk)!

α1! · · ·αk !
xα1

1 · · · xαk
k .



To je vše.

Děkuji za pozornost.
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