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Bylo by omylem domnivat se, ze ’Hospitalovo pravidlo je za vSech okolnosti nejlepsi

metodou vypoctu limity podilu 'typu ,7%”. Mize se stat, ze po derivovani Citatele a jme-

podilu derivaci neexistuje, takZe neni splnén predpoklad I’Hospitalova pravidla. Mnohdy
vede pohodlnéjsi, rychlejsi, nebo alespon alternativni cesta k vypoctu limity pfes tzv.
Taylorovy polynomy, které vyuzijeme k aproximaci prislusnych funkci.

Taylortv polynom

Def. 1 Necht je redlna funkce f : R — R definovana v jistém okoli U (a) jistého bodu
a € R. Existuje-li pro nékteré celé ¢islo n > 0 kone¢né derivace f (”)(a)7 nazyva se funkce

") (g
14, =Y Tyt 0

n-ty Taylortv polynom funkce f o stfedu a. Je-li ze souvislosti zfejmé, o kterou funkci f
a o ktery bod a se jedné, miizeme jej stru¢éné znacit napf. 7, (x).

Taylordv vzorec

Def. 2 Necht je realna funkce f : R — R definovana v jistém okoli U (a) jistého bodu
a € R a necht pro nékteré celé &islo n > 0 existuje koneéna derivace f(™(a). Definujme
funkei R, (z) := f(x) — T,(z). Pak vztah

f(@) = Tn(x) + Rn(x) (2)
nazyvame Taylorovym vzorcem a R, (z) nazyvame zbytkem v Taylorové vzorci.
Véta 1 Necht je realnéd funkce f : R — R definovana v jistém okoli U (a) jistého bodu

a € R, necht existuje koneéna derivace f(™(a), kde n € N, pak pro zbytek v Taylorové
vzorci plati

R
lim Fn(@) 0 (3)
z—a (x — a)”
Dikaz: Z definice zbytku plyne, Ze
Rn(a) = R, (a) = Rl(a) = ... = R Y(a) = R (a) = 0.



Z podminek véty a definice n-té derivace dostaneme

(n—1) _ p(n=1) (n—1)
0= R{”(a) = lim Bn” (@) = Bu” (a) _ lim L)
z—a (z —a) z—a (z —a)

Existence posledni napsané limity umoziuje (n — 1)-krat pouzit ’'Hospitalovo pravidlo na vyrazy
typu ” %”. Dostaneme

R / , , (n—1)
R"i(x)lehmR”i(ér)le.“l:H hmni(m):i.o:o.[j

z—a (x —a)® z—an(z—a)??! z—a nl(x —a) nl

Limitni aproximace

Def. 3 Je-li a € R* a jsou-li f, h dvé funkce definované v jistém P(a), bude znaceni

f(z) =o(h(z)) proz — a (4)
znamenat, ze (@)
. fle)
:11331 h(z) 0 (5)

jsou-li f, g, h t¥i funkce definované v jistém P(a) bude zapis

f(x) = g(x) + o(h(x)) proz —a (6)

znamenat, ze
f(@) = g(x) = o(h(z)) prox — a. (7)

Analogicky se definuji symboly, v nichZ je bud ,,x — a—", nebo ,,x — a+” misto ,x — a”.

Pozn. 1 Zapis f(x) = o(h(z)) znamenéd pouze symboliku, neplati rovnost mezi funk-
cemni!

Pozn. 2 Za situace (4) jsou prakticky dilezité jen pfipady, kdy jsou limity lim,_., f(z)
a lim,_,, h(z) rovny 0 nebo +oco. Prvni pfipad odpovida predstavé, Ze ,pro x — a se
f(x) blizi k nule podstatné rychleji nez h(x)”. Napiiklad 2% konverguje k 0 pro x — 0
podstatné rychleji nez x. ( limg_ o0 ””1—2 =0, tedy 22 = o(x) prox — 0 .)

Ve druhém piipadé naopak ,,f(z) diverguje pro z — a do +oo podstatné pomaleji

nez g(x)”. Napiiklad =1 diverguje pro # — 0+ do +oo podstatné pomaleji nez x~2.
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(limg o4 2= =0, tedy 27" = o(z™?) proz — 0+ .)

Pozn. 3 Samostatny symbol o(h(x)) znamena néjakou funkci f takovou, ze f(z) =
o(h(z)). Tato funkce f v8ak neni urdena jednozna¢né.

o-algebra

K efektivnimu poéitani se symbolem o uvedme nékolik zakladnich vlastnosti.



Véta 2 Necht a € R a necht f, g, h, k jsou funkce definované v jistém P(a). Pak pro
xr — a plati:

(1) (f(x) = o(h(z)) A g(z) = o(h(x))) = f(x) + g(x) = o(h(x)) (8)
(i) (f(z) = o(h(z)) A g(x) = o(k(x))) = f(x)-g(x) = o(h(z) - k(x)) (9)

(i) IER: 0#£b=lim hiz)

lim 7oy = (F@) = olk(z)) & f(2) = o(h(z))) (10)

(iv) (g(x) je omezena v P(a) A f(z) = o(h(z))) = f(z)-g(z) =o(h(x))  (11)
e

Dikaz: (i) Z pfedpoklada vyplyva, ze limgz—.q hgxg =0 alimz_.q h(;c; 0. Protoze tyto limity

existuji, mizeme podle véty o limité souctu psat
f@) +o@) S e oo

Jim Sy = m ey m ey =

Obdobné bychom postupovali pro rozdil f a g.0J

(i) Podobné jako v pfedchozim ditkazu mitizeme podle véty o limit& soucinu psat

z—a I’L(l’) . I{,‘(Qf)  e—a h(a:)

im L&) 9@ f(w))ingz;):o.ozo.m

(#i) Dokazme=- . Z pfedpokladii vyplyva, Ze limgz_.q | k(z)| |b], tedy existuje okoli bodu a

takové, ze funkci |h(z)| tedy muZeme odhadnout “2)‘ |k(z)] < |h(z)] < 2]b] - |k(z)|. Podil funkce
f(z) a h(z) mizeme odhadnout:

Nyni mtzeme pouzit vétu o limité seviené funkce. Protoze lim,_., 2|1b| mig\ limg .q |§‘ mi;l‘

0, jeilimg_q }{ng;} =0 a tedy f(z) = o(h(x)). Obdobné bychom dokézali obracenou implikaci a

tim i danou ekvivalenci. (]

(iv) Funkci |g(x)| miZzeme v n&jakém P(a) odhadnout &islem m € RT tak, Ze |g(x)| < m. Funkci
|%\ muzeme odhadnout:
o) 7@, 1F@]
|h(z)]| |h(z)|

Limita limg_., m :{L( =0, takze limy—_q Mf)(‘x” — 0.0

Pozn. 4 Zapisujeme-li funkce f a g ve smyslu pozn. 2 mizeme tvrzeni véty 2 formulovat
néasledujicim zpusobem:

(1) o(h(x)) + o(h(x)) = o(h(z)) (12)

(i) o(h(x)) - o(k(x)) = o(h(z) - k(x)) (13)

(iv) g(z) je omezend v P(a) = g(z)-o(h(x)) = o(h(x)) (14)
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Véta 3 Necht a,b € R*, f(y) = o(h(y)) proy — b, lim, ., g(xz) = b a 3§ € RT takové,
ze Vx € P(a,9) : g(x) # b, potom

f(g(x)) = o(h(g(x))) proz — a. (15)
Diikaz: Dvojice funkci f(z), g(x) a h(z), g(z) spliuji podminky véty o limité slozené funkce,

proto:
@) _ gy L9@)
v=bh(y) =—ah(g(z))’

takze f(g(x))

Véta 4 (o limitni aproximaci funkci polynomy) Necht a € R, necht n € N a necht
funkce f ma v bodé a kone¢nou n-tou derivaci. Pak plati:

f(@) = T, (@) + o((x —a)") proz — a. (16)

Diikaz: Podle véty 1 plati pro Ry (z) v Taylorové vzorci

lim M =0
r—a (.CL' - a)”

takZe muzeme podle definice 3 napsat
R.(z) =o((x —a)") proz —a

dosadime-li tuto rovnost do (2) ziskdme uvedeny predpis (16) pro f(z). O

Véta 5 Necht a € R, necht n € N a necht funkce f ma v bodé a konecnou n-tou
derivaci. Pak jediny polynom P(x) stupné nejvyse n, ktery spliiuje podminku:
f(x)=P(z)+o((x—a)") prox —a (17)
je T (x).
Diikaz: Dokazme si nejprve nasledujici lemmas:
Lemma: Necht Q(z) je polynom stupné nejvyse n >0, a € R a plati:
lim 7@(33)

z—a (:C —a)" =0
pak Q(z) = 0.

Dikaz (indukci): Z predpokladi plyne, Ze Q(a) = 0, a je tedy kofenem Q(x).

1. n=1= Q(x) je nejuyse linedrni = Q(z) = c(x — a), kde c € R, a proto

T ) T )

r—a (x — a) r—a (.ZC — CL)

=c=>c=0=>Q(x)=0

2. (n—1) = n: Q(z) = (z —a)R(z), kde R(x) je polynom stupné nejvyse (n — 1). Pak

0= lim 2@ _y, G-ak@) . R@)

z—a (x —a)™ z—a (w—a)" z—a (m—a)”*l’

podle indukénich predpokladi je R(z) =0 = Q(z) = (z —a) - 0 = Q(z) = 0. O(lemma)
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Odetteme-li od sebe rovnice (16) a (17) dostaneme 7/, (z) — P(z) = o((z — a)™) — o((z — a)™).
Po vyuziti vztahu (12) na pravou stranu rovnice ziskavame z definice 3 podminku:

o Tl (@) = P(@)

r—a (:L‘ _a)n =0

Z pravé dokazaného lemmatu vyplyva, ze 7./, (r) — P(x) = 0, to nastane pravé tehdy, kdyz
,sz,n(x) = P(Jj) g

Pl

Vyuziti
Véta 6 Jsou-li
n
%{n(m):Za (x—a) a T7,( Zbk (x —a)*
§=0
n-té Taylorovy polynomy funkci f, g v bodé a, tak plati:

(7) %{ig Z aj £b;)(z —a)’ (18)
7=0

(i) Z Za b i(x—a)™. (19)

Diikaz!: Tvrzeni (i) je trivialni, dokazme si proto jen tvrzeni (ii):

Podle véty 2 miZeme funkce f a g vyjadiit pomoci Taylorovych polynomt f(z) = 75, (z) +
o((x —a)") ag(x) =77,(x) + o((x — a)™). Vynasobime-li takto vyjadiené funkce dostaneme

F(@)9(2) = T (@) T (@) + T n(2) - o (z—a)") + T (2) -0((z —a)") +o((z —a)") -o((z —a)").

Posledni ¢len miZeme podle (13) zapsat jako o((z — a)®"). Déle plati, ze 7./, (z) a T2, (z) jsou
omezené na né&jakém P(a), takZze podle (14) miZeme psat

f(@) - g(@) = Tn(2) - Tn(@) + o((x — a)") + o((z — a)") + o((x — a)").

Jelikoz funkce, ktera je o((xz — a)®™), je zéroven o((z — a)™), mizeme t¥i posledni leny se&ist
podle (12), takze soudin f a g miiZeme napsat jako soucet polynomu T'(z) = ’Z;fn(x) T2 (x)
fadu nejvyse 2n a funkce o((z — a)™):

f(@) - g(x) = T(x) + o((z — a)").

Vybereme-li z polynomu T'(x) pouze ty ¢leny, ve kterych se vyskytuje nejvyse n-t4 mocnina
ziskdme polynom T, (z) stupné nejvyse n a polynom ve tvaru ZilnH cx(z—a)*, pro jeho? cleny
plati
_\k

lim erlz=a) _ lim ¢ (z —a)* " =0,

T—a (:L‘ — a)" r—a
coZ znamena, ze jsou viechny o((z — a)™). Opét muiZzeme vSechny ¢Eleny o((z — a)™) seéist podle
(12). Ziskame vztah:

f(@)-g(x) = To(x) + o((z — a)").

Podle véty 5 je To(z) = T.,¢(x). O

1V dikazu pro struénost vynechavame symbol ,,z — a”
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Priklad 1 Abychom ziskali ¢tvrty Taylorav polynom funkce sin z-cos z o stfedu 0, naso-
bime &tvrty Taylortv polynom prvniho faktoru étvrtym Taylorovym polynomem druhého
faktoru, ale ponechame pouze mocniny z" s m < 4:

1 1 1
sinz - cosz = (xr — 6333 +o(z"))(1 — 55(}2 + ﬂx‘l +o(zh)) =

1 1 2
=2 — o’ = Sa' o(at) =z — Za® + o(a?) prow — 0

Vsechny ostatni ¢leny ,piesly” podle (12) a (13) do o(z?).

Piiklad 2 Funkci cosz v ¢itateli limity lim,_.q Coszig—l, snadno nahradime Taylorovym
vzorcem v bod& a = 0 pro n = 2. Dostaneme
-1 7> -1
i S5 ~ lim 2(2) + o(2?) _
x—0 2 z—0 2
2
1—2 +o(z?) -1 x? o(z?) 1
=1l 2 = lim — + i ==
zli% x2 mli% 212 + zli% x2 2’
protoze funkce o(x?) je néjaka funkce f, pro kterou plati lim, g féf) =0.

Priklad 3 Pro vypocet limity
.2
sin“ x
L:=lm ——F
z—0e% —sinx — 1
najdeme Taylorovy polynomy ¢itatele i jmenovatele. Pro ¢itatele pouzijeme vztah (19) a
pro jmenovatele (18) a upravime podle véty 2 ve smyslu pozn. 4:

sinz = (z 4+ o(2?))(z + o(2?)) = 2 + (22 + 1) - o(2?) = 2% + o(x?)
x? x?
e’ —sinz — 1= (1+x+?+0(x2))—(x+0(9c2))—1: ?—l—o(x?).

. . ~ s 7 -2
Nyni dosadime do pocitané limity a rozsifime vyrazem 7—:

2 2y 1 14 o@)
L = lim w.ﬁ = lim — 2> — 9
=0\ T +o(a?) = o

Priklad 4 Pii vypoc¢tu limity

Il Vie+1) = (z+1)

z—0 T

miZeme aproximujeme Citatele pomoci sou¢tu Taylorovych vzorct (n = 1 v bodé a = 0)
pro funkce (z + 1)% a(z+ 1)%;

1
(a:—l—l)% :1+§x+o(x)

1 1
(x+1)s :1+§x+0(x)

Neni potieba pouZit polynom vyssiho stupné, protoze ¢leny s vyssi mocninou by se zkratily
se jmenovatelem na ¢leny s limitou 0 pro x — 0. Plati tedy
s o(z) 1 1

1+l + —1=1,_
L= lim LT27 W) 37 00@) 8T g, 0@ L g
r—0 T z—0 T z—0 X 6 6




Dodatek

Ptehled pouzitych Taylorovych vzorct pro x — 0:

nok
xT € n
e’ = i + o(z™)
k=0
n p2k+1
sinz = Z(—l k + o(z*"1?)
|
P (2k+1)
- k2t 2n+1
cosx—Z(—l) 2h)! + o(x*™ 1)
k=0
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