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O jednom raciondlnim vyuZiti iracionality
L Zssadni problém

UvaZujme mocniny &isla 2:

2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, ...
a soustfed me svoji pozornost na jejich prvni cifry:

2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, ...

Otazka:

Existuje mocnina ¢isla 2,
ktera za&ina cifrou 97

Odpovéd’: Ano, naptiklad
253 = 9007199254740992.

Problém:

Kolik je mocnin &isla 2, které za&inaji cifrou 97 |




O jednom raciondlnim vyuZiti iracionality
L Zssadni problém

Otézka: Existuje mocnina &isla 2,

kterd ,zacina &islem" 417

Odpovéd’: Ano, naptiklad
2% = 4194304

Problém:

| Kolik je mocnin &isla 2, které ,za&inaji &islem" 417

A stejné snadno hrubou silou zjistime, Ze

24077 — 19920137050879526265940717901546943332289967518756557090458. ..

28256 — 20120751706647203082820834423161892963769886319285588819985...



O jednom raciondlnim vyuZiti iracionality
L Zssadni problém

Zasadni problém:
Bud ¢ € N (zvoleno libovolng).

Kolik existuje pFirozenych &isel n takovych, Ze (dekadicky) zapis
Cisla 2" ,,zadina &islem™ ¢7?




O jednom raciondlnim vyuZiti iracionality

=) el =ifmends peslbnmmesi

Nejdtive pro kazdé x € R definujme celou &ast &isla x jako takové &islo [x] € Z,
pro néz
[x] <x < [x]+ 1.
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=) el =ifmends peslbnmmesi

Véta (W. Sierpinski, H. Weyl, P. Bohl; 1910).
Bud x € R. Definujme posloupnost (a,) predpisem
ap := nx — [nx].
Pak plati:
9 je-lix € Z, je a, = 0 pro kazdé n € N;
@ je-lix = g, kdepcZaqgeN,jeanq=a,pro kazdé n c N;
@ je-li x e R\ Q, je posloupnost (a,) prostd a navic plati, Ze pro kazdé
a, B €(0,1), a < 3, lezi nekonetn& mnoho &lent posloupnosti (a,)
v intervalu (a, 8) (tzn. {a,: ne N} =(0,1)).
Dikaz prvnich dvou tvrzeni je velmi snadny, nebot

an+q=(n+q)§—[(n+q>§1=n§+p [n] p=an
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=) el =ifmends peslbnmmesi

UkaZme si, pro¢ plati tvrzeni tteti:

@ Je-li
nx — [nx] = ap = am = mx — [mx],
je
(n— m)x = [nx] — [mx] € Z,

a proto (x je iraciondIni!l) n = m. Posloupnost (a,) je prosta.
o Bud n e N takové, Ze

1
— < pB—a,
n

a uvazujme body
a1, a2, ..., any1 € (0, 1).

Pak zfejmé& existuji i, s € N takové, ze i,i+s€ {1,2,...,n+ 1} a Ze

1
0<s::|a,-—a,-+s|§;<ﬂ—a.



O jednom raciondlnim vyuZiti iracionality

=) el =ifmends peslbnmmesi

@ Nyni si pfedstavme redlnou osu navinutou na kruznici K o délce 1, na niZ je
vyznaten bod 0 (situace je podobnd jako pFi zndzoriiovani goniometrickych
funkci, ale polomé&r pfislusné kruZnice neni 1, ale %) Redlnd ¢&isla si
zndzorfiujme jako body této kruZnice, intervalu (o, 3) C (0, 1) pak odpovidd
oblouk na této kruznici.

o UvaZujme zobrazeni f : K — K definované jako otogeni (v kladném sméru)
kolem stfedu K o thel 27x radiani a posloupnost (b,,) bodi leZicich na K
definovanou rekurentné:

b1 = £(0),
by = f(b1) = (f o £)(0),

by = f(by_1) = (f o ... o £)(0).

n -krat
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=) el =ifmends peslbnmmesi

@ V&imnéme si, Ze pro kazdé n € N je délka oblouku (0, b,) rovna &islu ap,,
a proto délka oblouku mezi body b; a b;1s je rovna &islu e < 8 — a.
TakZe fo...of je otoleni o lUhel 27e radiani.

—

s-krat

@ Z uvedenych dvah jiz snadno plyne, Ze nekone¢né mnoho z bodi

bSv b25v b351 b4Sv

leZi v oblouku («, B) (jehoZ délka je v&t3i neZ e, coZ je délka oblouki
s krajnimi body bys, b(n11)s), @ proto nekone&n& mnoho &lenii posloupnosti
(an) lezi v intervalu (o, 8).

|
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=) el =ifmends peslbnmmesi

P¥iklad. Uvazujme posloupnost (sin n). Neni t&%ké nahlédnout, e
lim(sin n) neexistuje.
UkaZme si, Ze dokonce plati

{sinn: neN}=(-1,1).

Diikaz. Oznatme x := 2L € R\ Q. Pak zfejmé plat:

sinn = sin (27r(n% - [n%])) = sin (27T(nx - [nx]))

{nx —[nx]: ne N} =(0,1),

{2 (nx — [nx]) : n €N} =(0,2m).

Odtud a ze spojitosti funkce sinus jiz snadno vyplyva dokazované tvrzeni.
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L Regen Zasadniho problému

Véta (odpovéd na Zasadni problém).
Bud ¢ € N dédno. Pak existuje nekone&n& mnoho p¥irozenych &isel n takovych, %e

(dekadicky) z&pis &isla 2" ,,zatin &islem" ¢.

Diikaz.

o NejdFive si vimnéme, Ze pro kazdé ¢ € N, jeho? (dekadicky) zapis ma pravé k
cifer, plati [logc] = k — 1:

¢ € N ma pravé k cifer

\l
10571 < c < 10K
I
k—1<logc < k
\l

[logc] =k —1.
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L Regen Zasadniho problému

@ Nyni bud dano &islo ¢ € N a uvaZujme &isla ¢1 := 10& + 1, &2 := 10¢& + 2.
Ztejmé plati:
2" za&ind &islem" ¢
1)
JkeN: ¢l1-10k <2" < ¢2-10*

T

Jk € N: log(¢l) + k < nlog2 < log(¥2) + k
)

JkeN: s+a+k<nlog2 <s+ g+ k,

kde s :=[log(¢1)] = [log(€2)],0<a< 8 <1

T

JdkeN: a<nlog2—(s+k)<p
——

ﬁ €T
a < nlog2—[nlog2] < 8.
A zbyvajici ¢ast dikazu jiZ snadno plyne z pfedchazejici véty a faktu, Ze
log2 € R\ Q. u
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L Regen Zasadniho problému

. @ néco numerologie:

1931... = 27462 1946... = 210475 1061... = 2187, 1976... = 21064 1991... = 21941
1932... = 2569, 1947... = 21446 1962... = 24459 1977... = 25336, 1992... = 24077,
1933... = 20977, 1948... = 29990, 1963... = 21838, 1978... = 2579, 1993... = 21456,
1934... = 284, 1949... = 291, 1964 = 23074, 1979... = 24851, 1994 = 23692
1935... = 26492 1050.. =27369  1065.. =210382  19g80... = 2%, 1995... = 2971,

1936.. —21735 1951... = 2476, 1966.. —21353 1981... = 22230 1006.. —23107,
1937... = 26007, 1952... = 20884, 1967... = 29897, 1982... = 210774 1097... = 2486

1938... = 2120, 1953... = 22127, 1968... = 2868 1983... = 21745, 1998... = 22622
1939... = 25522, 1954... = 26399, 1969... = 27276 1984... = 28153, 1999... = 29030,
1940... = 2765, 1955... = 21642 1970... = 2383, 1985... = 21260 2000... = 22137,
1941... = 25037, 1956... = 25914, 1971... = 26791 1986... = 27668, 2001... = 28545,
1942... = 2280, 1957 = U157, 1972.. 22034 1987... = 2775, 2002... = 21652,
1943... = 24552, 1958... = 25429, 1973... = 26306 1988... = 27183 2003... = 25924,
1944 210960 1959... = 2672, 1974... = 21549, 1989... = 229, 2004... = 21167,

1945... = 21931, 1960... = 24944, 1975... = 25821 1990... = 26698 20Q5... = 25439,
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L Regen Zasadniho problému

Domaci ukol:
Bud ¢ € N (zvoleno libovolng).

Kolik existuje p¥irozenych &isel n takovych, Ze (dekadicky) zéapis
gisla n? ,zatina &islem" &7
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L Literatura
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