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O spojitých a nikde diferencovatelných funkcı́ch

Definice 1.
Mějme posloupnost funkćı (fn), které jsou definovány na D ⊂ R .

I Řekneme, že (fn) konverguje bodově na M ⊂ D k funkci f , pokud

∀x ∈M : lim
n→+∞

fn(x) = f(x),

tj. pokud

∀x ∈M ∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N : n > n0 ⇒ |fn(x)−f(x)| < ε.

I Řekneme, že (fn) konverguje stejnoměrně na M ⊂ D k funkci f ,
pokud

lim
n→+∞

(
sup
x∈M
|fn(x)− f(x)|

)
= 0,

tj. pokud

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N : n > n0 ⇒ sup
x∈M
|fn(x)− f(x)| < ε.
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Věta 2.

Mějme interval I ⊂ R.

1 ∀ n ∈ N : fn je spojitá na I,

2 fn ⇒ f na I,

}
⇒ f je spojitá na I.
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Věta 2.

Mějme interval I ⊂ R.

1 ∀ n ∈ N : fn má vlastnost V na I,

2 fn ⇒ f na I,

}
⇒ f má vlastnost V na I.

Quiz: Pro kterou vlastnost V bude p̌redchoźı Věta platit?

I spojitost,

I omezenost,

I sudost,

I lichost,

I Riemannovská integrovatelnost,

I diferencovatelnost,

I lipschitzovskost.
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Konstrukce Takagiho funkce

s0(x) = ϕ(x)

ϕ(x) = dist(x,Z) = inf
m∈Z
|x−m|.

0

0.5

−1 1

y

x

s0

www.KMA.zcu.cz Ostrava 2012 4 / 11



O spojitých a nikde diferencovatelných funkcı́ch

Konstrukce Takagiho funkce

s0(x) = ϕ(x)

ϕ(x) = dist(x,Z) = inf
m∈Z
|x−m|.

0

0.5

−1 1

y

x

y = 1
2
ϕ(2x)

s0

www.KMA.zcu.cz Ostrava 2012 4 / 11



O spojitých a nikde diferencovatelných funkcı́ch

Konstrukce Takagiho funkce

s1(x) = ϕ(x) + 1
2ϕ(2x)

ϕ(x) = dist(x,Z) = inf
m∈Z
|x−m|.
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Konstrukce Takagiho funkce
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Konstrukce Takagiho funkce

s2(x) = ϕ(x) + 1
2ϕ(2x) +

1
4ϕ(4x)

ϕ(x) = dist(x,Z) = inf
m∈Z
|x−m|.
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Konstrukce Takagiho funkce

s2(x) = ϕ(x) + 1
2ϕ(2x) +

1
4ϕ(4x)

ϕ(x) = dist(x,Z) = inf
m∈Z
|x−m|.
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Konstrukce Takagiho funkce

s3(x) = ϕ(x) + 1
2ϕ(2x) +

1
4ϕ(4x) +

1
8ϕ(8x)

ϕ(x) = dist(x,Z) = inf
m∈Z
|x−m|.
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Konstrukce Takagiho funkce
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Konstrukce Takagiho funkce
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Konstrukce Takagiho funkce

s4(x) = ϕ(x) + 1
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Konstrukce Takagiho funkce

s5(x) = ϕ(x) + 1
2ϕ(2x) +

1
4ϕ(4x) +

1
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1
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|x−m|.
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Konstrukce Takagiho funkce

s(x) = ϕ(x) + 1
2ϕ(2x) +

1
4ϕ(4x) +

1
8ϕ(8x) +

1
16ϕ(16x) +

1
32ϕ(32x) + . . .

=

+∞∑
k=0

1

2k
ϕ
(
2kx
)
, ϕ(x) = dist(x,Z) = inf

m∈Z
|x−m|.
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Věta 3. (Bolzanova-Cauchyova podḿınka)

(sn) konverguje stejnoměrně na M

⇐⇒

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m,n ∈ N : m,n > n0 ⇒ sup
x∈M
|sm(x)− sn(x)| < ε︸ ︷︷ ︸

lim
m,n→+∞

(
sup
x∈M
|sm(x)− sn(x)|

)
= 0
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Věta 4. (Weierstrassovo kritérium)

Mějme řadu funkćı f1(x) + f2(x) + f3(x) + · · · =

+∞∑
n=1

fn(x).

Necht’ b1 + b2 + b3 + · · · =

+∞∑
n=1

bn je č́ıselná řada taková, že

1 ∀n ∈ N ∀x ∈M : |fn(x)| ≤ bn,

2

+∞∑
n=1

bn konverguje.

Potom řada funkćı
+∞∑
n=1

fn(x) konverguje stejnoměrně na M .
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Věta 5.
Takagiho funkce

T (x) =

+∞∑
k=0

1

2k
ϕ
(
2kx
)
,

kde
ϕ(x) = dist(x,Z) = inf

m∈Z
|x−m|,

je spojitá a nikde diferencovatelná funkce na R.
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Plochu-vyplňuj́ıćı ǩrivky

I Hilbertova ǩrivka

I Peanova ǩrivka
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Konstrukce Peanovy ǩrivky
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Konstrukce Peanovy ǩrivky
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Konstrukce Peanovy ǩrivky
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Konstrukce Peanovy ǩrivky
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Konstrukce Peanovy ǩrivky
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Věta 6.
Obě složky x = x(t) a y = y(t) Peanovy ǩrivky

γ : 〈0, 1〉 → 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉,

γ : (t0 t1t2 . . . )3 7→

( (
0 (kt0t1)(k

t0+t2t3)(k
t0+t2+t4t5) . . .

)
3(

t0 (k
t1t2)(k

t1+t3t4)(k
t1+t3+t5t6) . . .

)
3

)
,

jsou spojité a nikde diferencovatelné funkce na intervalu 〈0, 1〉.
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