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Co je to funkcionalni rovnice?

Uvazme dvojici lloh:
@ Najdéte viechny dvojice &isel [z, %] € R?, které spliiuji rovnost
z? + y2 = 2zy.
Reseni: Dvojice {[z,2] : € R}, tj. pfimka p: y = z.
@ Najdéte vSechny funkce f : R — R, které splnuji rovnost

f(x)? + f(y)> =2f(x)f(y) pro véechna z,y € R.

Reseni: Rovnici spliiuji pravé konstantni funkce, tj. f(z) = ¢ pro
néjaké c € R.
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Hezké tGloZzky (nejen) do tramvaje

Necht spliuje funkce f : R — R pro kazdé x € R rovnost

z+ f(z) = f(f(2)).

Najdéte vSechna feseni = € R rovnice

f(f(z) ==

Najdéte vSechny funkce f : R — R, pro néz plati rovnost

f(@®+ f(y) =y + (f(z))? pro viechna z,y € R.

Najdéte vsechny funkce f : Ny — Ny, pro néz plati rovnost

fm+ f(n)) = f(f(m)) + f(n) pro vdechna m,n € Nj.
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Cauchyho funkcionalni rovnice

Najdéte vsechny funkce f : R — R, pro néz plati

fx+y)=f(z)+ f(y) pro vdechna z,y € R.

ReSenim rovnice se jako prvni zabyvali:

o A. M. Legendre, Eléments de géometrie, Patiz, 1791.

o C. F. Gauss, Theoria motus corporum coelestium, Hamburk, 1809.
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Cauchyho funkcionalni rovnice (CFR).

flz+y) = f(z)+ f(y) pro vdechna z,y € R.

Funkcim, které vyhovuji Cauchyho funkcionalni rovnici (a pravé tém), se
fika aditivni funkce.

Snadnd pozorovani:

© Funkce identita f(z) = x je feSenim CFR.

@ Pro kazdé ¢ € R je funkce f(x) = cx feSenim CFR. Takova feSeni
budeme nazyvat trivialnimi.

Dalsi snadna pozorovani:



Cauchyho funkcionalni rovnice (CFR).

flex+y) = f(z)+ f(y) provsechna z,y € R.

© Do CFR dosadime z =y = 0:

f(0) = f(0) + f(0) = 2£(0),
a tedy f(0) = 0.



Cauchyho funkcionalni rovnice (CFR).

flex+y) = f(z)+ f(y) provsechna z,y € R.

© Do CFR dosadime z =y = 0:
f(0) = f(0) + f(0) = 2f(0),

a tedy f(0) = 0.
© Dosadime-li y = —ux:

0=/10)=flx—=)= f(z) + f(-2),
atedy f(—u) = —J(x).



Cauchyho funkcionalni rovnice (CFR).

flex+y) = f(z)+ f(y) provsechna z,y € R.

© Do CFR dosadime z =y = 0:

f(0) = f(0) + f(0) = 2f(0),
a tedy f(0) = 0.
© Dosadime-li y = —ux:
0=f(0)=flz—=)=f(z)+ f(-2),
atedy f(—x) = —f(x).
© Dosadime-li y = x:

fQ2z) = f(x) + f(z) = 2f (2).



Cauchyho funkcionalni rovnice (CFR).

flex+y) = f(z)+ f(y) provsechna z,y € R.

© Do CFR dosadime z =y = 0:

f(0) = f(0) + f(0) = 2f(0),
a tedy f(0) = 0.
© Dosadime-li y = —ux:
0=f(0)=flz—=)=f(z)+ f(-2),
atedy f(—x) = —f(x).
© Dosadime-li y = x:
f2x) = fz) + f(z) = 2f(2).
Q Dosadime-li y = 2x:

fBx) = f(2z) + f(x) = 2f(x) + f(x) = 3f ().
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Tvrzeni: Pro kazdé n € N a z € R plati

f(nz) =nf(z).
Duikaz: Matematickou indukci podle n € N.
e n = 1: Zrejmé.

@ Necht tvrzeni plati pro n € N: Dosadime-li y = nz,

f@+nz) = f(z) + f(nz) = f(z) +nf(r) = (n+1)f(2).
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Tvrzeni: Pro kazdé n € N a z € R plati

f(nz) = nf(z). (1)

@ Diky vztahiim f(—z) = —f(z) a f(0) = 0 plati rovnost (1) pro
vSechnaz e Ran e Z.
@ Méjme libovolné A = =, kde n € Z a m € N. Pak nx = mAz a plati

nf(z) = f(nz) = f (mAz) = mf(\r), atedy  fAa) = Af(a).

Konecné: Pro kazdé A € Q a z € R platf

FO) = Af(@).
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Trivialni reseni CFR.

A.-L. Cauchy (1821)

Predpokladejme, Ze f je spojita funkce na R a spliuje CFR. Pak f(z) = cz
pro néjaké c € R.

Dikaz. Polozme ¢ = f(1). Pak z predchoziho nutné plati
f(A) = Ac pro kazdé \ € Q.
Zavér je diisledkem spojitosti funkce f a hustoty Q vIR. &

Poznamka (G. Darboux (1875))

Pro tvrzeni predchozi véty stali spojitost v jediném bodé. J

Diikaz. Necht f je spojitd v zg a € R je libovolny bod.
lim f(u) = lim  fl(u—x+x0)+ (x — x0)] = tl_i)m [t + (x — )]
o

uU—T Uu—T+Tr0—T0

= Jim f(t) + f(x = w0) = f(wo) + f(z — x0) = () L]



Véta (A ono je to jesté zajimavéjsil)
Pro reseni f Cauchyho funkcionalni rovnice je ekvivalentni
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Q@ f je spojitd na R,
© [ je spojitd v jednom bodé R,
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© [ je omezena zdola nebo shora na néjakém (neprazdném) intervalu,
Q@ graf G funkce f neni husty v R
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Véta (A ono je to jesté zajimavéjsil)
Pro reseni f Cauchyho funkcionalni rovnice je ekvivalentni
Q@ f je trividini,
Q@ f je spojitd na R,
© [ je spojitd v jednom bodé R,
© [ je omezend na néjakém (neprizdném) intervalu,
© [ je omezena zdola nebo shora na néjakém (neprazdném) intervalu,
Q@ graf G funkce f neni husty v R

Dikaz. (1) = (2) = (3), (4) = (5) = (6): Trivialnf.
(3) = (1): Viz predchozi slide.

(3) = (4): Spojitost v bodé zarucuje omezenost na néjakém intervalu
obsahujim tento bod.

(6) = (3): Podle predpokladu existuje dvourozmérny interval

(a,b) x (c,d), ktery je disjunktni s grafem G funkce f.

Z aditivity plyne, Ze na (a,b) plati bud f < ¢ nebo f > d. Dostavame
jednostrannou omezenost f na (a,b).

Posunutim tohoto intervalu do nuly ziskdme diky platnosti

f(—=z) = —f(x) oboustrannou omezenost na néjakém okoli nuly. Ta
jiz implikuje spojitost v nule, tudiz (3). s



Nezodpovézena otazka:

Existuji také netrivialni reSeni Cauchyho funkcionalni rovnice?
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Axiom vybéru - nékdy také Zermeliv axiom

G. Peano, Demonstration de I'integrabilite des equations differentielles
ordinaires (1890)

(...) Protoze vSak nelze nekonecné krat pouzit svévolného pravidla, které
tfidé A pritazuje néjaky jeji prvek, stanovujeme zde pravidlo urcité. (...)

Axiom vybéru — E. Zermelo (1904)

Pro kazdy soubor F neprazdnych mnozZin existuje
funkce f takova, ze f(S) € S pro kazdou mnozin S
} ze souboru F.

Axiom vybéru je nezavisly na teorii mnozin (tj. na Zermelové-Fraenkelové
systému axiomu):
@ V roce 1940 dokazal K. Gédel bezespornost Axiomu vybéru s teorif
mnozin.
@ V roce 1963 dokazal P. J. Cohen bezespornost negace Axiomu vybéru
s teorii mnozin.






Ukazka povéstného Zermelova humoru:

The Ten Commands of Baal on Two Clay Tablets

© | am Baal, Your God. You shall not have any other god.

@ You shall make images of Me as many as you can, and no place shall be
without a Baal's image, neither on earth nor under the earth.

© You shall name Your God at any time and everywhere, for Baal will not hold
guiltless those who hide His name.

© You shall keep the holiday holy and celebrate feasts day for day. Let others
have the labour.

© You shall unconditionally obey the priests of Baal, even against Your father
and Your mother.

@ You shall kill all those standing in the way of Baal, men, women, and
children, so that the infidels shall be wiped out from earth.

@ You shall not remain unmarried, but bring descendants into the world like
sand at the sea.

© To honour Baal You shall steal as much as You can from those who do not
worship Him.

© You shall bear false witness against the infidels and lie and slander Your head
off: Always there is something which gets stuck.

@ You shall covet posts and ranks, those that exist and those that do not, and
let no infidel keep his ones.
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Svét bez Axiomu vybéru

Miizeme bezesporné prijmout nasledujici tvrzent:

@ Reiélna cisla R jsou sjednocenim spocetné mnoha spocetnych mnozin.

o Existuje funkce f: R — R a bod a € R, v némz f neni spojita. Pfitom
plati lim, o f(x,) = f(a) pro kazdou posloupnost {z,,}22;, pro niz
lim,, o0 Tn, = a.

e Existuje podmnozina redlnych Cisel, kterd neni separabilni (spodetna
hustd).

@ Existuje nekone¢nd podmnozina redlnych Cisel X takova, ze neexistuje
prosté zobrazeni na vlastni podmnozinu X.

o Existuje vektorovy prostor, ktery nema bazi.




Hamelova baze

Definice

PodmnoZinu X reédlnych cisel nazveme nezavislou, pokud zadna linearni
kombinace
rai+ ...+ rgag,

7 v/

kde a1,...,ar € X jsou rizna realna Cisla a rq,..., 7 jsou nenulové
racionalni koeficienty, neni nulova.
MnoZinu H nazveme Hamelovou bazi, pokud miizeme kazdé realné i
x € R jednoznacné zapsat ve tvaru

s

slo

r=rie; + ...+ rgeg,

kdeey,...,ex. € H ary,...T; € Q.




Netrivialni reseni CFR — HAMELOVO MONSTRUM

G. Hamel roku 1905 v ¢lanku

Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen Lésungen der
Funktionalgleichung f(x +y) = f(z) + f(y)

dokazal, ze Hamelova baze existuje. Tvrzenf je dlisledkem Axiomu vybéru.
V ¢lanku je dale dokazano:
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G. Hamel roku 1905 v ¢lanku

Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen Lésungen der
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Diikaz. Necht {e; : i € I} je Hamelova baze. Pak miZeme kazdé &islo
x € R jednoznacéné vyjadrit jako

a= ) eile)-es

el

pricemz g;(z) € Q a v sumé je pouze kone¢né mnoho hodnot nenulovych.

Zvolime libovolny index ig € I a definujeme funkci f: R — R jako
F(2) = gio(@), kde & € R.

Uvédomime si nasledujici
© Funkce f nabyva pouze racionélnich hodnot a

@ f(0)=0a f(e;,) =1, takze f je nespojita.

© Funkce f vyhovuje CFR (snadny diisledek jednoznacnosti vyjadreni v

prvcich Hamelovy baze).

&




Zavére¢né slovo nad CFR

Obecné teseni CFR

Necht je, stejné jako v predchozim dikazu, {e; : i € I'} libovolnd Hamelova
baze. Pak se di kazdé reseni CFR zapsat ve tvaru

f@) = aiz)f(es),

i€l

pri¢emz hodnoty f(e;) v bodech Hamelovy baze si mizeme zvolit libovolné.

v
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mnoho disjunktnich ¢asti, z nichz kazda je posunutim mnoziny M a je
husta v R.

Existuje rozklad intervalu (0, 00) na dvé neprazdné mnoziny, z nichz kazda
je uzavrena na scitani.

Pro linedrné nezavislé «, B,y € R, které jsou linedrné nezavislé nad Q
existuji nekonstantni funkce f,g: R — R takové, ze f je periodicka s
periodou «, g s periodou 3 a f + g s periodou +.

Pro kazdou funkci f : R — R existuje dvojice funkci g,h: R — R s
Darbouxovou vlastnosti takové, ze f = g + h.




A

-

ﬂ Hilbertovy patalie

2. mezinarodni kongres matematik( v Parizi, rok 1900

David Hilbert ve své prednasce Problémy matematiky predlozil 23 podle jeho
soudu nejvyznamnéjsich tehdy nevyresenych matematickych problémd.




A

-

3 Hilbertovy patalie

2. mezinarodni kongres matematik( v Parizi, rok 1900

David Hilbert ve své prednasce Problémy matematiky predlozil 23 podle jeho
soudu nejvyznamnéjsich tehdy nevyresenych matematickych problémd.

o VEétsSina problémd je dnes vyresena.




A

-

3 Hilbertovy patalie

2. mezinarodni kongres matematik( v Parizi, rok 1900

David Hilbert ve své prednasce Problémy matematiky predlozil 23 podle jeho
soudu nejvyznamnéjsich tehdy nevyresenych matematickych problémd.

o VEétsSina problémd je dnes vyresena.

@ Reseni velké Casti problémi vyznamné ovlivnilo vyvoj matematiky 20.
stoleti.




A

-

3 Hilbertovy patalie

2. mezinarodni kongres matematik( v Parizi, rok 1900

David Hilbert ve své prednasce Problémy matematiky predlozil 23 podle jeho
soudu nejvyznamnéjsich tehdy nevyresenych matematickych problémd.

o VEétsSina problémd je dnes vyresena.

@ Reseni velké Casti problémi vyznamné ovlivnilo vyvoj matematiky 20.
stoleti.

@ Jako prvni byl jesté roku 1900 vyresen 3. Hilbertiv problém.




e

:i'l Hilbertovy patalie

2. mezinarodni kongres matematik( v Parizi, rok 1900

David Hilbert ve své prednasce Problémy matematiky predlozil 23 podle jeho
soudu nejvyznamnéjsich tehdy nevyresenych matematickych problémd.
o VEétsSina problémd je dnes vyresena.
o Redenfi velké &asti problémii vyznamné ovlivnilo vyvoj matematiky 20.
stoleti.
@ Jako prvni byl jesté roku 1900 vyresen 3. Hilbertiv problém.

AKTUALIZOVANO: Millennium Prize Problems, rok 2000

Clay Mathematics Institute predlozil 7 zasadnich nevyreSenych
matematickych problémi.




e

:i'l Hilbertovy patalie

2. mezinarodni kongres matematik( v Parizi, rok 1900

David Hilbert ve své prednasce Problémy matematiky predlozil 23 podle jeho
soudu nejvyznamnéjsich tehdy nevyresenych matematickych problémd.
o VEétsSina problémd je dnes vyresena.
o Redenfi velké &asti problémii vyznamné ovlivnilo vyvoj matematiky 20.
stoleti.
@ Jako prvni byl jesté roku 1900 vyresen 3. Hilbertiv problém.

AKTUALIZOVANO: Millennium Prize Problems, rok 2000

Clay Mathematics Institute predlozil 7 zasadnich nevyreSenych
matematickych problémi.

@ Vyreseni kazdého z nich je honorovano ¢astkou 1 000 000 dolar.




e

:i'l Hilbertovy patalie

2. mezinarodni kongres matematik( v Parizi, rok 1900

David Hilbert ve své prednasce Problémy matematiky predlozil 23 podle jeho
soudu nejvyznamnéjsich tehdy nevyresenych matematickych problémd.
o VEétsSina problémd je dnes vyresena.
o Redenfi velké &asti problémii vyznamné ovlivnilo vyvoj matematiky 20.
stoleti.
@ Jako prvni byl jesté roku 1900 vyresen 3. Hilbertiv problém.

AKTUALIZOVANO: Millennium Prize Problems, rok 2000

Clay Mathematics Institute predlozil 7 zasadnich nevyreSenych
matematickych problémi.

@ Vyreseni kazdého z nich je honorovano ¢astkou 1 000 000 dolar.
@ Z piivodnich Hilbertovych problémi zlstava Riemannova hypotéza.




e

:i'l Hilbertovy patalie

2. mezinarodni kongres matematik( v Parizi, rok 1900

David Hilbert ve své prednasce Problémy matematiky predlozil 23 podle jeho
soudu nejvyznamnéjsich tehdy nevyresenych matematickych problémd.
o VEétsSina problémd je dnes vyresena.
o Redenfi velké &asti problémii vyznamné ovlivnilo vyvoj matematiky 20.
stoleti.
@ Jako prvni byl jesté roku 1900 vyresen 3. Hilbertiv problém.

AKTUALIZOVANO: Millennium Prize Problems, rok 2000

Clay Mathematics Institute predlozil 7 zasadnich nevyreSenych
matematickych problémi.

@ Vyreseni kazdého z nich je honorovano ¢astkou 1 000 000 dolar.
@ Z piivodnich Hilbertovych problémi zlstava Riemannova hypotéza.

@ VyreSen je dosud jediny problém: Poincarého hypotézu dokazal roku G.
Perelman.
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W. Wallace (1808)

Mé&jme v roviné dva mnohothelniky K, K5 stejného obsahu. Pak je mozné
K ,rozstrihat” na konecny pocet mensich mnohothelnikli a z téchto
kouskl poskladat K.

Jak z trojihelniku vyrobit Ctverec?
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Mnohosténem nazveme konvexni mnozinu v R3, kterou lze vyjad¥it jako
sjednoceni kone¢né mnoha uzavrenych Ctyrsténd.
T¥du mnohostént v R3 nazveme Ps.

3. Hilbertdv problém

Je mozné ,rozrezat" jednotkovou krychli na konecny pocet mnohosténi
tak, ze ze ziskaného souboru budeme moct , poskladat” pravidelny Ctyfstén
jednotkového objemu?

Odpovéd na na tuto otdzku je ZAPORNA.
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Dehniv funkcional — definice

@ Necht f: R — R je feSeni CFR takové, ze f(m) = 0.

@ Definujeme linearni zobrazeni, zvané Dehniiv funkcional

Dy : P3— R predpisem
Dy(M) = > f(aj)-|bj| . kde M € Ps
JjeJ

a {bj};c je soubor viech hran mnohosténu M, |b;| je délka pFislusné
hrany a a; je hodnota vnittniho thlu pfislusiciho hrané b; (tj. dhlu,
ktery sviraji dvé stény mnohothelniku protinajici se v hrané b;).
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Meschkowského z roku 1960.

@ Roku 1900 vyresil problém ve své dizertacni
praci Hilbertlv student Max Dehn.

© Dehnilv funkcional Dy je invariantni vii¢i posunutim a rotacim v R3.
@ Pokud lze M € Pj5 roztezat na mnohostény P, ..., P,, pak platf

Df(M) = Df(Pl) +...+ Df(Pn).
© Diisledek: Pokud pro dva mnohostény M a N plati
Dy(M) # Dy(N),

pak neni mozné M rozfezat na konecné mnoho mnohosténd a
poskladat z nich N.
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Pravidelny ctyfstén jednotkového objemu N:
Necht ma hrany délky [. Vnitfni Ghly maji
vSechny velikost . Z obrazku vidime:

I . 1
cosa = —, tJ. o = arccos 3

Pak

Dy(N) = 61f(a).

e Je mozné najit funkce f : R — R, ktera ¥esi CFR a soulasné f(w) =0

a fla)=1.
o Takze Dy(M)=0a Dy(N) =6l #0. &



Zavérecné rozuzleni

J.-P. Sydler (1965)

Necht M, N jsou mnohostény stejného objemu. Pak je mozné mnohostén
M rozrezat na konec¢né mnoho dili a poskladat z néj IV, pravé kdyz pro
kazdy Dehniiv funkcional D plati

D;(M) = Dy(N).




Dékuji za pozornost.
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