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Otéazky zvidavého posluchace

Kdo (nebo snad co) je Borsuk?
A co na to Ulam?
Dozvime se viibec néco Borsukové-Ulamové véte?

B3 Nebo spise o tom zghadném, co lezf v jejim stinu?





cs.wikipedia.org

Borsuk (polsky vyraz pro jezevce) — rodové jméno sdruzujici 5 rodi z celedi
lasicovitych Selem. Jedinym ceskym zastupcem je jezevec lesni. Soucasné
molekularni studie naznacuji, ze tato skupina neni jednotna: ,smrduti jezevci®
—rod Mydaus — ve skutecnosti nemaji se zbytkem této skupiny nic spoleéného
a patii spiSe k jinym smrdutym Selmam, totiz ke skunkim.

(Zdroj: cs.wikipedia.org)
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Takze nakonec preci jen seminér o jezeveich???

Borsuk (polsky vyraz pro jezevce) — rodové jméno sdruzujici 5 rodi z celedi
lasicovitych Selem. Jedinym ceskym zastupcem je jezevec lesni. Soucasné
molekularni studie naznacuji, ze tato skupina neni jednotna: ,smrduti jezevci®
—rod Mydaus — ve skutec¢nosti nemaji se zbytkem této skupiny nic spoleéného
a patii spiSe k jinym smrdutym Selmam, totiz ke skunkim.

(Zdroj: cs.wikipedia.org)
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Definice.

Zobrazeni f : X — X méa pevny bod x € X, pokud plati f(x) = x.

Pozndmky

m X je mnozina bez dalsich pozadavkt. Obecn€ nelze o existenci
pevného bodu nic fct.

m Existence pevného bodu je v matematice prfedmétem mnoha
tvrzeni, kterd jsou hojné uzivana v aplikacich (hledéni Fesent
diferencidlnich a integralnich rovnic; §iroké vyuziti v matematické
ekonomii, teorii her, ...)

m [ v anglicky mluvicich zemich se nékdy pouziva némecky termin
Fizpunkt.



Véty o pevnych bodech I

Kontrakce

Necht (X, p) je metricky prostor, pak zobrazeni T : X — X nazveme
kontrakci, existuje-li o € (0,1) takové, ze

p(T(x). T(y)) < ap(x,y) pro kazdé x,y € X.
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Kontrakce

Necht (X, p) je metricky prostor, pak zobrazeni T : X — X nazveme
kontrakci, existuje-li o € (0,1) takové, ze

p(T(x),T(y)) < op(x,y) pro kazdé x,y € X.

Banachova véta

Necht X je uplng metricky prostor a T : X — X kontrakce. Pak ma T pravé
jeden pevny bod, tj. existuje pravé jedno xg € X takové, ze T(xg) = Xo.

Uplnym metrickym prostorem je napiiklad R™ s metrikou
p(x,y) = |[[x —y|| (za normu bereme napfiklad standardni
Euklidovskou velikost vektoru).

E Veétu v roce 1922 formuloval a dokizal Stefan Banach.

Klasicky dukaz je konstruktivni a davd nam névod, jak pevny bod
nalézt, tzv. metodu postupnijch aproximaci.
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Priklad

Reste rovnici

1
X=——
4+ x?
metodou postupnych aproximaci.
1) Dokazeme, ze f(x) = ﬁ je kontrakce.

2) Definujeme posloupnost

X0 = 1
Xn+1 = f(xn), pron € Np.

Tato posloupnost konverguje k pevnému bodu f a hledané feSeni je tedy

im0 Xn -
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Kazda spojita funkce f zobrazujici uzavieny interval (a,b) do sebe ma
nejméné jeden pevny bod.

Véta o stfedni hodnoté

Necht je f spojita funkce definovana na uzavieném intervalu (a,b) a
f(b) < f(a). Pak pro kazdé ¢ € (f(b), f(a)) existuje bod xg € (a,b), Ze
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Brouwerova véta o pevném bodu — dimenze 1

Kazda spojita funkce f zobrazujici uzavieny interval (a,b) do sebe ma
nejméné jeden pevny bod.

Dukaz.

Definujme pomocnou funkci F(x) := f(x) — x. Ziejmé F(a) =f(a)—a >0
a F(b) = f(b) — b < 0. Proto z Véty o stFedni hodnoté existuje

Xp € <(l,b>, ze F(xg) =0, a tudiz f(xg) = xg. [
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Brouwerova véta o pevném bodu

Necht B™ :={x € R™ : ||x|| < 1} je uzaviena jednotkova koule v R™. Pak
mé spojité zobrazeni f : B™ — B™ pevny bod.

Tvar B™ neni podstatny, uzavienou kouli mtzeme nahradit
libovolnou (neprazdnou) kompaktni konvexni mnozinou v R™.

E Vétu dokézal v roce 1910 holandsky matematik Luitzen Egbertus
y g
Jan Brouwer.

Vétu lze zobecnit do nekone¢né dimenze, pak se nazyva
Schauderovou vétou (v plné obecnosti pro topologické vektorové
prostory byla dokazéna az roku 2002).



Ukol 1

Mgéjme spojité zobrazeni f uzavieného intervalu (a,b) na sebe. Dokaite,
7e zobrazeni g = f2 (sloZeni f se sebou samym) m4 alespofi dva pevné
body. Zistane tvrzeni pravdivé, pokud je f zobrazeni do (a,b), ale nikoli
na?
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Historicka expozice

V davnych dobéch, kolem roku 1930, kdy jesté Lvov lezel v Polsku. ..

...se v restauraénim zafizeni zvaném Kawiarnia Szkocka (= Skotska
kavarna). ..

.. .schéazeli matematikové plisobici na Lvovské technické univerzité a
zapisovali tuzkou na mramorové desky taméjsich stoli. Zaslechnuvsi
opakujicich se a stale naléhavéjsich stiznosti personalu, vénovala skupiné
manZelka jednoho z nich, jista pani Lucja Banachova, velky zapisnik.
Ten vesel do déjin matematiky jako Scottish Book a po dlouhych
véale¢nych a jinych peripetiich byl vydan v USA az roku 1957.

Do Lvovské skupiny patfili nap¥iklad: Hugo Steinhaus, Stefan Banach,
Stanistav Mazur, Stanistav Ulam, Juliusz Schauder, ...

Konkurenéni skupina polskych matematikt se vytvorila ve Varsaveé:
Wactaw Sierpiriski, Kazimierz Kuratowski, Karol Borsuk, Alfred Tarski,
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{l Luitzen Egbertus Jan Brouwer & | Hugo Steinhaus
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Functional Analysis — Elder

§ Brouwer topological degree, 5 ‘: Banach space, Banach algebra, Banach |4
Brouwer Fix-Point Theorem 4 | 4 generalized limit, Banach-Mazur

DISCOVERING OF STEFAN distance, Banach Fix-Point Theorem.
Founder of the mathematical J BANACH i ¢
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Znatme jednotkovou kruznici jako C :={x € R?: ||x|| = 1}. Dvojici bodi
x1, X2 € C nazveme antipoddlnimi (spravné cesky protinozeckymi), pokud
X1 = —X3.

Borsukova-Ulamova véta pro kruznici

Necht f: C — R je spojita funkce. Pak existuje dvojice antipodalnich
bodu x1,x2 € C takova, Ze f(x1) = f(x2).
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Definujeme pomocnou funkci g : I = (—1,1) — R nasledujicim
zpusobem: Pro dané y € I najdeme @(y) € C jako prisecik horni
pulkruznice a kolmice k ose x vedené z bodu y. Pak

9(y) = fle(y)) — f(—o(y)).

Bl Hodnoty funkce g v krajnich bodech I jsou
g(1) = f([1,0]) — f([-1,0]) a g(—1) = f([-1,0]) — f([1,0]). Tedy
g(1) = —g(—1).

Z véty o stfedni hodnoté dostaneme bod y € I, kde g(y) = 0. Pak
pro dvojici antipodalnich bodi x = @(y) a x* = —x plati
f(x) = f(x*).
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Dukaz.
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hodnotu teploty v misté C. Podle Borsukovy-Ulamovy véty existuji
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V kazdém okamziku existuji na zemském rovniku dvé antipodalni mista,
kde je stejna teplota.

Dukaz.

Body rovniku ztotoznime s body C. Definujeme funkci f: C — R jako
hodnotu teploty v misté C. Podle Borsukovy-Ulamovy véty existuji
antipodalni body x3,xs € C ve kterych f(x1) = f(x3), tj. je v nich stejna
teplota.

Poznamka: Pouziti Borsukovy-Ulamovy véty vyzaduje predpokladat, ze
se teplota méni spojité vzhledem k poloze na rovniku. O



Disledky Borsukovy-Ulamovy véty pro kruznici

Prvni véta o krajeni kolace

Méjme dva (méfitelné) omezené rovinné obrazce A, B. Pak existuje
primka, kterd kazdy z obrazct rozdéli na dva kusy stejného obsahu.



Ditkaz prvni véty o krajeni kolace I

Bez Gjmy na obecnosti mtzeme pfedpokladat, Ze oba obrazce lezi
uvnitf kruznice C. Pro kazdy bod x na kruznici C oznacme jako Dy
priimér C prochéazejici bodem x. Déale ozna¢me L (t) pfimku
kolmou na Dy, pFi¢em?z jejich prisecik lezi ve vzdalenosti t od bodu
xate(0,2).




Ditkaz prvni véty o krajeni kolace I

Bez Gjmy na obecnosti mtzeme pfedpokladat, Ze oba obrazce lezi
uvnitf kruznice C. Pro kazdy bod x na kruznici C oznacme jako Dy
priimér C prochéazejici bodem x. Déale ozna¢me L (t) pfimku
kolmou na Dy, pFi¢em?z jejich prisecik lezi ve vzdalenosti t od bodu
xate(0,2).

EE] Obsah té ¢asti obrazce A, kterd lezi na stejné strand Ly (t) jako x
oznacime f1(t), obsah zbyvajici ¢asti jako fa(t). Funkce
f1,f2:(0,2) — R jsou spojité (plyne z méFitelnosti!), stejné tak
funkce f := f; — f2 definovana jako jejich rozdil.
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dvé ¢4asti stejného obsahu. Kazdému x je tedy pfifazeno tg a toto
zobrazeni je spojité. Piimku Ly (tp) budeme nazyvat strucné Ly.
Ziejmé plati Ly = L _«.
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EE] Obsah té casti obrazce A, kterd lezi na stejné strand Ly (t) jako x
oznacime f1(t), obsah zbyvajici ¢asti jako fa(t). Funkce
f1,f2:(0,2) — R jsou spojite, stejné tak funkce f:=f; — fo
definovana jako jejich rozdil.

Ziejmé f(0) = —f(2), a proto existuje bod tg € (0,2), kde f(ty) =0,
tj. f1(tg) = f2(tg). To znamena, Ze piimka L (ty) déli obrazec A na
dvé ¢4asti stejného obsahu. Kazdému x je tedy pfifazeno tg a toto
zobrazeni je spojité. Piimku Ly (tp) budeme nazyvat strucné Ly.
Ziejmé plati Ly = L _«.

B} Tato piimmka déli také B na dvé ¢asti. Oznacime obsah té ¢asti B,
kterd je blize x, jako gi(x) a zbyvajici obsah jako g2(x). Uvazme
funkei g := g1 — g2. Funkce g je spojita na C (protoze zobrazeni,
které x ptifadi tg, je spojité!).



Dukaz prvni véty o krajeni kolace I1

Obsah té ¢asti obrazce A, které leZi na stejné strané Ly (t) jako x
oznacime f1(t), obsah zbyvajici ¢asti jako fa(t). Funkce
f1,f2:(0,2) — R jsou spojite, stejné tak funkce f:=f; — fo
definovana jako jejich rozdil.

Ziejmé f(0) = —f(2), a proto existuje bod tg € (0,2), kde f(ty) =0,
tj. f1(tg) = f2(tg). To znamena, Ze piimka L (ty) déli obrazec A na
dvé ¢4asti stejného obsahu. Kazdému x je tedy pfifazeno tg a toto
zobrazeni je spojité. Piimku Ly (tp) budeme nazyvat strucné Ly.
Ziejmé plati Ly = L _«.

Tato pfimka déli také B na dvé ¢asti. Oznacime obsah té ¢asti B,
kterd je blize x, jako gi(x) a zbyvajici obsah jako g2(x). Uvazme
funkei g := g1 — g2. Funkce g je spojita na C (protoze zobrazeni,
které x ptifadi tg, je spojité!).

Ziejmeé plati g(x) = —g(—x) pro v8echna x € C. Podle
Borsukovy-Ulamovy véty existuje bod xg € C, kde g(x¢) = g(—=xo).
Dohromady tedy g(xo) = 0, coz znamena, ze pfimka Ly, déli oba
obrazce na dva kusy stejného obsahu.



Disledky Borsukovy-Ulamovy véty pro kruznici

Druhé véta o krajeni kolace

Méjme (méfitelny) omezeny rovinny obrazec A. Pak existuji dvé
navzadjem kolmé piimky, které rozdéli A na ¢tyfi kusy stejného obsahu.



Ukol 2
Dokazte, ze neexistuje zobrazeni ¢ kruhu na prfimku nebo jeji ¢ast
takové, ze @ a @ ! jsou spojiteé.



Ukol 2
Dokazte, ze neexistuje zobrazeni ¢ kruhu na prfimku nebo jeji ¢ast
takové, ze @ a @ ! jsou spojiteé.

Ukol 3

Najdéte chybu v argumentu: Teplota vzduchu v Ostravé se méni spojité
v zavislosti na ¢ase. Sledujme po dobu jedné hodiny pozorné minutovou
rucicku hodin. Z Borsukovy-Ulamovy véty plyne, Ze ve dvou riznych
momentech, které déli pravé ptl hodiny, je teplota vzduchu stejna.
Muzeme si vSak snadno predstavit, ze se minutova rucicka pohybuje
jinou (libovolnou) rychlosti a zacatek a konec jejiho pohybu muZzeme
také zvolit libovolné. Teplota vzduchu je tedy stejnad v kazdé dva
momenty a je tedy konstantni.



Borsukova-Ulamova véta 11

Ozna¢me jako S™1:={x € R™: ||x|| = 1} jednotkovou sféru a
B™ :={x € R™: ||x]| < 1} jednotkovou kouli v R™, kde n > 0.



Borsukova-Ulamova véta 11

Ozna¢me jako S™1:={x € R™: ||x|| = 1} jednotkovou sféru a

B™ :={x € R™: ||x]| < 1} jednotkovou kouli v R™, kde n > 0.

Obecné Borsukova-Ulamova véta

Pro kazdé n > 0 a spojité zobrazeni f: S™ — R™ existuje bod x € S™
takovy, ze f(x) = f(—x).
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Obecné Borsukova-Ulamova véta
Pro kazdé n > 0 a spojité zobrazeni f : S™ — R™ existuje bod x € S™
takovy, ze f(x) = f(—x).

Tvrzeni s nim ekvivalentni



Borsukova-Ulamova véta 11

Obecné Borsukova-Ulamova véta
Pro kazdé n > 0 a spojité zobrazeni f : S™ — R™ existuje bod x € S™
takovy, ze f(x) = f(—x).
Tvrzeni s nim ekvivalentni
Pro kazdé antipodalni zobrazeni f: S™ — R™ (tj. f je spojité a
f(—x) = —f(x) pro v8echna x € S™) existuje bod x € S™, kde
f(x) =0.



Borsukova-Ulamova véta 11

Obecné Borsukova-Ulamova véta

Pro kazdé n > 0 a spojité zobrazeni f : S™ — R™ existuje bod x € S™

takovy, ze f(x) = f(—x).

Tvrzeni s nim ekvivalentni

Pro kazdé antipodalni zobrazeni f: S™ — R™ (tj. f je spojité a
f(—x) = —f(x) pro v8echna x € S™) existuje bod x € S™, kde
f(x) =0.

E) Neexistuje antipodalni zobrazenf f: S™ — S™1.
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Obecné Borsukova-Ulamova véta

Pro kazdé n > 0 a spojité zobrazeni f : S™ — R™ existuje bod x € S™

takovy, ze f(x) = f(—x).

Tvrzeni s nim ekvivalentni

Pro kazdé antipodalni zobrazeni f: S™ — R™ (tj. f je spojité a
f(—x) = —f(x) pro v8echna x € S™) existuje bod x € S™, kde
f(x) =0.

E) Neexistuje antipodalni zobrazenf f: S™ — S™1.

Neexistuje spojité zobrazeni f : B™ — S™~! které by bylo
antipodélni na hranici.
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f(—x) = —f(x) pro v8echna x € S™) existuje bod x € S™, kde
f(x) =0.

E) Neexistuje antipodalni zobrazenf f: S™ — S™1.

Neexistuje spojité zobrazeni f : B™ — S™~! které by bylo
antipodélni na hranici.

Bl Kazde pokryti sféry S™ uzavienymi mnoZzinami Fq,...,Friq
obsahuje alespon jednu mnozinu, v niz najdeme dvojici
antipodélnich bodd.
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Obecné Borsukova-Ulamova véta
Pro kazdé n > 0 a spojité zobrazeni f : S™ — R™ existuje bod x € S™
takovy, ze f(x) = f(—x).

Tvrzeni s nim ekvivalentni

Pro kazdé antipodalni zobrazeni f: S™ — R™ (tj. f je spojité a
f(—x) = —f(x) pro v8echna x € S™) existuje bod x € S™, kde
f(x) =0.

E) Neexistuje antipodalni zobrazenf f: S™ — S™1.

Neexistuje spojité zobrazeni f : B™ — S™~! které by bylo
antipodélni na hranici.

Bl Kazde pokryti sféry S™ uzavienymi mnoZzinami Fq,...,Friq
obsahuje alespon jednu mnozinu, v niz najdeme dvojici
antipodélnich bodd.

Kazdé pokryti sféry S™ otevienymi mnozinami Uy, ..., Un g
obsahuje alespon jednu mnozinu, v niz najdeme dvojici
antipodélnich bodi.
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Brouwerova véta o pevném bodu jako dusledek
Borsukovy-Ulamovy véty
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Brouwerova véta o pevném bodu jako dusledek
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Brouwerova véta o pevném bodu jako dusledek

Borsukovy-Ulamovy véty

Dikaz.

Ptedpokladejme, ze f: B™ — B™ je spojité zobrazeni bez pevného bodu.
Pak miizeme nalézt spojité zobrazeni g : B — S™ !, jehoz restrikce na
S™! je identické zobrazeni (g se pak nazyva retraktem B™ na S™ 1)
takto:

Je-li x € B™, definujeme g(x) jako bod, ve kterém paprsek zacéinajici v
f(x) a prochéazejici bodem x (takovy paprsek je dobfe definovany diky
tomu, Ze f nem4 pevny bod!) protina hranici koule B™, kterou je S™ 1.



Brouwerova véta o pevném bodu jako dusledek

Borsukovy-Ulamovy véty

Dikaz.

Ptedpokladejme, ze f: B™ — B™ je spojité zobrazeni bez pevného bodu.
Pak miizeme nalézt spojité zobrazeni g : B — S™ !, jehoz restrikce na
S™! je identické zobrazeni (g se pak nazyva retraktem B™ na S™ 1)
takto:

Je-li x € B™, definujeme g(x) jako bod, ve kterém paprsek zacéinajici v
f(x) a prochéazejici bodem x (takovy paprsek je dobfe definovany diky
tomu, Ze f nem4 pevny bod!) protina hranici koule B™, kterou je S™ 1.
Existence takového g je vSak ve sporu s vyse uvedenym ekvivalentnim

vyjadienim Borsukovy-Ulamovy véty:

Neexistuje spojité zobrazeni f : B — S™~!, které by bylo
antipodalni na hranici.



Geometricky dikaz Borsukovy-Ulamovy véty [

Budeme dokazovat vySe uvedené tvrzeni ekvivalentnf
Borsukové-Ulamové vété:

Pro kazdé antipodalni zobrazeni f: S™ — R™ (tj. f je spojité a
f(—x) = —f(x) pro v8echna x € S™) existuje bod x € S™, kde f(x) = 0.



Geometricky dikaz Borsukovy-Ulamovy véty [

Necht f: S™ — R™ je spojité antipodalni zobrazeni. UkdZeme, Ze ma
nulovy bod.



Geometricky dikaz Borsukovy-Ulamovy véty [

Necht f: S™ — R™ je spojité antipodalni zobrazeni. UkdZeme, Ze ma
nulovy bod.

EJ Necht g:S™ — R™ znadi ,severo-jizni“ projekci. Je-li
St ={x e R":x?+...+x% , =1}, pak méme

g(x) = (x1,%2,...,Xn).

RN




Geometricky dikaz Borsukovy-Ulamovy véty [

Necht f: S™ — R™ je spojité antipodalni zobrazeni. UkdZeme, Ze ma
nulovy bod.

EJ Necht g:S™ — R™ znadi ,severo-jizni“ projekci. Je-li
St ={x e R":x?+...+x% , =1}, pak méme

g(x) = (x1,%2,...,Xn).

RN

S
)

Zobrazeni g ma pravé dva nulové body: severn{ a jizni pél, tj. body
n=(0,0,...,1) as=(0,0,...,—1).



Geometricky dikaz Borsukovy-Ulamovy véty I1

B} Uvazujme (n + 1)-dimenzionaln{ prostor X := S™ x (0,1),
pripominajici ,,duty cylindr*.



Geometricky dikaz Borsukovy-Ulamovy véty I1

B Uvazujme (n + 1)-dimenziondlni prostor X := S™ x (0, 1),
pripominajici ,,duty cylindr*.
A také zobrazeni F : X — R™ definované jako:
f(x,t) = (1 —t)g(x) + tf(x).



Geometricky dikaz Borsukovy-Ulamovy véty I1

B) Uvazujme (n + 1)-dimenzionaln{ prostor X := S™ x (0,1),
pripominajici ,,duty cylindr*.

A také zobrazeni F : X — R™ definované jako:

f(x,t) = (1 —t)g(x) + tf(x).

Geometricky fefeno: Vezmeme dvé kopie sféry S™ (umisténé v
prostoru R™2), jednu uvazujeme se zobrazenim g, druhou se
zobrazenim f. Déale spojime odpovidajici si body obou sfér
useCkami, a zobrazeni F je potom definované na kazdé z téchto
usecek linedrni interpolaci. Pro n = 1 dostavame tento obrazek:

top sphere (t = 1)

) bottom sphere (¢t = 0)




Geometricky dikaz Borsukovy-Ulamovy véty II1

top sphere (t = 1)

} bottom sphere (¢ = 0)

,Antipodalni zobrazeni“ x — —x na S™ rozgifime pFirozenym
zplisobem na zobrazeni v definované na celém cylindru X:
v:(x,t) = (—x,t). Viimnéte si, Ze v nemd pevny bod!



Geometricky dikaz Borsukovy-Ulamovy véty II1

top sphere (t = 1)

} bottom sphere (¢ = 0)

,Antipodalni zobrazeni“ x — —x na S™ rozgifime pFirozenym
zplisobem na zobrazeni v definované na celém cylindru X:
v:(x,t) = (—x,t). Viimnéte si, Ze v nemd pevny bod!

F je antipodalni vzhledem k v, tj. F(v(x,t)) = —F(x,t) (protoze
zobrazeni g, f jsou antipodalni).



Geometricky dikaz Borsukovy-Ulamovy véty II1

top sphere (t = 1)

} bottom sphere (¢ = 0)

,Antipodalni zobrazeni“ x — —x na S™ rozgifime pFirozenym
zplisobem na zobrazeni v definované na celém cylindru X:
v:(x,t) = (—x,t). Viimnéte si, Ze v nemd pevny bod!

F je antipodalni vzhledem k v, tj. F(v(x,t)) = —F(x,t) (protoze
zobrazeni g, f jsou antipodalni).

Pro spor budeme predpokladat, Ze f nemé nulovy bod.



Geometricky dikaz Borsukovy-Ulamovy véty IV

Zkoumejme nyni Z := F~1(0). Pokud je f dostateéné kvalitni, pak je
Z jednorozmérnym objektem, jehoZ komponenty jsou cesty a cykly
(pro nazornost si mizeme predstavovat jednorozmérné zizalky a
gumicky).

Navic jsou koncové body téchto cest situované na spodnf nebo horn{
kopii sféry S™ (kde t = 0 nebo t = 1), a proto jsou nulovymi body
zobrazeni f nebo g. Cykly, na druhou stranu, krajnich sfér nikdy
nedosahnou a pohybuji se uvniti klobouku.

top sphere (t = 1)

) bottom sphere (t=0)




Geometricky dikaz Borsukovy-Ulamovy véty V

top sphere (t = 1)

} bottom sphere (t = 0)

Ptredpokladame-li, Ze f nemé nulové body a vime-li, Ze g ma nulové
body pouze dva a to na poélech, odvodime z toho snadno, Ze musi
existovat cesta vy, kterd spojuje n a s (tj. severni a jizni pol).



Geometricky dikaz Borsukovy-Ulamovy véty V

top sphere (t = 1)

} bottom sphere (t = 0)

Ptredpokladame-li, Ze f nemé nulové body a vime-li, Ze g ma nulové
body pouze dva a to na poélech, odvodime z toho snadno, Ze musi
existovat cesta vy, kterd spojuje n a s (tj. severni a jizni pol).

Sledujeme-li dale cestu vy z bodu n, pak se ¢ast zacinajici v bodu s
musi chovat symetricky vzhledem k zobrazeni v (pfesnéji: je-li délka
cesty vy jednotkova, pak v(y(z)) =v(1 —z) pro z € (0, 1)).



Geometricky dikaz Borsukovy-Ulamovy véty V

top sphere (t = 1)

} bottom sphere (t = 0)

Ptredpokladame-li, Ze f nemé nulové body a vime-li, Ze g ma nulové
body pouze dva a to na poélech, odvodime z toho snadno, Ze musi
existovat cesta vy, kterd spojuje n a s (tj. severni a jizni pol).

Sledujeme-li dale cestu vy z bodu n, pak se ¢ast zacinajici v bodu s
musi chovat symetricky vzhledem k zobrazeni v (pfesnéji: je-li délka
cesty vy jednotkova, pak v(y(z)) =v(1 —z) pro z € (0, 1)).

Tyto dva konce cesty se ovsem nikdy nemtizou sejit: Symetrické

cesty z n do s totiz v X neexistuji (piesnéji: znamenalo by to, ze

v(y(%)) = y(%) a to nelze, nebot v nemé pevny bod).



Na pamétku Stana Ulama: Hranice vyznamu
(Gian-Carlo Rota, profesor na MIT')

Stanislaw Ulam |

Borsuk-Ulam Theorem, Manhattan
Project, Monte Carlo method of
computation




Na pamétku Stana Ulama: Hranice vyznamu

(Gian-Carlo Rota, profesor na MIT')

Trvalo mnoho let, nez jsem si uvédomil, jaka byla skute¢na profese Stana
Ulama. Mnoho z nés, kteff s nim v Laboratofi pracovali, velice dobfe
védélo o jeho hluboké nechuti k samoté&. Nebylo nijak neobvyklé, Ze vam
volal v prazvlastnich hodinach, abyste jej osvobodili z osamélosti jeho
hotelového pokoje nebo prézdnoty jeho kancelafe - poté, co jiz vycéerpal
svou pravidelnou denni davku transatlantickych telefonnich hovori.
KdyZ jsem se ho jednoho dne kone¢né odvazil zeptat, pro¢ s takovou
urputnosti neustale vyhledava spole¢nost, bez vahani odpovédél:
,Protoze kdyz jsem sam, nemohu si pomoct, ale jsem proti své vili nucen
vymy$slet nové a nové véci, a vidim toho tolik, o ¢em bych radéji viibec
nepfemyslel!* V tu chvili jsem spatfil pravou podobu tohoto muze. Muz,
ktery byl nejspise drzitelem rekordu ve spravnych matematickych
odhadech, matematik, ktery dovedl porazit inZenyry v jejich hie, ktery
umél posoudit charakter ¢lovéka nebo udalosti jedinym pohledem, byl
ziejmeé jednim z poslednich ¢lenti prastarého cechu vésteu. (.. .)
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svou pravidelnou denni davku transatlantickych telefonnich hovori.
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urputnosti neustale vyhledava spole¢nost, bez vahani odpovédél:
,Protoze kdyz jsem sdm, nemohu si pomoct, ale jsem proti své vili
nucen vymyslet nové a nové véci, a vidim toho tolik, o ¢em bych radgji
viithec nepremyélel! V tu chvili jsem spatfil pravou podobu tohoto muze.
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Disledky Borsukovy-Ulamovy véty

Priklad
Vezmeme-li balén a ,rozplacneme” ho na podlahu, pak alesponi jedna
dvojice antipodélnich bodt bude rozplacnuta na sebe.




Disledky Borsukovy-Ulamovy véty

Priklad
Vezmeme-li balén a ,rozplidcneme® ho na podlahu, pak alespon jedna
dvojice antipodélnich boda bude rozplacnuta na sebe.

Priklad

Predpokladejme, Ze se tlak a teplota vzduchu na Zemi méni spojité
vzhledem k poloze. Pak miizeme v kazdém okamziku najit dvojici
antipodélnich bodi, v nichz je stejny tlak i teplota.



Véta o sunkovém ser

Véta

Necht M1, Mg, ..., My jsou (méFitelné) omezené podmnoziny R™. Pak
existuje n — 1-rozmérna nadrovina, kterd kazdou z mnozin déli na dvé
stejné velké casti.



Véta o sunkovém send

Véta

Necht M1, Mg, ..., My jsou (méfitelné) omezené podmnoziny R™. Pak
existuje n — 1-rozmérna nadrovina, kterd kazdou z mnozin délf na dvé
stejné velké casti.




Véta o sunkovém sendvici

Véta

Necht M1, Mg, ..., My jsou (méFitelné) omezené podmnoziny R™. Pak
existuje n — 1-rozmérné nadrovina, kterd kazdou z mnozin déli na dvé
stejné velké casti.

Véta

Necht pq, o, ..., un jsou takové konecné borelovské miry na R™ takové,
7e kazdou nadrovinu v R™ mé&¥i nulou. Pak existuje nadrovina h, pro niz

1 .
Hi(hﬂ = §Hi(Rn)7 proi=1,2,...,n,

kde h zna&i jeden z poloprostorii uréenych h.



Véta o zlodéjich ndhrdelniki

Dva zlodégji zcizili vzacny néhrdelntk slozeny 7z drahych kament, které
jsou vsazeny do platiny. Zlodéji se chtéji mezi sebou spravedlivé rozdélit,
neznaji vSak hodnoty jednotlivych drahych kamend a fezanim naramku
by také radi pfisli o co nejméné vzacné platiny. Jaky nejmensi pocet Fezii
je nutny, aby mezi sebou nahrdelnik spravedlivé rodélili?



Véta o zlodéjich ndhrdelniki

Dva zlodéji zcizili vzacny nahrdelnik slozeny z drahych kament, které
jsou vsazeny do platiny. Zlodéji se chtéji mezi sebou spravedlivé rozdélit,
neznaji vSak hodnoty jednotlivych drahych kamentd a fezanim naramku
by také radi pfisli o co nejméné vzacné platiny. Jaky nejmensi pocet fezii
je nutny, aby mezi sebou nahrdelnik spravedlivé rodélili?
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Véta o zlodéjich ndhrdelniki

Dva zlodégji zcizili vzacny néhrdelntk slozeny 7z drahych kament, které
jsou vsazeny do platiny. Zlodéji se chtéji mezi sebou spravedlivé rozdélit,
neznaji vSak hodnoty jednotlivych drahych kamend a fezanim naramku
by také radi pfisli o co nejméné vzacné platiny. Jaky nejmensi pocet Fezii
je nutny, aby mezi sebou nahrdelnik spravedlivé rodélili?

Véta

Mé&jme (otevieny) nahrdelnik slozeny z n druht kameni, pficemz pocet
kamenu kazdého druhu je sudy. Pak lze nahrdelnik spravedlivé rozdélit
mezi dva zlodg&je tak, ze pocet fezli bude mensf nez n.
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Obréazek : Tlustrace vektorovych poli
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Véta (o Cesani jezka)

Spojité zobrazeni g, které kazdému bodu sféry x € S? piifadi vektor g(x)
tecny k sféfe v bodé x musi mit alespon jeden nulovy bod.

Dikaz.

Ptedpokladejme existenci takového zobrazeni g, které je vSude nenulové.
Zobrazeni g pfirozenym zpiisobem definuje f : S2 — S2, jak vidno na
obrazku:

Takové zobrazeni vSak zfejmé nemé pevny bod a ani nemiize zobrazit
bod na jeho antipod. Dostavame tedy spor s pomocnou vétou. O



Véta o neucesaném jezkovi

Veéta (o Cesani jezka)
Zobrazeni g, které kazdému bodu sféry x € S? pifadi vektor g(x) te¢ny
k sféfe v bodé x musi mit alespon jeden nulovy bod.



Véta o neucesaném jezkovi

Véta (o Cesani jezka)
Zobrazeni g, které kazdému bodu sféry x € S? pfifadi vektor g(x) te¢ny
k sféfe v bodé x musi mit alespon jeden nulovy bod.

Populéarni dusledky.

Jezek srolovany do klubicka méa alesponi jeden nebezpeény osten,
ktery z néj tréi kolmo.



Véta o neucesaném jezkovi

Véta (o Cesani jezka)
Zobrazeni g, které kazdému bodu sféry x € S? pfifadi vektor g(x) te¢ny
k sféfe v bodé x musi mit alespon jeden nulovy bod.

Populéarni dusledky.

Jezek srolovany do klubicka méa alesponi jeden nebezpeény osten,
ktery z néj tréi kolmo.

Bl Kouli nelze ucesat, aniz by nékde neméla kohouta.
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Véta (o Cesani jezka)
Zobrazeni g, které kazdému bodu sféry x € S? pfifadi vektor g(x) te¢ny
k sféfe v bodé x musi mit alespon jeden nulovy bod.

Populéarni dusledky.

Jezek srolovany do klubicka méa alesponi jeden nebezpeény osten,
ktery z néj tréi kolmo.

Bl Kouli nelze ucesat, aniz by nékde neméla kohouta.

Pokud na Zemi proudi alespon néjaky vitr, pak je na ni v kazdém
okamziku alesponi jeden bod, kde se nachazi cyklon.
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Véta (o cesani jezka)
Zobrazeni g, které kazdému bodu sféry x € S? piiradi vektor g(x) teény
k sféfe v bodé x musi mit alespon jeden nulovy bod.
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Anglicky pieklad opatieny Ulamovym komentafem vydala roku
1957 Los Alamos National Laboratory.

El Roku 1981 vydal R. Daniel Mauldin Scottish Book znovu spole¢né s
dosud zndmymi feSenimi uvedenych problémd.

Rada problému zustava nevyresena!



Scottish Book podruhé

B Roku 1973 vytesil §védsky matematik Per Enflo slavny Mazuriv
,problém za husu“, kdyz nasel kompaktni operdtor T : X — Y mezi
Banachovymi prostory X, Y, ktery neni limitou kone¢né
dimenzionélnich operatort. Tim také ukazal, ze separabilni
Banachiiv prostor nemusi mit Schauderovu bézi a vyslouzil si husu:




Per Enflo vyfesil také tzv. problém invariantnich podprostori (vice
nez 40 let otevieny).



Per Enflo vyfesil také tzv. problém invariantnich podprostori (vice
nez 40 let otevieny).

E Per Enflo je také aktivnim koncertnim pianistou.

Obrazek : Per Enflo v Carnegie Hall, New York, rok 2013
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Borsukova domnénka

Pramér mnoziny M C R™ znac¢ime diam(M) a definujeme jej jako
,nejvétsi vzdalenost mezi dvéma body MY, pfesnéji

‘ diam(M) = supf{jx ~ || :x,y € M}

Domnénka

Mizeme kazdou mnozinu M C R™ s koneénym
primérem diam(M) > 0 rozdélit na nejvyse n + 1
mnozin men§fho prameéru?

Borsuk-Ulam Theorem, Borsuk’s
Conjecture
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Borsukova véta

Pro kazdé n > 0 existuje déleni jednotkoveé sféry v R™, tj. mnoziny
S™1 na nejvyse n + 1 ¢asti ostie mensiho priméru.

Pozorovani

V obecném piipadé si v R™ nevystaéime s méné nez n + 1 ¢astmi.
Viz usecka, trojihelnik, . ...

E Bez ajmy na obecnosti mtuzeme uvazovat mnoziny s prumérem 1.
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Dukaz.

Kazd4 podmnozina R s pramérem 1 muzeme byt vepsana do
intervalu s prumérem 1:

ll
|

a b

E] [nterval rozdslime na dvs ¢asti, pricemz kazda ma mensi prameér,
nez puvodni mnozina:
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Dukaz.

Méme omezenou mnozinu v R?:

Bl Kazda podmnozina R? s primérem 1 muze byt vepsana do
rovnostranného trojahelnika s primérem < v/3:

Jungova véta

Pro kompaktni (tj. omezenou a uzavienou) mnozinu K C R™ s
polomérem d existuje uzaviend koule s polomérem
n
r<d,/—
SV em+1y’

ktera K obsahuje.
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Dukaz.

Méme omezenou mnozinu v R?:

Bl Kazda podmnozina R? s primérem 1 muze byt vepsana do
rovnostranného trojahelnika s primérem < v/3:
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Dukaz.
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Dukaz.
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Prehled vysledki

Poznamka
Hadwiger dokézal, Ze Borsukova domnénka plati pro hladkd konvexni
télesa v R™.

Roku 1993 J. Kahn, G. Kalai nagli protipiiklad pro n = 1325. Dale
dokéazali, ze Borsukova domnénka neplati pro zddné n > 2014.

Bl A. Nilli nagla protipiiklad pro n = 946.
A. M. Raigorodskii pro n = 561.

B] B. Weikbach pro n = 560.

A. Hinrichs pro n = 323.

I. Pichurko pro n = 320.

A. Hinrichs a C. Richter pro n = 298.

Roku 2013 A. Bondarenko ukézal, ze Borsukova domnénka je
chybna pro n > 65.
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