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Otázky zvídavého poslucha£e

A Kdo (nebo snad co) je Borsuk?

B A co na to Ulam?

C Dozvíme se v·bec n¥co Borsukov¥-Ulamov¥ v¥t¥?

D Nebo spí²e o tom záhadném, co leºí v jejím stínu?
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E Takºe nakonec p°eci jen seminá° o jezevcích???

Borsuk (polský výraz pro jezevce) � rodové jméno sdruºující 5 rod· z £eledi
lasicovitých ²elem. Jediným £eským zástupcem je jezevec lesní. Sou£asné
molekulární studie nazna£ují, ºe tato skupina není jednotná: �smrdutí jezevci�
� rod Mydaus � ve skute£nosti nemají se zbytkem této skupiny nic spole£ného
a pat°í spí²e k jiným smrdutým ²elmám, totiº ke skunk·m.
(Zdroj: cs.wikipedia.org)
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Pevný bod

De�nice.

Zobrazení f : X→ X má pevný bod x ∈ X, pokud platí f(x) = x.

Poznámky

X je mnoºina bez dal²ích poºadavk·. Obecn¥ nelze o existenci
pevného bodu nic °íct.

Existence pevného bodu je v matematice p°edm¥tem mnoha
tvrzení, která jsou hojn¥ uºívaná v aplikacích (hledání °e²ení
diferenciálních a integrálních rovnic; ²iroké vyuºití v matematické
ekonomii, teorii her, . . . )

I v anglicky mluvících zemích se n¥kdy pouºívá n¥mecký termín
Fixpunkt.
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V¥ty o pevných bodech I

Kontrakce

Nech´ (X, ρ) je metrický prostor, pak zobrazení T : X→ X nazveme
kontrakcí, existuje-li α ∈ (0, 1) takové, ºe

ρ
(
T(x), T(y)

)
6 αρ(x, y) pro kaºdé x, y ∈ X.

Banachova v¥ta
Nech´ X je úplný metrický prostor a T : X→ X kontrakce. Pak má T práv¥
jeden pevný bod, tj. existuje práv¥ jedno x0 ∈ X takové, ºe T(x0) = x0.

A Úplným metrickým prostorem je nap°íklad Rn s metrikou
ρ(x, y) = ‖x− y‖ (za normu bereme nap°íklad standardní
Euklidovskou velikost vektoru).

B V¥tu v roce 1922 formuloval a dokázal Stefan Banach.
C Klasický d·kaz je konstruktivní a dává nám návod, jak pevný bod

nalézt, tzv. metodu postupných aproximací.
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1

4+ x2
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P°íklad

�e²te rovnici
x =

1

4+ x2

metodou postupných aproximací.

1) Dokáºeme, ºe f(x) = 1
4+x2 je kontrakce.

|f(x) − f(y)| =
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P°íklad

�e²te rovnici
x =

1

4+ x2

metodou postupných aproximací.

1) Dokáºeme, ºe f(x) = 1
4+x2 je kontrakce.

2) De�nujeme posloupnost

x0 = 1

xn+1 = f(xn), pro n ∈ N0.

Tato posloupnost konverguje k pevnému bodu f a hledané °e²ení je tedy
limn→∞ xn.



V¥ty o pevných bodech II

Brouwerova v¥ta o pevném bodu � dimenze 1

Kaºdá spojitá funkce f zobrazující uzav°ený interval 〈a,b〉 do sebe má
nejmén¥ jeden pevný bod.
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V¥ta o st°ední hodnot¥

Nech´ je f spojitá funkce de�novaná na uzav°eném intervalu 〈a,b〉 a
f(b) 6 f(a). Pak pro kaºdé c ∈ 〈f(b), f(a)〉 existuje bod x0 ∈ 〈a,b〉, ºe
f(x0) = c.



V¥ty o pevných bodech II

Brouwerova v¥ta o pevném bodu � dimenze 1

Kaºdá spojitá funkce f zobrazující uzav°ený interval 〈a,b〉 do sebe má
nejmén¥ jeden pevný bod.

D·kaz.

De�nujme pomocnou funkci F(x) := f(x) − x. Z°ejm¥ F(a) = f(a) − a > 0
a F(b) = f(b) − b 6 0. Proto z V¥ty o st°ední hodnot¥ existuje
x0 ∈ 〈a,b〉, ºe F(x0) = 0, a tudíº f(x0) = x0.



V¥ty o pevných bodech III

Brouwerova v¥ta o pevném bodu

Nech´ Bn := {x ∈ Rn : ‖x‖ 6 1} je uzav°ená jednotková koule v Rn. Pak
má spojité zobrazení f : Bn → Bn pevný bod.

A Tvar Bn není podstatný, uzav°enou kouli m·ºeme nahradit
libovolnou (neprázdnou) kompaktní konvexní mnoºinou v Rn.

B V¥tu dokázal v roce 1910 holandský matematik Luitzen Egbertus

Jan Brouwer.
C V¥tu lze zobecnit do nekone£né dimenze, pak se nazývá

Schauderovou v¥tou (v plné obecnosti pro topologické vektorové
prostory byla dokázána aº roku 2002).
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Úkol 1

M¥jme spojité zobrazení f uzav°eného intervalu 〈a,b〉 na sebe. Dokaºte,
ºe zobrazení g = f2 (sloºení f se sebou samým) má alespo¬ dva pevné
body. Z·stane tvrzení pravdivé, pokud je f zobrazení do 〈a,b〉, ale nikoli
na?



Historická expozice

V dávných dobách, kolem roku 1930, kdy je²t¥ Lvov leºel v Polsku. . .

. . . se v restaura£ním za°ízení zvaném Kawiarnia Szkocka (= Skotská
kavárna). . .



Historická expozice

V dávných dobách, kolem roku 1930, kdy je²t¥ Lvov leºel v Polsku. . .

. . . se v restaura£ním za°ízení zvaném Kawiarnia Szkocka (= Skotská
kavárna). . .



Historická expozice

V dávných dobách, kolem roku 1930, kdy je²t¥ Lvov leºel v Polsku. . .

. . . se v restaura£ním za°ízení zvaném Kawiarnia Szkocka (= Skotská
kavárna). . .

. . . scházeli matematikové p·sobící na Lvovské technické univerzit¥ a
spole£n¥ °e²ili obtíºné matematické problémy. Z po£átku své poznámky
zapisovali tuºkou na mramorové desky tam¥j²ích stol·. Zaslechnuv²i
opakujících se a stále naléhav¥j²ích stíºností personálu, v¥novala skupin¥
manºelka jednoho z nich, jistá paní Lucja Banachová, velký zápisník.
Ten ve²el do d¥jin matematiky jako Scottish Book a po dlouhých
vále£ných a jiných peripetiích byl vydán v USA aº roku 1957.



Historická expozice

V dávných dobách, kolem roku 1930, kdy je²t¥ Lvov leºel v Polsku. . .

. . . se v restaura£ním za°ízení zvaném Kawiarnia Szkocka (= Skotská
kavárna). . .

. . . scházeli matematikové p·sobící na Lvovské technické univerzit¥ a
spole£n¥ °e²ili obtíºné matematické problémy. Z po£átku své poznámky
zapisovali tuºkou na mramorové desky tam¥j²ích stol·. Zaslechnuv²i
opakujících se a stále naléhav¥j²ích stíºností personálu, v¥novala skupin¥
manºelka jednoho z nich, jistá paní Lucja Banachová, velký zápisník.
Ten ve²el do d¥jin matematiky jako Scottish Book a po dlouhých
vále£ných a jiných peripetiích byl vydán v USA aº roku 1957.

Do Lvovské skupiny pat°ili nap°íklad: Hugo Steinhaus, Stefan Banach,
Stanisªav Mazur, Stanisªav Ulam, Juliusz Schauder, . . .



Historická expozice

V dávných dobách, kolem roku 1930, kdy je²t¥ Lvov leºel v Polsku. . .

. . . se v restaura£ním za°ízení zvaném Kawiarnia Szkocka (= Skotská
kavárna). . .

. . . scházeli matematikové p·sobící na Lvovské technické univerzit¥ a
spole£n¥ °e²ili obtíºné matematické problémy. Z po£átku své poznámky
zapisovali tuºkou na mramorové desky tam¥j²ích stol·. Zaslechnuv²i
opakujících se a stále naléhav¥j²ích stíºností personálu, v¥novala skupin¥
manºelka jednoho z nich, jistá paní Lucja Banachová, velký zápisník.
Ten ve²el do d¥jin matematiky jako Scottish Book a po dlouhých
vále£ných a jiných peripetiích byl vydán v USA aº roku 1957.
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Wacªaw Sierpi«ski, Kazimierz Kuratowski, Karol Borsuk, Alfred Tarski,
. . .
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Borsukova-Ulamova v¥ta I

Zna£me jednotkovou kruºnici jako C := {x ∈ R2 : ‖x‖ = 1}. Dvojici bod·
x1, x2 ∈ C nazveme antipodálními (správn¥ £esky protinoºeckými), pokud
x1 = −x2.

Borsukova-Ulamova v¥ta pro kruºnici

Nech´ f : C→ R je spojitá funkce. Pak existuje dvojice antipodálních
bod· x1, x2 ∈ C taková, ºe f(x1) = f(x2).
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D·kaz Borsukovy-Ulamovy v¥ty pro kruºnici

A De�nujeme pomocnou funkci g : I = 〈−1, 1〉 → R následujícím
zp·sobem: Pro dané y ∈ I najdeme ϕ(y) ∈ C jako pr·se£ík horní
p·lkruºnice a kolmice k ose x vedené z bodu y. Pak

g(y) := f(ϕ(y)) − f(−ϕ(y)).

B Hodnoty funkce g v krajních bodech I jsou
g(1) = f([1, 0]) − f([−1, 0]) a g(−1) = f([−1, 0]) − f([1, 0]). Tedy
g(1) = −g(−1).

C Z v¥ty o st°ední hodnot¥ dostaneme bod y ∈ I, kde g(y) = 0. Pak
pro dvojici antipodálních bod· x = ϕ(y) a x∗ = −x platí
f(x) = f(x∗).



D·kaz Borsukovy-Ulamovy v¥ty pro kruºnici

A De�nujeme pomocnou funkci g : I = 〈−1, 1〉 → R následujícím
zp·sobem: Pro dané y ∈ I najdeme ϕ(y) ∈ C jako pr·se£ík horní
p·lkruºnice a kolmice k ose x vedené z bodu y. Pak

g(y) := f(ϕ(y)) − f(−ϕ(y)).

B Hodnoty funkce g v krajních bodech I jsou
g(1) = f([1, 0]) − f([−1, 0]) a g(−1) = f([−1, 0]) − f([1, 0]). Tedy
g(1) = −g(−1).

C Z v¥ty o st°ední hodnot¥ dostaneme bod y ∈ I, kde g(y) = 0. Pak
pro dvojici antipodálních bod· x = ϕ(y) a x∗ = −x platí
f(x) = f(x∗).



D·kaz Borsukovy-Ulamovy v¥ty pro kruºnici

A De�nujeme pomocnou funkci g : I = 〈−1, 1〉 → R následujícím
zp·sobem: Pro dané y ∈ I najdeme ϕ(y) ∈ C jako pr·se£ík horní
p·lkruºnice a kolmice k ose x vedené z bodu y. Pak

g(y) := f(ϕ(y)) − f(−ϕ(y)).

B Hodnoty funkce g v krajních bodech I jsou
g(1) = f([1, 0]) − f([−1, 0]) a g(−1) = f([−1, 0]) − f([1, 0]). Tedy
g(1) = −g(−1).

C Z v¥ty o st°ední hodnot¥ dostaneme bod y ∈ I, kde g(y) = 0. Pak
pro dvojici antipodálních bod· x = ϕ(y) a x∗ = −x platí
f(x) = f(x∗).



D·kaz Borsukovy-Ulamovy v¥ty pro kruºnici

A De�nujeme pomocnou funkci g : I = 〈−1, 1〉 → R následujícím
zp·sobem: Pro dané y ∈ I najdeme ϕ(y) ∈ C jako pr·se£ík horní
p·lkruºnice a kolmice k ose x vedené z bodu y. Pak

g(y) := f(ϕ(y)) − f(−ϕ(y)).

B Hodnoty funkce g v krajních bodech I jsou
g(1) = f([1, 0]) − f([−1, 0]) a g(−1) = f([−1, 0]) − f([1, 0]). Tedy
g(1) = −g(−1).

C Z v¥ty o st°ední hodnot¥ dostaneme bod y ∈ I, kde g(y) = 0. Pak
pro dvojici antipodálních bod· x = ϕ(y) a x∗ = −x platí
f(x) = f(x∗).



D·sledky Borsukovy-Ulamovy v¥ty pro kruºnici

V kaºdém okamºiku existují na zemském rovníku dv¥ antipodální místa,
kde je stejná teplota.

D·kaz.
Body rovníku ztotoºníme s body C. De�nujeme funkci f : C→ R jako
hodnotu teploty v míst¥ C. Podle Borsukovy-Ulamovy v¥ty existují
antipodální body x1, x2 ∈ C ve kterých f(x1) = f(x2), tj. je v nich stejná
teplota.

Poznámka: Pouºití Borsukovy-Ulamovy v¥ty vyºaduje p°edpokládat, ºe
se teplota m¥ní spojit¥ vzhledem k poloze na rovníku.
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D·sledky Borsukovy-Ulamovy v¥ty pro kruºnici

První v¥ta o krájení kolá£e

M¥jme dva (m¥°itelné) omezené rovinné obrazce A, B. Pak existuje
p°ímka, která kaºdý z obrazc· rozd¥lí na dva kusy stejného obsahu.



D·kaz první v¥ty o krájení kolá£e I
A Bez újmy na obecnosti m·ºeme p°edpokládat, ºe oba obrazce leºí

uvnit° kruºnice C. Pro kaºdý bod x na kruºnici C ozna£me jako Dx

pr·m¥r C procházející bodem x. Dále ozna£me Lx(t) p°ímku
kolmou na Dx, p°i£emº jejich pr·se£ík leºí ve vzdálenosti t od bodu
x a t ∈ 〈0, 2〉.

B Obsah té £ásti obrazce A, která leºí na stejné stran¥ Lx(t) jako x
ozna£íme f1(t), obsah zbývající £ásti jako f2(t). Funkce
f1, f2 : 〈0, 2〉 → R jsou spojité (plyne z m¥°itelnosti!), stejn¥ tak
funkce f := f1 − f2 de�novaná jako jejich rozdíl.
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D·kaz první v¥ty o krájení kolá£e II
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C Z°ejm¥ f(0) = −f(2), a proto existuje bod t0 ∈ 〈0, 2〉, kde f(t0) = 0,
tj. f1(t0) = f2(t0). To znamená, ºe p°ímka Lx(t0) d¥lí obrazec A na
dv¥ £ásti stejného obsahu. Kaºdému x je tedy p°i°azeno t0 a toto
zobrazení je spojité. P°ímku Lx(t0) budeme nazývat stru£n¥ Lx.
Z°ejm¥ platí Lx = L−x.

D Tato p°ímka d¥lí také B na dv¥ £ásti. Ozna£íme obsah té £ásti B,
která je blíºe x, jako g1(x) a zbývající obsah jako g2(x). Uvaºme
funkci g := g1 − g2. Funkce g je spojitá na C (protoºe zobrazení,
které x p°i°adí t0, je spojité!).

E Z°ejm¥ platí g(x) = −g(−x) pro v²echna x ∈ C. Podle
Borsukovy-Ulamovy v¥ty existuje bod x0 ∈ C, kde g(x0) = g(−x0).
Dohromady tedy g(x0) = 0, coº znamená, ºe p°ímka Lx0 d¥lí oba
obrazce na dva kusy stejného obsahu.
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D·sledky Borsukovy-Ulamovy v¥ty pro kruºnici

Druhá v¥ta o krájení kolá£e

M¥jme (m¥°itelný) omezený rovinný obrazec A. Pak existují dv¥
navzájem kolmé p°ímky, které rozd¥lí A na £ty°i kusy stejného obsahu.



Úkoly

Úkol 2
Dokaºte, ºe neexistuje zobrazení ϕ kruhu na p°ímku nebo její £ást
takové, ºe ϕ a ϕ−1 jsou spojité.

Úkol 3
Najd¥te chybu v argumentu: Teplota vzduchu v Ostrav¥ se m¥ní spojit¥
v závislosti na £ase. Sledujme po dobu jedné hodiny pozorn¥ minutovou
ru£i£ku hodin. Z Borsukovy-Ulamovy v¥ty plyne, ºe ve dvou r·zných
momentech, které d¥lí práv¥ p·l hodiny, je teplota vzduchu stejná.
M·ºeme si v²ak snadno p°edstavit, ºe se minutová ru£i£ka pohybuje
jinou (libovolnou) rychlostí a za£átek a konec jejího pohybu m·ºeme
také zvolit libovoln¥. Teplota vzduchu je tedy stejná v kaºdé dva
momenty a je tedy konstantní.
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Borsukova-Ulamova v¥ta II

Ozna£me jako Sn−1 := {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1} jednotkovou sféru a
Bn := {x ∈ Rn : ‖x‖ 6 1} jednotkovou kouli v Rn, kde n > 0.

Obecná Borsukova-Ulamova v¥ta
Pro kaºdé n > 0 a spojité zobrazení f : Sn → Rn existuje bod x ∈ Sn
takový, ºe f(x) = f(−x).

Tvrzení s ním ekvivalentní

A Pro kaºdé antipodální zobrazení f : Sn → Rn (tj. f je spojité a
f(−x) = −f(x) pro v²echna x ∈ Sn) existuje bod x ∈ Sn, kde
f(x) = 0.

B Neexistuje antipodální zobrazení f : Sn → Sn−1.
C Neexistuje spojité zobrazení f : Bn → Sn−1, které by bylo

antipodální na hranici.
D Kaºdé pokrytí sféry Sn uzav°enými mnoºinami F1, . . . , Fn+1

obsahuje alespo¬ jednu mnoºinu, v níº najdeme dvojici
antipodálních bod·.

E Kaºdé pokrytí sféry Sn otev°enými mnoºinami U1, . . . ,Un+1

obsahuje alespo¬ jednu mnoºinu, v níº najdeme dvojici
antipodálních bod·.
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Pro kaºdé n > 0 a spojité zobrazení f : Sn → Rn existuje bod x ∈ Sn
takový, ºe f(x) = f(−x).

Tvrzení s ním ekvivalentní

A Pro kaºdé antipodální zobrazení f : Sn → Rn (tj. f je spojité a
f(−x) = −f(x) pro v²echna x ∈ Sn) existuje bod x ∈ Sn, kde
f(x) = 0.

B Neexistuje antipodální zobrazení f : Sn → Sn−1.
C Neexistuje spojité zobrazení f : Bn → Sn−1, které by bylo

antipodální na hranici.
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Brouwerova v¥ta o pevném bodu jako d·sledek
Borsukovy-Ulamovy v¥ty



Brouwerova v¥ta o pevném bodu jako d·sledek
Borsukovy-Ulamovy v¥ty



Brouwerova v¥ta o pevném bodu jako d·sledek
Borsukovy-Ulamovy v¥ty

D·kaz.
P°edpokládejme, ºe f : Bn → Bn je spojité zobrazení bez pevného bodu.
Pak m·ºeme nalézt spojité zobrazení g : Bn → Sn−1, jehoº restrikce na
Sn−1 je identické zobrazení (g se pak nazývá retraktem Bn na Sn−1)
takto:

Je-li x ∈ Bn, de�nujeme g(x) jako bod, ve kterém paprsek za£ínající v
f(x) a procházející bodem x (takový paprsek je dob°e de�novaný díky
tomu, ºe f nemá pevný bod!) protíná hranici koule Bn, kterou je Sn−1.

Existence takového g je v²ak ve sporu s vý²e uvedeným ekvivalentním
vyjád°ením Borsukovy-Ulamovy v¥ty:

A Neexistuje spojité zobrazení f : Bn → Sn−1, které by bylo
antipodální na hranici.
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Existence takového g je v²ak ve sporu s vý²e uvedeným ekvivalentním
vyjád°ením Borsukovy-Ulamovy v¥ty:

A Neexistuje spojité zobrazení f : Bn → Sn−1, které by bylo
antipodální na hranici.



Geometrický d·kaz Borsukovy-Ulamovy v¥ty I

Budeme dokazovat vý²e uvedené tvrzení ekvivalentní
Borsukov¥-Ulamov¥ v¥t¥:

Pro kaºdé antipodální zobrazení f : Sn → Rn (tj. f je spojité a
f(−x) = −f(x) pro v²echna x ∈ Sn) existuje bod x ∈ Sn, kde f(x) = 0.

A Nech´ f : Sn → Rn je spojité antipodální zobrazení. Ukáºeme, ºe má
nulový bod.

B Nech´ g : Sn → Rn zna£í �severo-jiºní� projekci. Je-li
Sn = {x ∈ Rn+1 : x21 + · · ·+ x2n+1 = 1}, pak máme

g(x) = (x1, x2, . . . , xn).

C Zobrazení g má práv¥ dva nulové body: severní a jiºní pól, tj. body
n = (0, 0, . . . , 1) a s = (0, 0, . . . ,−1).
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Geometrický d·kaz Borsukovy-Ulamovy v¥ty II

D Uvaºujme (n+ 1)-dimenzionální prostor X := Sn × 〈0, 1〉,
p°ipomínající �dutý cylindr� .

E A také zobrazení F : X→ Rn de�nované jako:
f(x, t) := (1− t)g(x) + tf(x).

F Geometricky °e£eno: Vezmeme dv¥ kopie sféry Sn (umíst¥né v
prostoru Rn+2), jednu uvaºujeme se zobrazením g, druhou se
zobrazením f. Dále spojíme odpovídající si body obou sfér
úse£kami, a zobrazení F je potom de�nované na kaºdé z t¥chto
úse£ek lineární interpolací. Pro n = 1 dostáváme tento obrázek:
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Geometrický d·kaz Borsukovy-Ulamovy v¥ty II

D Uvaºujme (n+ 1)-dimenzionální prostor X := Sn × 〈0, 1〉,
p°ipomínající �dutý cylindr� .

E A také zobrazení F : X→ Rn de�nované jako:
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zobrazením f. Dále spojíme odpovídající si body obou sfér
úse£kami, a zobrazení F je potom de�nované na kaºdé z t¥chto
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Geometrický d·kaz Borsukovy-Ulamovy v¥ty III

G �Antipodální zobrazení� x→ −x na Sn roz²í°íme p°irozeným
zp·sobem na zobrazení ν de�nované na celém cylindru X:
ν : (x, t)→ (−x, t). V²imn¥te si, ºe ν nemá pevný bod!

H F je antipodální vzhledem k ν, tj. F(ν(x, t)) = −F(x, t) (protoºe
zobrazení g, f jsou antipodální).

I Pro spor budeme p°edpokládat, ºe f nemá nulový bod.
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Geometrický d·kaz Borsukovy-Ulamovy v¥ty IV

J Zkoumejme nyní Z := F−1(0). Pokud je f dostate£n¥ kvalitní, pak je
Z jednorozm¥rným objektem, jehoº komponenty jsou cesty a cykly
(pro názornost si m·ºeme p°edstavovat jednorozm¥rné ºíºalky a
gumi£ky).
Navíc jsou koncové body t¥chto cest situované na spodní nebo horní
kopii sféry Sn (kde t = 0 nebo t = 1), a proto jsou nulovými body
zobrazení f nebo g. Cykly, na druhou stranu, krajních sfér nikdy
nedosáhnou a pohybují se uvnit° klobouku.



Geometrický d·kaz Borsukovy-Ulamovy v¥ty V

K P°edpokládáme-li, ºe f nemá nulové body a víme-li, ºe g má nulové
body pouze dva a to na pólech, odvodíme z toho snadno, ºe musí
existovat cesta γ, která spojuje n a s (tj. severní a jiºní pól).

L Sledujeme-li dále cestu γ z bodu n, pak se £ást za£ínající v bodu s
musí chovat symetricky vzhledem k zobrazení ν (p°esn¥ji: je-li délka
cesty γ jednotková, pak ν(γ(z)) = γ(1− z) pro z ∈ 〈0, 1〉).

M Tyto dva konce cesty se ov²em nikdy nem·ºou sejít: Symetrické
cesty z n do s totiº v X neexistují (p°esn¥ji: znamenalo by to, ºe
ν(γ(12)) = γ(

1
2) a to nelze, nebo´ ν nemá pevný bod).
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Na památku Stana Ulama: Hranice významu
(Gian-Carlo Rota, profesor na MIT)



Na památku Stana Ulama: Hranice významu
(Gian-Carlo Rota, profesor na MIT)

Trvalo mnoho let, neº jsem si uv¥domil, jaká byla skute£ná profese Stana
Ulama. Mnoho z nás, kte°í s ním v Laborato°i pracovali, velice dob°e
v¥d¥lo o jeho hluboké nechuti k samot¥. Nebylo nijak neobvyklé, ºe vám
volal v prazvlá²tních hodinách, abyste jej osvobodili z osam¥losti jeho
hotelového pokoje nebo prázdnoty jeho kancelá°e - poté, co jiº vy£erpal
svou pravidelnou denní dávku transatlantických telefonních hovor·.
Kdyº jsem se ho jednoho dne kone£n¥ odváºil zeptat, pro£ s takovou
urputností neustále vyhledává spole£nost, bez váhání odpov¥d¥l:
�Protoºe kdyº jsem sám, nemohu si pomoct, ale jsem proti své v·li nucen
vymý²let nové a nové v¥ci, a vidím toho tolik, o £em bych rad¥ji v·bec
nep°emý²lel!� V tu chvíli jsem spat°il pravou podobu tohoto muºe. Muº,
který byl nejspí²e drºitelem rekordu ve správných matematických
odhadech, matematik, který dovedl porazit inºenýry v jejich h°e, který
um¥l posoudit charakter £lov¥ka nebo události jediným pohledem, byl
z°ejm¥ jedním z posledních £len· prastarého cechu v¥²tc·. (. . . )
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D·sledky Borsukovy-Ulamovy v¥ty

P°íklad
Vezmeme-li balón a �rozplácneme� ho na podlahu, pak alespo¬ jedna
dvojice antipodálních bod· bude rozplácnuta na sebe.



D·sledky Borsukovy-Ulamovy v¥ty

P°íklad
Vezmeme-li balón a �rozplácneme� ho na podlahu, pak alespo¬ jedna
dvojice antipodálních bod· bude rozplácnuta na sebe.

P°íklad
P°edpokládejme, ºe se tlak a teplota vzduchu na Zemi m¥ní spojit¥
vzhledem k poloze. Pak m·ºeme v kaºdém okamºiku najít dvojici
antipodálních bod·, v nichº je stejný tlak i teplota.



V¥ta o ²unkovém sendvi£i

V¥ta

Nech´ M1,M2, . . . ,Mn jsou (m¥°itelné) omezené podmnoºiny Rn. Pak
existuje n− 1-rozm¥rná nadrovina, která kaºdou z mnoºin d¥lí na dv¥
stejn¥ velké £ásti.
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V¥ta o ²unkovém sendvi£i

V¥ta

Nech´ M1,M2, . . . ,Mn jsou (m¥°itelné) omezené podmnoºiny Rn. Pak
existuje n− 1-rozm¥rná nadrovina, která kaºdou z mnoºin d¥lí na dv¥
stejn¥ velké £ásti.

V¥ta
Nech´ µ1,µ2, . . . ,µn jsou takové kone£né borelovské míry na Rn takové,
ºe kaºdou nadrovinu v Rn m¥°í nulou. Pak existuje nadrovina h, pro niº

µi(h
+) =

1

2
µi(Rn), pro i = 1, 2, . . . ,n,

kde h+ zna£í jeden z poloprostor· ur£ených h.



V¥ta o zlod¥jích náhrdelník·

Dva zlod¥ji zcizili vzácný náhrdelník sloºený z drahých kamen·, které
jsou vsazeny do platiny. Zlod¥ji se cht¥jí mezi sebou spravedliv¥ rozd¥lit,
neznají v²ak hodnoty jednotlivých drahých kamen· a °ezáním náramku
by také rádi p°i²li o co nejmén¥ vzácné platiny. Jaký nejmen²í po£et °ez·
je nutný, aby mezi sebou náhrdelník spravedliv¥ rod¥lili?

V¥ta

M¥jme (otev°ený) náhrdelník sloºený z n druh· kamen·, p°i£emº po£et
kamen· kaºdého druhu je sudý. Pak lze náhrdelník spravedliv¥ rozd¥lit
mezi dva zlod¥je tak, ºe po£et °ez· bude men²í neº n.
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V¥ta o neu£esaném jeºkovi

V¥ta (pomocná)

Pro spojité zobrazení sféry f : S2 → S2 (ne nutn¥ na) existuje bod x, ºe
f(x) = x (tj. pevný bod) nebo bod x, ºe f(x) = −x (tj. posílá bod na
jeho antipod).

V¥ta (o £esání jeºka)

Spojité zobrazení g, které kaºdému bodu sféry x ∈ S2 p°i°adí vektor g(x)
te£ný k sfé°e v bod¥ x musí mít alespo¬ jeden nulový bod.

D·kaz.
P°edpokládejme existenci takového zobrazení g, které je v²ude nenulové.
Zobrazení g p°irozeným zp·sobem de�nuje f : S2 → S2, jak vidno na
obrázku:
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Populární d·sledky.

A Jeºek srolovaný do klubí£ka má alespo¬ jeden nebezpe£ný osten,
který z n¥j tr£í kolmo.

B Kouli nelze u£esat, aniº by n¥kde nem¥la kohouta.

C Pokud na Zemi proudí alespo¬ n¥jaký vítr, pak je na ní v kaºdém
okamºiku alespo¬ jeden bod, kde se nachází cyklon.
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Scottish Book podruhé

A Anglický p°eklad opat°ený Ulamovým komentá°em vydala roku
1957 Los Alamos National Laboratory.

B Roku 1981 vydal R. Daniel Mauldin Scottish Book znovu spole£n¥ s
dosud známými °e²eními uvedených problém·.

C �ada problém· z·stává nevy°e²ena!
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Scottish Book podruhé

D Roku 1973 vy°e²il ²védský matematik Per En�o slavný Mazur·v
�problém za husu� , kdyº na²el kompaktní operátor T : X→ Y mezi
Banachovými prostory X, Y, který není limitou kone£n¥
dimenzionálních operátor·. Tím také ukázal, ºe separabilní
Banach·v prostor nemusí mít Schauderovu bázi a vyslouºil si husu:



Per En�o

A Per En�o vy°e²il také tzv. problém invariantních podprostor· (více
neº 40 let otev°ený).

B Per En�o je také aktivním koncertním pianistou.

Obrázek : Per En�o v Carnegie Hall, New York, rok 2013
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Borsukova domn¥nka

Pr·m¥r mnoºiny M ⊂ Rn zna£íme diam(M) a de�nujeme jej jako
�nejv¥t²í vzdálenost mezi dv¥ma body M� , p°esn¥ji

diam(M) := sup{‖x− y‖ : x, y ∈M}.

Domn¥nka
M·ºeme kaºdou mnoºinu M ⊂ Rn s kone£ným
pr·m¥rem diam(M) > 0 rozd¥lit na nejvý²e n+ 1
mnoºin men²ího pr·m¥ru?
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Borsukova domn¥nka

Borsukova v¥ta
Pro kaºdé n > 0 existuje d¥lení jednotkové sféry v Rn, tj. mnoºiny
Sn−1, na nejvý²e n+ 1 £ástí ost°e men²ího pr·m¥ru.

Pozorování

A V obecném p°ípad¥ si v Rn nevysta£íme s mén¥ neº n+ 1 £ástmi.
Viz úse£ka, trojúhelník, . . . .

B Bez újmy na obecnosti m·ºeme uvaºovat mnoºiny s pr·m¥rem 1.
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Borsukova domn¥nka platí pro n = 1

D·kaz.

A Kaºdá podmnoºina R s pr·m¥rem 1 m·ºeme být vepsána do
intervalu s pr·m¥rem 1:

B Interval rozd¥líme na dv¥ £ásti, p°i£emº kaºdá má men²í pr·m¥r,
neº p·vodní mnoºina:
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Borsukova domn¥nka platí pro n = 2

D·kaz.

A Máme omezenou mnoºinu v R2:

B Kaºdá podmnoºina R2 s pr·m¥rem 1 m·ºe být vepsána do
rovnostranného trojúhelníka s pr·m¥rem 6

√
3:
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Jungova v¥ta

Pro kompaktní (tj. omezenou a uzav°enou) mnoºinu K ⊂ Rn s
polom¥rem d existuje uzav°ená koule s polom¥rem

r 6 d
√

n

2(n+ 1)
,

která K obsahuje.



Borsukova domn¥nka platí pro n = 2

D·kaz.

A Máme omezenou mnoºinu v R2:

B Kaºdá podmnoºina R2 s pr·m¥rem 1 m·ºe být vepsána do
rovnostranného trojúhelníka s pr·m¥rem 6

√
3:



Borsukova domn¥nka platí pro n = 2

D·kaz.

C Trojúhelník rozd¥líme na t°i kusy s men²ím pr·m¥rem:

D Kaºdý kus Ri má pr·m¥r Di, i = 1, 2, 3, kde

Di 6

√
3

2
< 1
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P°ehled výsledk·

Poznámka
Hadwiger dokázal, ºe Borsukova domn¥nka platí pro hladká konvexní
t¥lesa v Rn.

A Roku 1993 J. Kahn, G. Kalai na²li protip°íklad pro n = 1325. Dále
dokázali, ºe Borsukova domn¥nka neplatí pro ºádné n > 2014.

B A. Nilli na²la protip°íklad pro n = 946.
C A. M. Raigorodskii pro n = 561.
D B. Weiÿbach pro n = 560.
E A. Hinrichs pro n = 323.
F I. Pichurko pro n = 320.
G A. Hinrichs a C. Richter pro n = 298.
H Roku 2013 A. Bondarenko ukázal, ºe Borsukova domn¥nka je

chybná pro n > 65.
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