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N f(x)dx:= lim F(y)— lim F(x
) [ feodki= lim Fly) = lim F(x).
Termin “Newton(iv integral” pro tento pfirlistek pochazi patrné od Jarnika
a v zahrani¢ni literatufe se témér nevyskytuje.
Newton se urCité nezabyval tfidou takto “integrovatelnych” funkci.
Nas to samozfejmé zajimat bude.
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Sir Isaac Newton (1643-1727)
Portrét od Godfreye Knellera (1689)
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Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716)
portrét od Bernharda Christopha Franckeho (cca 1700)
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Priklad. Bud F(x) =|x| a

[P, =20,
{1

Potom f nema Newtonuv integral pres [—1, 1], protoZe nema na tomto
intervalu primitivni funkci.
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kone¢nd mnozina, kde se od F nevyZzaduje derivace, ale jen spojitost.
Takové zobecnéni je Gcelové, umélé a nefesi podstatu problému.

Ale precijen vyhoda: ma-li f integral pres dva sousedici intervaly, ma i pres
jejich sjednoceni.
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Priklad. Necht k je pfirozené Cislo. Bud

2 1
X~ sin -
F(x) = xk’
0,
af=F.
Jan MALY Od Newtona...
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Necht [a, b] je uzavieny omezeny interval. Mnozinu D podintervali [a, b]
nazveme (obyCejnym) délenim intervalu [a, b], jestlize existuji
a=xg <x3 <---<x;,=>btak, ze

D={[xi—1,x]: i=1,...,m}.
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Necht § > 0. Rekneme, ze riemannovské déleni D je d-jemné, jestlize pro
véechna i=1,....mje x; — xj_1 < 9.

Uvazujme funkci f: [a, b] — R a riemannovské déleni D intervalu [a, b], viz
(1). Potom riemannovsky soucet f pres D je Cislo

m

R(f,D) = f(&)(xi — xi-1)-

i=1
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Cislo Z nazveme Riemannovym integralem funkce f pres [a, b], jestlize
Ve > 039> 0 tak, ze pro kazdé d-jemné déleni D intervalu [a, b] je

IZ — R(f,D)| < e.

Takové Cislo Z je nejvyse jedno. Znacime

(R) /ab £(x) dx.
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Takové Cislo Z je nejvyse jedno. Znacime
b
(R) / £(x) dx.
a

A.L. Cauchy dokazal, ze kazda spojita funkce f na uzavfeném omezeném
intervalu ma Riemannuv integral.

AZ na to, ze tehdy to jesté nebyl Riemanniv integral. B. Riemann prisel se
svou definici pozdéji. Jeho zasluha je hlavné v tom, Ze nepfedpokladal
spojitost, ale zaved| tfidu integrovatelnych funkci, pro které jeho definice
dava vysledek.
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Augustin Louis Cauchy (1789-1857)
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Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)
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V ucebnicich se obvykle zavadi horni a dolni Riemannovské soucty pro
obycejna déleni, horni a dolni Riemanniiv integral a Riemanniv integral se
definuje pro funkce, na nichz horni a dolni integral dava stejnou hodnotu.
Tento pristup pochazi ale od J.-G. Darbouxe. Pro¢ se tomu Fika
Riemanntiv integral?
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V ucebnicich se obvykle zavadi horni a dolni Riemannovské soucty pro
obycejna déleni, horni a dolni Riemanniiv integral a Riemanniv integral se
definuje pro funkce, na nichz horni a dolni integral dava stejnou hodnotu.
Tento pristup pochazi ale od J.-G. Darbouxe. Pro¢ se tomu Fika
Riemanntiv integral?

@ Riemann byl dFiv, a proto se mu pfipisuje vétsi zasluha.

e Oba pristupy davaji stejnou tridu integrovatelnych funkci.

Darbouxova definice Riemannova integralu se poklada za lepsi z
metodického hlediska.
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Jean-Gaston Darboux (1842-1917)
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Riemannovska definice integruje i nékteré nespojité funkce, napf. funkce po

castech spojité. Existuji ale jednoduché integraly, které Riemannova
definice nezvladne, napt.
o0 1 0o
/ x2dx = [_7] =1,
1 X411

1
/ x 12 dx = [2\/)?](1) =2.

0
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Tomu se néktefi autofi ucebnic snazi odpomoci umélymi Gpravami,
napfiklad zavadéji “zobecnény” Riemanndv integral jako limitu

Riemannovych integrala pfes podintervaly. Takové definice jsou ale umélé a
neodstrani princip pro¢ riemannovska definice selhava. Funkce |x|~1/2 ma
“zobecnény Riemannav integral” pres [—1,0] a pres [0, 1], ale uz ne pfes

[~1,1].
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Ale co hiif. Riemannova definice selhava i na omezenych funkcich na
omezeném intervalu.
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0, x iracionalni,
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Ale co hiif. Riemannova definice selhava i na omezenych funkcich na
omezeném intervalu. Uvazujme Dirichletovu funkci

. 1, x racionalni
dir(x) =< '

0, x iracionalni,

Potom funkce dir neni Riemannovsky integrovatelna pres [0, 1].
Usporadejme viechna racionalni Cisla do posloupnosti {gn}, a polozme
17 Xe{Qla--~7Qn}7
fn(X) = ..
0, jinak.

Potom funkce 7, jsou riemannovsky integrovatelné a

lim f, = dir,
n—oo

takze limita riemannovsky integrovatelnych funkci neni riemannovsky
integrovatelna (pres [0, 1]), ackoli ma horni i dolni integral konecny.
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Ale co har. Existuje derivace, ktera neni Riemannovsky integrovatelna.
(takze newtonovsky ano, riemannovsky ne). Vime, Ze existuje derivace na

[—1,1], kterad je neomezena u nuly, ta nemize byt Riemannovsky
integrovatelna pres [—1, 1].
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Ale co har. Existuje omezena derivace, kterad neni Riemannovsky
integrovatelna. Konstrukce takové funkce je tézka. Ukazme si nejprve
stavebni kdmen. Uvazujeme interval (a, b) a funkci

Faslx) = (x = a)*(b=x)"sin C—s =5~y

Potom F, , ma omezenou derivaci na (a, b), ale tato derivace nema
jednostranné limity v ay ani v b_. Nyni uvazujeme posloupnost {(aj, b;)};
navzajem disjunktnich intervald tak, ze jsou husté v (0, 1), ale jejich soucet
délek je mensi nez 1. Polozme

F(x) = {gaj7bj(X), x € (aj, b)),

, jinak.

Potom F ma v3ude derivaci ale ta neni Riemannovsky integrovatelna.
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Shrnuti (a dalsi moudra). Riemannova i Newtonova definice se hodi k
integrovani spojitych funkci na omezeném uzavreném intervalu, dale kazda
k integrovani nékterych nespojitych funkci.
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funkci je velmi neuspokojivy, nap¥. Dirichletovu funkci nezintegruje zadna

z nich.

Vyhodou Riemannova pfistupu je, ze v presnych terminech popisuje jak
intuitivné vnimame zadani: obsah plochy pod grafem funkce. Je pouzitelna
pro numerickou integraci.

Vyhodou Newtonova pfistupu je, ze popisuje, jak se integral opravdu pocita
v kalkulu.. .. tedy pokud umime najit primitivni funkci.

Pokud néktera funkce ma integral podle obou definic, pak vyjde podle obou
stejné. Tzv. Zakladni véta kalkulu: Je-li F/ = f, f Riemannovsky
integrovatelna na [a, b], pak

b
(R)/a f(x) dx = F(b) — F(a).
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Riemannova definice integralu pocita s délkou intervalu. H. Lebesgue
vymyslel metodu jak méfit obecné podmnoziny pfimky (dokonce i
vicerozmérného prostoru). Mame tedy k dispozici systém 9t méritelnych
podmnozin R a na ném Lebesgueovu miru A.
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podmnozin R a na ném Lebesgueovu miru A\. Zmifiime dileZité vlastnosti:
@ pro véechna a< b€ R, [a,b] € M a A([a,b]) = b — a,
o A; € M, Aj po dvou disjunktni = [JZ; A; € M a

A(G Aj) = iA(Aj).
j=1 j=1

Necht M € 90t. Rekneme, Ze funkce f: M — R je méfitelna, jestlize pro
viechna c € R je {x: f(x) > c} € M.

Lebesgueovské déleni D métitelné mnoziny M je konecny systém {A;};
navzajem disjunktnich méfitelnych podmnozin M. Oproti riemannovskému
déleni, A; nemusi byt intervaly.
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Necht M C R je méfitelna mnoZina a f: M — R je nezdpornd méritelna
funkce. Necht D = {Aq,...,An} je Lebesgueovské déleni M, pfirad me
dolni soucet

L(f,D)=>_ \A)) inf £
j=1 /
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Necht M C R je méfitelna mnoZina a f: M — R je nezdpornd méritelna
funkce. Necht D = {Aq,...,An} je Lebesgueovské déleni M, pfirad me
dolni soucet

L(f,D)=>_ \A)) inf £
j=1 /

Lebesguetiv integral funkce f definujeme jako supremum vsech
(lebesgueovskych) dolnich souétd. Mize vyjit i +oo.

Pro funkce stridajici znaménko definujeme Lebesgueilv integral tak, aby
integral rozdilu byl rozdil integralti, pomoci rozkladu funkce na kladnou a
zapornou cast. Pokud to vede k neurcitému vyrazu oo — oo, zlistava
Lebesguetiv integral nedefinovan.
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Henri Léon Lebesgue (1875-1941)
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Vyhody Lebesgueova integralu:
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Nevyhody Lebesgueova integralu:

o Poklada se za nepochopitelny pro studenty. Nedava se do ucebnich
plant kalkulu. Démonizuje se.

@ Nezahrnuje tzv. neabsolutné konvergentni integraly. Neintegruje

vechny derivace.
1
1 1
/ —sin — dx,
0 X X

0o -
Sin X
dx
0 X

maji smysl jako Newtonovy, ale ne jako Lebesgueovy.

Priklady. Integraly

Jan MALY Od Newtona...
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Problém. Nedal by se vymyslet integral, ktery by zahrnul Lebesgueiv i
Newtoniéiv? Ve stfedu zajmu pred sto lety.
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Reseni. A. Denjoy (1884-1974) [2]. Definice velmi slozita.

Jiné (téz slozité) definice, davajici stejnou tfidu integrovatelnych funkci:
N. N. Luzin (1883-1950) [6],

O. Perron (1880-1975) [7] ... viz pojednani v Jarnikové knize.
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Newtoniéiv? Ve stfedu zajmu pred sto lety.

Reseni. A. Denjoy (1884-1974) [2]. Definice velmi slozita.

Jiné (téz slozité) definice, davajici stejnou tfidu integrovatelnych funkci:
N. N. Luzin (1883-1950) [6],

O. Perron (1880-1975) [7] ... viz pojednani v Jarnikové knize.

Ve skute€nosti nékteré z téchto definic funguji na jesté sirsi tridu
integrovatelnych funkci, nez mame na mysli . ..
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Arnaud Denjoy (1884-1974)
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Objev padesatych let: k Denjoy—Perronové integralu Ize dojit malou
modifikaci ptivodni Riemannovy definice! Nezavisle J. Kurzweil, [4] a R.
Henstock, [3].
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modifikaci ptivodni Riemannovy definice! Nezavisle J. Kurzweil, [4] a R.
Henstock, [3].

Necht 4 : [a, b] — (0, 00) je funkce (tzv. mérka). Rekneme, Ze
Riemannovské déleni D :a=x0 <& <x1 < < xm1 <&n<xm=0>b
je O-jemné, jestlize

X,'—X,'_1§5(£,'), i=1,...,m

Cislo Z nazveme (Henstock-)Kurzweilovym integralem funkce f pres [a, b],
jestlize V € > 0 existuje mérka § tak, ze pro kazdé §-jemné déleni D
intervalu [a, b] je

|Z — R(f,D)| <e.

Takové Cislo Z je nejvyse jedno. Zna&ime
b
(HK)/ f(x) dx.
a

Jediny rozdil proti Riemannové definici: 0 neni konstanta.
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F
Ralph Henstock (1923-2007)
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Jaroslav Kurzweil (*1926)

Jan MALY Od Newtona... 27 / 32



Kurzweililv integral je neabsolutné konvergentni, podobné jako Fada
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Nevyhody neabsolutné konvergentni integrace: potiebuje bohatou strukturu
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konvergentni fady berou v Gvahu usporadani pfirozenych isel).
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Kurzweililv integral je neabsolutné konvergentni, podobné jako Fada
520 1 (=1)"L je neabsolutn& konvergentni.

Nevyhody neabsolutné konvergentni integrace: potiebuje bohatou strukturu
(napf. bere v Gvahu usporadani redlnych cisel, podobné jako neabsolutné
konvergentni fady berou v Gvahu usporadani pfirozenych isel).

Slo by nahradit Riemannav integral Kurzweilovym ve vyuce kalkulu?

Pokusy byly, napf. [5], ale zatim se moc neujalo.
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Kurzweiliv integral vznikl drobnou Gpravou Riemannovy “konstruktivni”
definice. Velmi novy objev: Stejné mocny integral (co se tyce tFidy
integrovatelnych funkci) lze zavést drobnou Gpravou Newtonovy
“deskriptivni” definice, [1].
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integrovatelnych funkci) lze zavést drobnou Gpravou Newtonovy
“deskriptivni” definice, [1].
Necht F,f: (a, b) — R jsou funkce. Rekneme, ze F je neurcity integral
Bendové, &i ze f je derivace Bendové funkce F, jestlize existuje rostouci
funkce v: (a, b) — R (tzv. kontrolni funkce) tak, ze pro viechna x € (a, b)
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definice. Velmi novy objev: Stejné mocny integral (co se tyce tFidy
integrovatelnych funkci) lze zavést drobnou Gpravou Newtonovy
“deskriptivni” definice, [1].

Necht F,f: (a, b) — R jsou funkce. Rekneme, ze F je neurcity integral
Bendové, &i ze f je derivace Bendové funkce F, jestlize existuje rostouci
funkce v: (a, b) — R (tzv. kontrolni funkce) tak, ze pro viechna x € (a, b)
je

im FO) = FO) =)y —x) _
im =0.
yx 1(y) = (%)

Urcity integral se pak definuje jako pfirtistek neurcitého.

Jan MALY Od Newtona... 20 / 32



Hana KruliSova roz. Bendova (*1988)
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Vyhody integralu Bendové:
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Vyhody integralu Bendové:
@ Naprosto elementérni definice

@ Snadna manipulace pfi ditkazech vzorci, jako per partes a substituce
(derivace soucinu a slozené funkce)

@ Snadny dokaz véty o monotonni konvergenci

@ Lze vybudovat miru jako integral z charakteristické funkce
Zakon zachovani obtiznosti:

@ Prinik dvou méfitelnych mnozin je méfitelny — ditkaz uz neni tak
kristalové jednoduchy

Nevyhoda:

@ Zobecnéni do vy3si dimenze ztraci eleganci a ndzornost
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