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Dlkazy existence

Dikaz myslenou konstrukci

Je metodou dokazovani existence matematického objektu X s
urcitymi vlastnostmi, pfi niz se tento objekt pfimo zkonstruuje.
Tento druh dikazu se také nazyva dukaz uvedenim prikladu.

Nekonstruktivni (existenéni) dikaz

Je metodou dokazovani existence matematického objektu X s
urcitymi vlastnostmi, kterd sice prokaze existenci takového X,
ale nelze z ni zddnym zplsobem ziskat ani jediny pfiklad
objektu, ktery by za X mohl byt zvolen.
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DlUkaz myslenkovou konstrukci

Priklad
Existuje funkce spojita na R, kterd nema v jednom bodé
derivaci.

Definujeme funkci f jako

in(
Flx) = xsm(x) pokudx;éO.
0 pokud x =0

Zfejmé plati

1
Iimxsin(—):o
x—0 X
a
hsin($)-0 1
f (0)= lim —————— = lim sin(—) neexistuje!
+ h—0+ h h—0+ h

Funkce f je tedy spojitd na R a v bodé 0 nema derivaci.
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Nekonstruktivni (existen¢ni) dikaz

Priklad
Existuje nekonecné mnoho prvocisel (Cisel délitelnych pouze
sebou samymi a ¢islem 1).

m Budeme postupovat sporem: Predpokladejme, Ze prvocisla
tvori kone¢nou mnozinu {p1, p2,...,pm}.

m Sestrojime &islo C=p1-p2---pm-1-pm+ 1, které neni
délitelné zddnym prvocislem.

m Cislo C neni prvoéislem (protoze je vétsi nez kazdé
prvocislo), proto je délitelné ¢islem 1 < C; < C. Cislo Cy
nemuze byt prvocislo (protoze C; neni délitelné Zadnym
prvocislem), takze je opét délitelné Cislem 1 < C, < C;.
Cislo C, nemize byt prvodislem, proto je délitelné &islem
1 < C3 < C,. Timto zpUsobem vytvofime klesajici
posloupnost pfirozenych Cisel (Cp), coZ neni mozné.
Dostavame spor.
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Hlavni otazky dne

= Jak pozname, Ze je mnozina mala a velka?

= Je mozné takové rozlisSeni néjak vyuzit?
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Mohutnost mnozin

m Mohutnost mnoziny A je stejna jako mohutnost mnoziny C
(znac¢ime |A| = |B|), pokud existuje bijekce (tj. prosta
surjekce) mezi A a B.

m Nekonecna mnozina A je spocetna, pokud ma stejnou
mohutnost jako mnozina prirozenych ¢&isel N. To znamen3,
ze se jeji prvky daji zapsat do posloupnosti
A= {a1, az,a3,...}.

® Mohutnost mnoziny redlnych ¢&isel R se nazyva kontinuum.
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®m Mnozina celych ¢isel Z={0,1,-1,2,—-2,3,-3,...} je
spocetna.
® Mnozina raciondlnich cCisel Q je spocetna.

Pro kazdé prirozené Cislo k totiZ existuje jen konecny pocet
racionélnich ¢isel g (pricemzgeZ*, peZ ap,qjsou
nesoudélnad) splnujicich |p| + g = k. VypiSeme nejprve ta,
pro néz k =1, pak ta, pro néz k = 2 a tak déle:
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Priklady spocetnych mnozin

®m Mnozina celych ¢isel Z={0,1,-1,2,—-2,3,-3,...} je
spocetna.
® Mnozina raciondlnich cCisel Q je spocetna.

Pro kazdé prirozené Cislo k totiZ existuje jen konecny pocet
racionélnich ¢isel g (pricemzgeZ*, peZ ap,qjsou
nesoudélnad) splnujicich |p| + g = k. VypiSeme nejprve ta,
pro néz k =1, pak ta, pro néz k = 2 a tak dale:
{01—12—21—11—1}

1’1"1°171°2°273 3

m Sjednoceni spocetné mnoha spocetnych mnozin je opét
spocetnd mnozina.



Priklady spocetnych mnozin
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Cantorova véta

Véta (Cantor, 1874)

Pro kaZdou posloupnost redlnych Cisel x1, x2, X3, ... existuje
takové x € R, Ze x # xp pro vsechna n. Jinak fe¢eno: Mnozina R
je nespocetna.

Alternativni ddkaz nevyuzivajici ,diagondlni argument”.

m Necht’ je I; uzavreny interval takovy, ze x; € I1.

m Necht' je I, uzavreny podinterval /1 takovy, ze x; € I>.

m Indukci definujeme klesajici posloupnost uzavienych
intervald (/n). Indukéni krok: Necht' /I, je uzavieny
podinterval I,—1 takovy, ze x, & I,.

m Z analyzy vime, Ze klesajici posloupnost uzavienych
intervalld ma neprazdny prinik. Existuje tedy x € (/», kde
X # Xn pro vsechna n.



Algebraicka a transcendentni Cisla

Algebraicka cisla

Komplexni ¢islo z nazveme algebraickym, pokud vyhovuje
rovnici

ap+aiz+axz>+--++anz"=0
s celymi koeficienty, pricemz aspon jeden je nenulovy.
Stupen algebraického Cisla z je nejmensi prirozené cislo n, ze z
je korenem polynomidlni rovnici stupné n.

Racionalni ¢isla jsou algebraicka stupné 1, &islo v/2 je
algebraické stupné 2.



Algebraicka a transcendentni Cisla

Algebraicka cisla
Komplexni ¢islo z nazveme algebraickym, pokud vyhovuje
rovnici

ao+a1z+az>+---+apz" =0
s celymi koeficienty, pricemz aspon jeden je nenulovy.
Stupen algebraického Cisla z je nejmensi prirozené cislo n, ze z
je korenem polynomidlni rovnici stupné n.
Racionalni ¢isla jsou algebraicka stupné 1, &islo v/2 je
algebraické stupné 2.

Transcendentni Cisla

Komplexni ¢islo nazveme transcendentnim, pokud neni
algebraické.
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Véta
Mnozina redlnych algebraickych Cisel je spocetna.

m Definujeme vahu polynomu f(x) = Zg aix' jako ¢islo
n+28 |aij]. Kazdy polynom ma vahu alespon 2.

m Existuje jen kone¢né mnoho polynomt dané vahy. Ty
usporadame (napriklad lexikograficky).
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tak posloupnost polynomu fy, f5, ..., v niz se kazdy
polynom stupné alespon 1 objevi praveé jednou.



Existuji transcendentni Cisla?

Véta
Mnozina realnych algebraickych Cisel je spocetna.

m Definujeme vahu polynomu f(x Zo aix' jako &islo
n +ZO laj]. Kazdy polynom ma vahu alespon 2.

m Existuje jen kone¢né mnoho polynomd dané vahy. Ty
usporadame (napriklad lexikograficky).

m Vezmeme nejprve polynomy vahy 2, pak 3 atd. Ziskame
tak posloupnost polynomu f, f>, ..., v niz se kazdy
polynom stupné alespon 1 objevi praveé jednou.

m Kazdy polynom md nejvyse konec¢né mnoho redlnych
nulovych bodd. Protoze sjednoceni spo¢etné mnoha
konecnych mnozin je spoCetnd mnozina, je mnozina
redlnych algebraickych ¢isel spocetna.



Algebraicka a transcendentni Cisla

Protoze vSech redlnych Cisel je kontinuum a algebraickych cisel
je jen spocetné, existuji transcendentni ¢isla a je jich v smyslu
mohutnosti dokonce vétsina.

To mdzeme tvrdit, aniz bychom nalezli byt’ jedno jediné

transcendentni cislo.
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Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Véta
V roviné existuji body, které nemohou byt zkonstruovany z
jednotkové uselky pouze pomoci kruZitka a pravitka.

m Konstrukci zacindme se dvéma body a zajimaji nds pouze
konstrukce s kone¢nym poctem krokda.

m Pokud je po n-tém kroku k dispozici kone¢né mnoho
zkonstruovanych bodd a kone¢né mnoho kfivek, dalsi
konstrukci kruzitkem nebo pravitkem ziskame opét jen
kone¢né mnoho zkonstruovanych bodl nebo kfivek.

m Zkonstruovatelnych bodi je tedy spo¢etné mnoho.

m BodU v roviné je vSak kontinuum, a proto existuji
nezkonstruovatelné body.



Aus dem Paradies, das Cantor
uns geschaffen, soll uns
niemand vertreiben konnen.

David Hilbert
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rednaska Matematlka maleho bude pokracovat po reklamni vsuvce
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Tajemstvi bleskové matematiky

Jednoduché matematické triky a
tajemstvi uvedena v této publikaci
R LR | S jednou provzdy zméni vas pohled
na svét ¢isel. Kniha vas zasvéti do
metod, jaké pouzivaji skute¢ni
zézracni poctari. Ve velmi kratkém
TAJEMSTVi ¢ase dokdzete z hlavy provédét
BLESKOVE Gzasné vypocty, které byste diive
MATEMATIRY povazovali za zhola nemozné.
Osvojite si metody uzndvaného
»matemagika“ Arthura Benjamina,
ktery se zde déli o své zkusenosti s
bleskovym pocitanim a odhaluje
ohromuijici triky pro zachazeni s
Cisly. Tato publikace také
dramaticky zlepsi vasi numerickou
pamét’ a naudi vas - mozna vibec
poprvé - mit z matematiky radost.
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Osklivé spojité funkce

Problém

Existuje spojita funkce na R, kterda nema derivaci v zadném
bodé?

m Otazku zodpovédél kladné Bernard Bolzano kolem roku
1831, ale své vysledky nepublikoval publikovany.

m Problém nezavisle vyresil Karl Weierstrass roku 1872. Slo o
dllezity moment protoze mezi matematiky stale panovalo
presvédceni, Zze kazda spojitd funkce muize byt bez
derivace jen na mnoziné izolovanych bodu.

m ,Mohutnostni argument” nelze pouzit!

® Neni mozné namisto mohutnosti pouzit odliSny koncept?



Weierstrassovo monstrum
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m Dnes je zndma celd rada spojitych funkci, které nemaiji
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Weierstrassovo monstrum

m Dnes je zndma cela rada spojitych funkci, které nemaiji
nikde derivaci. Mezi prvnimi takovou funkci zkonstruoval
Karl Weierstrass predpisem:

f(x)= Z a" cos(b"mx),
n=0

kde 0 < a <1, b je liché pfirozené &islo a ab > 1 + 3.

m Je dosti obtizné dokazat, Zze Weiestrassova funkce neméa
nikde derivaci.

m Uvedené poéqdavky na konstanty jsou pomérné
neprirozené. Clovék by ocekaval, ze bude stacit, aby
ab > 1. Tato hypotéza odolavala pres Ctyricet let a az v
roce 1916 dokazal G. H. Hardy, Ze funkce f nema nikde
derivaci, jakmile ab > 1.



ProC nelze pouzit mohutnostni argument?
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Mohutnost mnoziny spojitych funkci

m Protoze konstanty jsou spojité funkce, a je jich kontinuum,
ma mnozina spojitych funkci mohutnost alespon
kontinuum.

m Spojitd funkce je jednoznacné urcend svymi hodnotami na
mnoziné racionalnich ¢&isel, kterych je spocetné mnoho.
Proto ma& mnozina spojitych funkci mohutnost nejvyse
|RN| = |R| = kontinuum.

m Podle Cantorovy-Bernsteinovy véty maji proto spojité
funkce mohutnost kontinuum.

Mohutnost mnoziny diferencovatelnych funkci
m Konstanty jsou diferencovatelné funkce a je jich
kontinuum, proto je diferencovatelnych funkci alespon
kontinuum.
m Diferencovatelné funkce jsou spojité a téch je kontinuum,
proto maiji diferencovatelné funkce mohutnost nejvyse
kontinuum.



Mohutnost mnoziny spojitych funkci

m Protoze konstanty jsou spojité funkce, a je jich kontinuum,
ma mnozina spojitych funkci mohutnost alespon
kontinuum.

m Spojitd funkce je jednoznacné urcend svymi hodnotami na
mnoziné racionalnich ¢&isel, kterych je spocetné mnoho.
Proto ma& mnozina spojitych funkci mohutnost nejvyse
|RN| = |R| = kontinuum.

m Podle Cantorovy-Bernsteinovy véty maji proto spojité
funkce mohutnost kontinuum.

Mohutnost mnoziny diferencovatelnych funkci

m Konstanty jsou diferencovatelné funkce a je jich
kontinuum, proto je diferencovatelnych funkci alespon
kontinuum.

m Diferencovatelné funkce jsou spojité a téch je kontinuum,
proto maiji diferencovatelné funkce mohutnost nejvyse
kontinuum.

m Podle Cantorovy-Bernsteinovy véty maji proto
diferencovatelné funkce mohutnost kontinuum.






René-Luis Baire
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pranik s kazdym neprazdnym podintervalem /. Dale
fikame, Ze je husta, pokud je husta v kazdém intervalu.

m Obecné: podmnozina A topologického prostoru X je hustd,
pokud protind kazdou neprazdnou otevienou podmnozinu
X.

m Mnozina A C R je ridkd, pokud neni hustd v Zzddném
intervalu. Jinymi slovy, pokud v kazdém intervalu najdeme
podinterval, ktery lezi v dopliku A.

m Obecné: podmnozina A topologického prostoru X je ridka,
pokud kazdd neprazdna oteviena podmnozina X obsahuje
neprazdnou otevienou podmnozinu lezici v dopliku A.
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Poznamky k hustoté a ridkosti

Priklady
®m Mnozina racionalnich ¢isel Q c R je spocetnd a husta.
m Cantorova mnozina ma mohutnost kontinua a je ridka.
m Zavér: Mohutnost a hustota spolu obecné nesouvisi.

Pozorovani

m Libovolnd podmnozina fidké mnoziny je také ridka
mnozina.

m Sjednoceni kone¢né mnoha fidkych mnozin je opét ridka
mnozina.

m Uzavér ridké mnoziny je znovu fidkd mnozina.
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Definice

m Rikdme, Ze mnozZina je prvni kategorie, pokud ji Ize vyjadfit
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Véta (Baire, 1899)

Kazda neprazdna otevrena podmnoZzina R je mnoZinou druhé
kategorie, nemiZe tedy byt zapsdna jako sjednoceni spocetné
mnoha fidkych mnozin.

m Dlkaz povedeme sporem. Predpokladejme, ze G = J, An,
kde G je neprazdna oteviend mnozina a kazda A, je ridka.
Zvolme interval Iy C G.

m Pak zvolime uzavieny podinterval /1 C Iy, ktery neprotina
A1. Dale zvolime uzavreny podinterval I, c /1, ktery
neprotind A,. A tak dale.

® Prdnik (), /n je neprézdny a ma prazdny prinik s kazdou
mnozinou A,. To je ovSem spor, protoze (), /n C lo € G.
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m Méjme funkci f : [0, 1] — R, kterd ma derivace vSech radd a
predpoklddejme, Ze pro kazdé x € [0, 1] existuje n € N
takové, Ze f("(x) = 0. Pak je f polynom.
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m Méjme funkci f : [0, 1] — R, kterd ma derivace vSech radd a
predpoklddejme, Ze pro kazdé x € [0, 1] existuje n € N
takové, Ze f("(x) = 0. Pak je f polynom.

m Uzavfeny interval v R nemUze byt vyjadien jako spocetné
sjednoceni disjunktnich neprazdnych uzavienych intervald.

m Kazdy metricky prostor bez izolovanych bod( je
nespocetny (proto jsou R a Cantorova mnozina
nespocetné).

m Banachova-Steinhausova véta jako jeden z pilifQ
funkcionalni analyzy.
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Hrac (1) dostal néjakou podmnozinu A c R. Hra probihd
nasledovné:

m Hrac (1) vybere néjaky uzavreny interval /7.
m Hrac (Il) vybere uzavreny podinterval /> C /7.
®m Hr&c (1) vybere uzavreny podinterval Is C /5.

m A tak dale. Oba hraci spole¢né vytvori klesajici posloupnost
uzavienych intervall I D 12 O ..., pfitemz hrac (1) urcil
intervaly s lichymi indexy a hrac (Il) se sudymi.

m Pokud je prdinik mnoziny A a (), /» neprazdny, vyhrava hrac
(I), v opacném pripadé vyhrava ().



Kdo zvitézi v Banachové-Mazurove hre?

Otazka

Ktery z hracl si dokéze chytrou volbou svych intervall zajistit
vyhru bez ohledu na tahy svého oponenta? Jinymi slovy: ktery
z hréd¢d ma ,vyhravajici strategii“?
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Kdo zvitézi v Banachové-Mazurove hre?

Otazka

Ktery z hracl si dokaze chytrou volbou svych intervall zajistit
vyhru bez ohledu na tahy svého oponenta? Jinymi slovy: ktery
z hrd¢l ma ,vyhravajici strategii“?

Odpovéd’
Hrac (I1) ma vyhravajici strategii, pravé kdyz je mnozina A
prvni kategorie.

Hrac (1) nemUze mit vyhravajici strategii, pokud A obsahuje
interval. Specialnim pfipadem mnozin obsahujicich intervaly
jsou neprazdné oteviené mnoziny. Ty jsou proto mnozinami
druhé kategorie.

Banach-Mazurova hra proto implikuje Bairovu vétu.
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m Metricky prostor je mnozina X vybavena metrikou d(x, y)
(funkci vzdalenosti dvou bod() definovanou na dvojicich
bodl X, kterd ma vlastnosti:

m d(x,y) >0 provSechny x £#£y,ad(x,y)=0
m d(x,y)=d(y,x)
B d(x,y) <d(x,y)+d(y, 2) (trojuhelnikova nerovnost)

m Posloupnost (x,) bodd X konverguje k bodu x € X, pokud
d(xp, X) — 0. Posloupnost nazveme konvergentni, pokud
konverguje k néjakému bodu.

m Posloupnost bodd (x,) se nazyva Cauchyovska
posloupnost, pokud pro kazdé € > 0 existuje n e N, zZe
d(x;j, X;) < € pro vSechna i,j > n.

m Kazda konvergentni posloupnost je Cauchyovska, ale
naopak to obecné pravda neni. Prostory, ve kterych to
pravda je, se nazyvaji Uplné.
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®m Mnozinu B(x,r) = {y : d(x,y) < r} nazveme kouli se
stredem x a polomérem r.

® Mnozina G c X je otevrend, pokud pro kazdé x € G
obsahuje G néjakou kouli se stfredem v x. Koule B(x, r) jsou
oteviené mnoziny, jejich libovolna sjednoceni a konecné
praniky také. Doplriky otevienych mnozin nazyvame
uzavienymi mnozinami. Mnozina F C X je uzaviend, prave
kdyZ pro kazdou posloupnost (x,) bodl v F konvergujici k x
plati x € F.

m Pojmy oteviené a uzaviené mnoziny ndm umozni
definovat husté mnoziny, mnoziny prvni a druhé kategorie
v obecnéjsim kontextu.

Véta (Baire)
Kazda neprazdna oteviena mnozina v uplném metrickém
prostoru je mnoZina druhé kategorie.
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Pojmové cviceni

Cviceni
Necht' A je uzaviend mnozina v X, ktera neobsahuje zadnou
otevienou mnozinu. Pak je A fidka.

m Necht' U je neprdzdnd otevienda mnozina v X. Abychom
ukdzali, ze A je ridka, je tfeba nalézt neprazdnou otevienou
podmnozinu V c U, kterd méa s A prazdny pranik.

m Pokud je (X \ A)nU neprazdnd, jsme hotovi, protoze pravé
toto je nase hledand oteviend (protoze A je uzaviena)
mnozina V.

m Pokud je (X\A)nU =@, znamena to, ze U C A, coz neni
mozné, protoze A neobsahuje neprazdnou otevienou
mnozinu.






Stefan Banach
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kategorie, tj. velice mala.
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existuje a je jich dokonce ,vétsina“.
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bodé, je rezidualni.

m To znamena, Ze mnozina mnozina funkci, které maji
alespon v jednom bodé derivaci, je mnozina prvni
kategorie, tj. velice mala.
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Typickd spojita funkce

Véta (Banach)
Mnozina spojitych funkci, které maji nemaji derivaci v Zzadném
bodé, je rezidualni.

m To znamena, ze mnozina mnozina funkci, které maji
alespon v jednom bodé derivaci, je mnozina prvni
kategorie, tj. velice mala.

m To znamena, ze spojita funkce, ktera nema nikde derivaci
existuje a je jich dokonce ,vétsina“.

m Rikdme, Ze vlastnost T je typicka, pokud je mnoZina
{f € C[0, 1] : f ma vlastnost T} rezidualni v C[0, 1].

Oznacime mnozinu vSech spojitych funkci na intervalu [0, 1]
jako C[0, 1], definujeme metriku d(f, g) = maxxeo,1j If(X) — g(x)|.
Takto definovany metricky prostor je Uplny, proto mizeme na
Cl[O0, 1] pouzit Bairovu vétu.



Dlkaz Banachovy véty

Rekneme, Ze funkce f je lokalné rostouci v bodé x, pokud
existuje otevieny interval obsahujici x, ve kterém f(y) < f(x)
pro y < x a f(y) = f(x) pro véechny y > x. Dikaz Banachovy
véty je zaloZzen na nésledujicim lemmatu:
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Dlkaz Banachovy véty

Rekneme, Ze funkce f je lokalné rostouci v bodé x, pokud
existuje otevreny interval obsahujici x, ve kterém f(y) < f(x)
pro y < x a f(y) = f(x) pro véechny y > x. Dikaz Banachovy
véty je zaloZzen na nésledujicim lemmatu:

Lemma

Typickd spojita funkce neni lokalné rostouci v zadném bodeé.
Posunutim rezidudIni mnoziny dostaneme opét rezidualni
mnozinu, proto plati:

Disledek

Necht' g € C[0, 1] a f € C[0, 1] je typicka spojitd funkce (z urcité
konkrétni rezidualni mnoziny). Pak funkce f + g neni lokalné
rostouci v zddném bode.



Dlkaz Banachovy véty

Rekneme, Ze funkce f je lokalné rostouci v bodé x, pokud
existuje otevreny interval obsahujici x, ve kterém f(y) < f(x)
pro y < x a f(y) = f(x) pro véechny y > x. Dikaz Banachovy
véty je zaloZzen na nésledujicim lemmatu:

Lemma

Typickd spojita funkce neni lokalné rostouci v zadném bodeé.
Posunutim rezidudIni mnoziny dostaneme opét rezidualni
mnozinu, proto plati:

Disledek

Necht' g € C[0, 1] a f € C[0, 1] je typicka spojitd funkce (z urcité

konkrétni rezidualni mnoziny). Pak funkce f + g neni lokalné
rostouci v zddném bode.

Definujeme-li g(x) = nx (kde n € N je libovolné), z predchoziho
ddsledku plyne, Ze f(x) + nx neni lokadIné rostouci v zadném
bodé pro typickou spojitou funkci f. Z toho vyvodime, ze f
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existuje x takové, Ze f je lokdlné rostouci na [x — %,x+ %].
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zadnou otevienou mnozinu.
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Lemma
Typicka spojitd funkce neni lokalné rostouci v zddném bodé.

m Oznacime jako A, mnozinu téch spojitych funkci f, pro néz
existuje x takové, Ze f je lokdlné rostouci na [x — %,X—i— %].

m Stadi ukdzat, Ze mnoziny A, jsou uzaviené a neobsahuiji
zadnou otevienou mnozinu.

m Z drive dokdzaného cviceni pak plyne, Zze mnoziny A, jsou
ridké.
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Lemma
Typicka spojitd funkce neni lokalné rostouci v zddném bodé.

m Oznacime jako A, mnozinu téch spojitych funkci f, pro néz
existuje x takové, Ze f je lokdlné rostouci na [x — %,x+ %].

m Stadi ukdzat, Ze mnoziny A, jsou uzaviené a neobsahuiji
zadnou otevienou mnozinu.

m Z drive dokdzaného cviceni pak plyne, Zze mnoziny A, jsou
ridké.

m Sjednocenim mnozin A, dostaneme mnozinu vSech
spojitych funkci, které jsou lokdIné rostouci alespon v
jednom bodé.



DUkaz Lemmatu - ndznak

Lemma
Typicka spojitd funkce neni lokalné rostouci v zddném bodé.

m Oznacime jako A, mnozinu téch spojitych funkci f, pro néz
existuje x takové, Ze f je lokdlné rostouci na [x — %,x+ %].

m Stadi ukdzat, Ze mnoziny A, jsou uzaviené a neobsahuiji
Zzadnou otevienou mnozinu.

m Z drive dokdzaného cviceni pak plyne, Zze mnoziny A, jsou
ridké.

m Sjednocenim mnozin A, dostaneme mnozinu vSech
spojitych funkci, které jsou lokdIné rostouci alespon v
jednom bodé.

m Mnozina | J,An je ale mnozinou prvni kategorie a proto je
mnozina C[0, 1]\ |, An spojitych funkci, které nejsou
lokalné rostouci v zadném bodé, rezidudlni.






Henri Lebesgue




Mnoziny nulové miry

Intervalem I ¢ R™ nazveme pravouhly rovnobéznostén se
stranami rovnobéznymi s osami. Jinymi slovy jde o kartézsky
soucin n jednorozmérnych intervald. Obsah / znac¢ime |/|.
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Infimum souctd >, || pfes vSechny posloupnosti (/k)
otevrenych intervald, ktery pokryvaji mnozinu E nazveme
vnejsi Lebesgueovou mirou mnoziny E. Znacime ji A*(E).



Mnoziny nulové miry

Intervalem I ¢ R™ nazveme pravouhly rovnobéznostén se
stranami rovnobéznymi s osami. Jinymi slovy jde o kartézsky
soucin n jednorozmérnych intervald. Obsah / znac¢ime |/|.

Infimum souctd >, || pfes vSechny posloupnosti (/k)
otevrenych intervald, ktery pokryvaji mnozinu E nazveme
vnejsi Lebesgueovou mirou mnoziny E. Znacime ji A*(E).
Definice

Mnozina E je mnozinou nulové miry, pokud A*(E) = 0.

Mnozinou nulové miry je napfriklad mnozina Q nebo Cantorova
mnozina (proc?).



Mnoziny nulové miry

Intervalem | ¢ R" nazveme pravouhly rovnobéznostén se
stranami rovnobéznymi s osami. Jinymi slovy jde o kartézsky
soucin n jednorozmérnych intervald. Obsah / znac¢ime |/|.

Infimum soucttd >, |lk| pfes vsechny posloupnosti (/x)
otevrenych intervald, ktery pokryvaji mnozinu E nazveme
vnejsi Lebesgueovou mirou mnoziny E. Znacime ji A*(E).
Definice

Mnozina E je mnozinou nulové miry, pokud A*(E) = 0.
Mnozinou nulové miry je napfriklad mnozina Q nebo Cantorova
mnozina (proc?).

Paradox

Mnozinu R mdzeme vyjadfit jako sjednoceni mnoziny prvni
kategorie a mnoziny nulové miry.



Kdo je to?




Abram Samoijlovi¢ Bezikovic




BezikoviCova prapodivna mnozina

Bezikovicova mnozina je kazda takova podmnozina R", ktera
obsahuje Usecku v kazdém smeéru.
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Existuje Bezikovicova mnozina nulové miry.
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obsahuje Usecku v kazdém smeéru.

Véta (Bezikovic, 1917)
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m Konstrukéni dikaz je dosti komplikovany a existuje také
nekonstruktivni verze dikazu s vyuzitim Bairovy véty.



BezikoviCova prapodivna mnozina

Bezikovicova mnozina je kazda takova podmnozina R", ktera
obsahuje Usecku v kazdém smeéru.

Véta (Bezikovic, 1917)
Existuje Bezikovicova mnozina nulové miry.

m Konstrukéni dikaz je dosti komplikovany a existuje také
nekonstruktivni verze dikazu s vyuzitim Bairovy véty.

m Plati dokonce vic: Typicka Bezikovicova mnozina ma miru
nula!



a mnozina

Vé

c
2
g,

BezikoviCova prapo



Navrat ke kalkulu s mirou |

Véta (Lebesgue)

Monotdnni funkce f : [a, b] = R ma derivaci ve vsech bodech
mnoziny [a, b] aZz na mnozinu miry nula.
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Véta (Lebesgue)

Monotdnni funkce f : [a, b] = R ma derivaci ve vsech bodech
mnoziny [a, b] aZz na mnozinu miry nula.

DUsledek

Lipschitzovska funkce f : [a, b] = R mé derivaci ve vSech
bodech mnoziny [a, b] az na mnozinu miry nula.



Navrat ke kalkulu s mirou |

Véta (Lebesgue)

Monotdnni funkce f : [a, b] = R ma derivaci ve vsech bodech
mnoziny [a, b] aZz na mnozinu miry nula.

DUsledek
Lipschitzovska funkce f : [a, b] = R mé derivaci ve vSech
bodech mnoziny [a, b] az na mnozinu miry nula.

Pro L-lipschitzovskou funkci sta¢i uvazovat monoténni funkci
g:x— f(x)+Lx.



Navrat ke kalkulu s mirou Il

Véta (Zahorski, 1946)

PodmnoZina A c R je mnoZinou bodd bez derivace néjaké
lipschitzovské funkce f : R — R, pravé kdyZz je A mnozinou miry
nula a typu Gsg.
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PodmnoZina A c R je mnoZinou bodd bez derivace néjaké
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nula a typu Gsg.
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Lipschitzovska funkce f : R" — R ma derivaci vsude az na
mnoZzinu miry nula.



Navrat ke kalkulu s mirou Il

Véta (Zahorski, 1946)

PodmnoZina A c R je mnoZinou bodd bez derivace néjaké
lipschitzovské funkce f : R — R, pravé kdyZz je A mnozinou miry
nula a typu Gsg.

Véta (Rademacher, 1919)

Lipschitzovska funkce f : R" — R ma derivaci vsude aZ na
mnozinu miry nula.

Véta (Lebesgue)

Méjme funkci f : [a, b] — R. Nasledujici tvrzeni jsou pak
ekvivalentni:

f mé Riemanndiyv integral,
] f je omezend a spojitd aZ na mnoZinu miry nula.
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