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Anti-chairman measure

Tento obrázek nemá nic spole£ného s tématem p°edná²ky
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Zahrajeme si takovou hru . . .

1. hra: Omeleta Martina Gardnera
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Gardnerova omeleta

Máme ko² a v n¥m 100 vajec. Krom¥ toho máme hromadu o²atek
na vají£ka. V kaºdém tahu bu¤ p°eneseme jedno vají£ko z ko²e do
n¥které o²atky, nebo p°eneseme jedno vají£ko z o²atky zp¥t do ko²e.

Úkolem je spakovat v²echna vají£ka do o²atek a odnést si je dom·
za ú£elem výroby v¥t²í omelety.
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Gardnerova omeleta

První verze strategie:

• ve dvou po sob¥ jdoucích tazích p°eneseme dv¥ vají£ka po
sob¥ z ko²e do o²atky,

• v následujícím tahu vrátíme jedno vají£ko z o²atky zp¥t do
ko²e,

• celou proceduru opakujeme tak dlouho, dokud v ko²i n¥co je.

Pozorování:

• není to nejefektivn¥j²í zp·sob pakování vajec,

• ale z°ejm¥ vede k cíli.
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Gardnerova omeleta

Výsledkem je deterministický diskrétní dynamický systém.

Je z°ejmé, ºe p°i této strategii musí hra skon£it po kone£n¥
mnoha krocích.
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Zm¥na pravidel

Hrajeme-li se stejnou strategií, ale s libovolným kone£ným
po£tem vajec, ztrácíme obecný odhad po£tu krok·.

Hra se stává neomezenou, pokud víme jen tolik, ºe vajec je
libovolný kone£ný po£et.

Jakmile je v²ak po£áte£ní po£et vajec stanoven, horní odhad je
zp¥t.
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Zm¥na strategie

Nyní si p°edstavme, ºe na²e strategie povoluje vrátit libovolný
po£et vajec v kteroukoli chvíli zp¥t do ko²e.

Pak nevíme o vývoji systému zhola nic.

�ádný horní odhad na po£et tah·, v n¥mº hra skon£í, pak nemáme
dokonce ani v p°ípad¥, kdy na po£átku máme v ko²i jen dv¥ vejce.
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Moºné vývoje systému

Hra m·ºe skon£it r·zn¥, uvedeme n¥kolik moºností:

• °e²ení mazané,

• °e²ení p°iblblé,

• °e²ení sisyfovské.
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Sisyfos

Sisyfos a jeho ²utr
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Sisyfos

Sisyfos a jeho ²utr
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Sisyfovská hra

De�nice. Sisyfovská hra je taková, kterou dokáºeme protahovat do
nekone£na.

Jestliºe n¥jaká hra nevyhnuteln¥ skon£í po kone£n¥ mnoha tazích,
pak není sisyfovská.

P°íklad. Gardnerova omeleta m·ºe a nemusí být sisyfovskou hrou,
záleºí na úprav¥ pravidel.
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Zahrajeme si takovou hru . . .

2. hra: kule£ník Raymunda M. Smullyana
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Zahrajeme si takovou hru . . .

2. hra: kule£ník Raymunda M. Smullyana
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Smullyan·v kule£ník - popis hry

Máme zásobárnu a krabici.

Zásobárna obsahuje nekone£n¥ mnoho o£íslovaných koulí.

Kaºdá koule je ozna£ena n¥jakým (p°irozeným) £íslem.

Ke kaºdému £íslu máme k dispozici nekone£nou zásobu koulí.

Na po£átku hry obsahuje krabice n¥jaký kone£ný po£et koulí.

Úkol: Vyprázdnit krabici.
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Vyprázdnit krabici.

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Smullyan·v kule£ník - popis hry

Máme zásobárnu a krabici.

Zásobárna obsahuje nekone£n¥ mnoho o£íslovaných koulí.

Kaºdá koule je ozna£ena n¥jakým (p°irozeným) £íslem.

Ke kaºdému £íslu máme k dispozici nekone£nou zásobu koulí.

Na po£átku hry obsahuje krabice n¥jaký kone£ný po£et koulí.

Úkol: Vyprázdnit krabici.

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Smullyan·v kule£ník - pravidla

Tah:

• vyhodíme z krabice libovolnou kouli

• nahradíme ji libovolným po£tem koulí s niº²ími £ísly

• koule s £íslem 1 mizí bez náhrady

P°íklad jednoho tahu:

• vyho¤ kouli s £íslem 1000

• místo ní p°ines ze zásobárny miliardu koulí s £íslem 999,

• sto bilión· koulí s £íslem 998,

• tisíc kvintilión· koulí s £íslem 997,

• jednu kouli s £íslem 41,

• a dv¥ piva.
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Smullyan·v kule£ník - problém

Otázka: je Smullyan·v kule£ník sisyfovská hra?
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Smullyan·v kule£ník - odpov¥¤

Odpov¥¤: Není.
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Smullyan·v kule£ník - komentá°

John Horton Conway:

The procedure is "unboundedly unbounded".

Jestliºe se v krabici nachází alespo¬ jedna koule s £íslem v¥t²ím neº
1, pak není moºné udat horní mez na po£et tah·.

Hra získává horní mez aº v okamºiku, kdyº máme v krabici pouze
koule s £íslem 1.

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Smullyan·v kule£ník - komentá°

John Horton Conway:

The procedure is "unboundedly unbounded".

Jestliºe se v krabici nachází alespo¬ jedna koule s £íslem v¥t²ím neº
1, pak není moºné udat horní mez na po£et tah·.

Hra získává horní mez aº v okamºiku, kdyº máme v krabici pouze
koule s £íslem 1.

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Smullyan·v kule£ník - komentá°

John Horton Conway:

The procedure is "unboundedly unbounded".

Jestliºe se v krabici nachází alespo¬ jedna koule s £íslem v¥t²ím neº
1, pak není moºné udat horní mez na po£et tah·.

Hra získává horní mez aº v okamºiku, kdyº máme v krabici pouze
koule s £íslem 1.

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Smullyan·v kule£ník - komentá°

John Horton Conway:

The procedure is "unboundedly unbounded".

Jestliºe se v krabici nachází alespo¬ jedna koule s £íslem v¥t²ím neº
1, pak není moºné udat horní mez na po£et tah·.

Hra získává horní mez aº v okamºiku, kdyº máme v krabici pouze
koule s £íslem 1.

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Smullyan·v kule£ník - komentá°

John Horton Conway:

The procedure is "unboundedly unbounded".

Jestliºe se v krabici nachází alespo¬ jedna koule s £íslem v¥t²ím neº
1, pak není moºné udat horní mez na po£et tah·.

Hra získává horní mez aº v okamºiku, kdyº máme v krabici pouze
koule s £íslem 1.

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Smullyan·v kule£ník - reference

Raymund M. Smullyan, Trees and ball games, Annals of New York
Academy of Sciences 321 (1979), 86�90.

Hra má úzký vztah k hluboké v¥t¥ o nekone£ných systémech
kone£ných strom· (Joseph B. Kruskal, C. Nash-Williams, Nachum
Derchowitz, Zohar Manna).

Aplikace: d·kaz, ºe n¥které po£íta£ové programy obsahující
"unboundedly unbounded" operace se jednou zastaví.
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Smullyan·v kule£ník - stromové °e²ení

Existuje n¥kolik d·kaz· toho, ºe hra není sisyfovská.

Asi nejjednodu²²í je d·kaz indukcí.

Smullyan dále uvádí dva d·kazy pomocí tzv. stromových model·.

Strom je systém úse£ek, z nichº kaºdá spojuje dva vrcholy.

Kaºdý vrchol je jednozna£nou cestou propojen s "ko°enem" stromu.

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Smullyan·v kule£ník - stromové °e²ení

Existuje n¥kolik d·kaz· toho, ºe hra není sisyfovská.

Asi nejjednodu²²í je d·kaz indukcí.

Smullyan dále uvádí dva d·kazy pomocí tzv. stromových model·.

Strom je systém úse£ek, z nichº kaºdá spojuje dva vrcholy.

Kaºdý vrchol je jednozna£nou cestou propojen s "ko°enem" stromu.

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Smullyan·v kule£ník - stromové °e²ení

Existuje n¥kolik d·kaz· toho, ºe hra není sisyfovská.

Asi nejjednodu²²í je d·kaz indukcí.

Smullyan dále uvádí dva d·kazy pomocí tzv. stromových model·.

Strom je systém úse£ek, z nichº kaºdá spojuje dva vrcholy.

Kaºdý vrchol je jednozna£nou cestou propojen s "ko°enem" stromu.

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Smullyan·v kule£ník - stromové °e²ení

Existuje n¥kolik d·kaz· toho, ºe hra není sisyfovská.

Asi nejjednodu²²í je d·kaz indukcí.

Smullyan dále uvádí dva d·kazy pomocí tzv. stromových model·.

Strom je systém úse£ek, z nichº kaºdá spojuje dva vrcholy.

Kaºdý vrchol je jednozna£nou cestou propojen s "ko°enem" stromu.

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Smullyan·v kule£ník - stromové °e²ení

Existuje n¥kolik d·kaz· toho, ºe hra není sisyfovská.

Asi nejjednodu²²í je d·kaz indukcí.

Smullyan dále uvádí dva d·kazy pomocí tzv. stromových model·.

Strom je systém úse£ek, z nichº kaºdá spojuje dva vrcholy.

Kaºdý vrchol je jednozna£nou cestou propojen s "ko°enem" stromu.

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Smullyan·v kule£ník - stromové °e²ení

Existuje n¥kolik d·kaz· toho, ºe hra není sisyfovská.

Asi nejjednodu²²í je d·kaz indukcí.

Smullyan dále uvádí dva d·kazy pomocí tzv. stromových model·.

Strom je systém úse£ek, z nichº kaºdá spojuje dva vrcholy.

Kaºdý vrchol je jednozna£nou cestou propojen s "ko°enem" stromu.

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Tzv. sekernické °e²ení

Tisíc bonsají nenahradí jednu sekvoj
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Zahrajeme si takovou hru . . .

3. hra: Hydra Laurence Kirbyho a Je�a
Parise
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Hydra a Herkules

Hydra p°edstavuje komplikovan¥j²í hru zaloºenou na principu
mýcení strom·.

Hydrou nazýváme stromový graf, jehoº koncové body p°edstavují
hlavy.

Herkules (nikoli salám) má za úkol tzv. totální dekapitaci.

Je-li n¥která hlava odstran¥na, Hydra získává jednu nebo více kopií.
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Hydra - popis pravidel

V prvním tahu Herkules odstraní jednu libovoln¥ zvolenou hlavu.

Z místa o jednu hranu níºe neº je místo seku (bod k) vyroste kopie
toho, co z bodu k ra²í.

Ve druhém tahu se v²e opakuje aº na to, ºe tentokrát se objeví dv¥
kopie.

Ve t°etím tahu t°i atd.
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V prvním tahu Herkules odstraní jednu libovoln¥ zvolenou hlavu.
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Hydra a p°ir·stající kopie

zoufalý Herkules a ra²ící Hydra
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Hydra a p°ir·stající kopie

Otázka: je Hydra sisyfovskou hrou?

Není.

D·kaz je zaloºen na pozoruhodn¥ hlubokém výsledku britského
logika R. L. Goldsteina.

Laurie Kirby a Je� Paris, Accessible independence results for Peano

arithmetic, Bull. London Math. Soc. 14 (1982), 285-�293.
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Zahrajeme si takovou hru . . .

4. hra: Steinhausova logistika
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Steinhausova logistika - pravidla

Máme úse£ku.

Umístíme na ni bod.

Umístíme druhý bod tak, aby leºel v opa£né polovin¥ úse£ky neº
první bod.

Umístíme t°etí bod tak, aby kaºdý ze t°í bod· leºel v jiné t°etin¥
úse£ky.

Coº se nemusí poda°it.

Proto p°idáme nové pravidlo. Zp¥tná korekce je povolena!
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Steinhausova logistika - problém

Otázka: je Steinhausova logistika sisyfovská hra?
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Steinhausova logistika - p°íklad

steinhausovské rozmíst¥ní ²esti bod·
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Steinhausova logistika - odpov¥¤

Odpov¥¤: Steinhausova logistika není sisyfovská.

Kon£í po nejvý²e 17 tazích.
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Steinhausova logistika - na golf je to málo

P°íklad rozmíst¥ní pro 17 bod· na intervalu (0, 1):

0, 71; 0, 009; 0, 42; 0, 85;

0, 27; 0, 54; 0, 925; 0, 17;

0, 62; 0, 355; 0, 78; 0, 03; 0, 48;

0, 97; 0, 22; 0, 66; 0, 32.
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Steinhausova logistika - historie

Autor hry: Hugo Steinhaus (1887�1972).

Podal 14-bodové °e²ení a p°edpov¥d¥l, ºe to do nekone£na
nep·jde.

�e²ení: Elwyn R. Berlekamp, Ronald L. Graham: Irregularities
in the Distributions of Finite Sequences, Journal of Number Theory
2 (1970), 152�161.

Jiné °e²ení: M. Warmus (stejný £asopis, 1976). Existuje celkem
768 r·zných rozmíst¥ní pro 17 bod·.
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Zahrajeme si takovou hru . . .

5. hra: bulharský solitér
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Bulharský solitér - popis hry

Ministerstvo vytá£ek pot°ebuje zvý²it po£et svých odd¥lení.

P°itom ale nechce platit nové zam¥stnance.

Jak na to?

Nápad: vytvo°íme nové odd¥lení a p°evedeme do n¥j jednoho
pracovníka z kaºdého existujícího odd¥lení.
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Bulharský solitér - karetní model hry

Máme balí£ek n karet (tzv. zobecn¥ný Mirek �erný).

Rozd¥líme jej na n¥kolik men²ích podbalí£k·.

Tah:

• vezmeme jednu kartu z kaºdého podbalí£ku

• z nich vytvo°íme nový podbalí£ek

• podbalí£ky o jedné kart¥ zaniknou

Hra kon£í, jestliºe tah nezm¥ní pozici.
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Bulharský solitér - karetní model - p°íklad

tah pro balí£ek 10 karet
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Bulharský solitér - Young·v diagram

Aktuální pozici ve h°e bulharský solitér lze znázornit pomocí tzv.
Youngova diagramu.
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Bulharský solitér - Young·v diagram

Young·v diagram rozd¥lení
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Bulharský solitér - Young·v diagram a karty

Je výhodné pooto£it Young·v diagram o π
2
.
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Bulharský solitér - tah

znázorn¥ní tahu na Youngov¥ diagramu
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Bulharský solitér - problém

Otázka: jak se bude hra vyvíjet?
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Bulharský solitér - vývoj hry pro n = 10

10 karet, 3 nejhor²í pozice, 14 rajských pozic, konjugované páry
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Bulharský solitér - vývoj hry pro n = 3 a n = 6

stromy pro 3 a pro 6 karet
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Bulharský solitér - partition function

Otázka: A kolik je v·bec r·zných rozklad·?

Odpov¥¤: O tom rozhoduje tzv. partition function.

Hodnoty partition function pro prvních pár £ísel:

1, 1, 2, 3, 5, 7, 11, 15, 22, 30, 42, 56, 77, 101, 135, 176, 231,

297, 385, 490, 627, 792, 1002, 1255, 1575, 1958, 2436, 3010,

3718, 4565, 5604, . . .
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Bulharský solitér - porovnání p°ípad· n = 6 a n = 7

stromy pro 6 a pro 7 karet

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Bulharský solitér - porovnání p°ípad· n = 6 a n = 7

stromy pro 6 a pro 7 karet

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Bulharský solitér - porovnání p°ípad· n = 6 a n = 7
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Bulharský solitér - dal²í problém

Pozorování:

• pro n = 6 se hra zastaví

• pro n = 7 je sisyfovská

Otázka: pro£?

Odpov¥¤: protoºe 6 je trojúhelníkové £íslo

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Bulharský solitér - dal²í problém

Pozorování:

• pro n = 6 se hra zastaví

• pro n = 7 je sisyfovská

Otázka: pro£?

Odpov¥¤: protoºe 6 je trojúhelníkové £íslo

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Bulharský solitér - dal²í problém

Pozorování:

• pro n = 6 se hra zastaví

• pro n = 7 je sisyfovská

Otázka: pro£?

Odpov¥¤: protoºe 6 je trojúhelníkové £íslo

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Bulharský solitér - dal²í problém

Pozorování:

• pro n = 6 se hra zastaví

• pro n = 7 je sisyfovská

Otázka: pro£?

Odpov¥¤: protoºe 6 je trojúhelníkové £íslo

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Bulharský solitér - dal²í problém

Pozorování:

• pro n = 6 se hra zastaví

• pro n = 7 je sisyfovská

Otázka: pro£?

Odpov¥¤: protoºe 6 je trojúhelníkové £íslo

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Bulharský solitér - dal²í problém

Pozorování:

• pro n = 6 se hra zastaví

• pro n = 7 je sisyfovská

Otázka: pro£?

Odpov¥¤: protoºe 6 je trojúhelníkové £íslo

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Bulharský solitér - hlavní problém

Otázka: Nech´ n je trojúhelníkové £íslo. Existuje potom n¥jaké
po£áte£ní rozd¥lení n, pro které je bulharský solitér sisyfovskou
hrou?
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Bulharský solitér - idea dendrologická

Nápad: Ne²lo by to ve v²ech p°ípadech vy°e²it ná£rtem stromu,
jako jsme to provedli pro n = 3, 6, 10?

Námitka: Moºná ano, ale nap°íklad pro n = 55 (k = 10) má
odpovídající strom 451 276 vrchol·.

Byla by to p¥kná d°ina a nesta£ila by na to A-trojka.
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Bulharský solitér - °e²ení

Odpov¥¤: Bulharský solitér není sisyfovský pro ºádné
trojúhelníkové £íslo.

V¥ta. Nech´ n je £íslo tvaru n = k(k + 1)/2. Potom pro jakékoli
po£áte£ní rozd¥lení konverguje bulharský solitér do pozice
1, 2, . . . , k . Navíc se hra zastaví po nejvý²e k(k − 1) krocích.
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Bulharský solitér - d·kaz

kolébková metoda
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Bulharský solitér - d·kaz

aktualisace kolébky
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Bulharský solitér - d·kaz

aktualisace kolébky a gravitace

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Bulharský solitér - d·kaz

aktualisace kolébky a gravitace

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Bulharský solitér - d·kaz

aktualisace kolébky a gravitace

Lubo² Pick (KMA MFF UK Praha) Sisyfos v So�i aneb balkánský b¥s



Bulharský solitér - záv¥re£ná poznámka

Citace z £lánku Ethan Akin, Morton Davis, Bulgarian solitaire,
American Mathematical Monthly 92 (1985), 237�250:

Blast Martin Gardner! There you are, minding your own
business, and Scienti�c American comes along like a virus.
All else forgotten, you must struggle with infection by one of
his fascinating problems. In the August 1983 issue he
introduced us to Bulgarian solitaire.
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Brzda

To je v²e, d¥kuji za pozornost!
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