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1. Uvod

Obcasny Seminar z Matematické Analyzy
Obcasny Seminar z MAtematiky

Matematika je zpUsob, jakym premyslime o svété kolem nas.
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1. Uvod

Obcasny Seminar z Matematické Analyzy
Obcasny Seminar z MAtematiky
Matematika je zpusob, jakym premyslime o svété kolem nés.

Co to znamena, kdyz se fekne, ze néco "nejde"?
Pozor, nezaménovat s vyrokem "Ja to neumim".
(Tomas Bata: Nerikej, Ze to nejde, Fekni, Ze to neumis.)
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1. Uvod

Obcasny Seminar z Matematické Analyzy
Obcasny Seminar z MAtematiky
Matematika je zpusob, jakym premyslime o svété kolem nés.

Co to znamena, kdyz se fekne, ze néco "nejde"?
Pozor, nezaménovat s vyrokem "Ja to neumim".

(Tomas Bata: Nefikej, Ze to nejde, fekni, Ze to neumis.)
(Opravdu je to tak? Co kdyz nékteré véci opravdu nejdou
udélat?)
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1. Uvod

Obcasny Seminar z Matematické Analyzy
Obcasny Seminar z MAtematiky
Matematika je zpUsob, jakym premyslime o svété kolem nas.

Co to znamena, kdyz se fekne, ze néco "nejde"?
Pozor, nezaménovat s vyrokem "Ja to neumim".

(Tomas Bata: Nefikej, Ze to nejde, fekni, Ze to neumis.)
(Opravdu je to tak? Co kdyz nékteré véci opravdu nejdou
udélat?)

Pokud si matematik mysli, ze néco NELZE, mél by umet
DOKAZAT, ze to nelze.
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Priklady:

m V padesati nelze hrat SpiCkové hokej v sou¢asné
NHL.
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1. Uvod

Priklady:

m V padesati nelze hrat Spickoveé hokej v soucasné
NHL. (Opravdu?)

m Zadnou odmocninu pfirozeného &isla nelze napsat
jako podil dvou pfirozenych Cisel.
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Priklady:

m V padesati nelze hrat Spickoveé hokej v soucasné
NHL. (Opravdu?)

m Zadnou odmocninu pfirozeného &isla nelze napsat
jako podil dvou pfirozenych &isel. (A co V4 = 2 ?)
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Priklady:
m V padesati nelze hrat Spickoveé hokej v soucasné
NHL. (Opravdu?)
m Zadnou odmocninu pfirozeného &isla nelze napsat
jako podil dvou pfirozenych &isel. (A co V4 = 2 ?)

m Z4dnou odmocninu pfirozeného &isla, které nenf
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jako podil dvou pfirozenych Cisel.
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Priklady:
m V padesati nelze hrat Spickoveé hokej v soucasné
NHL. (Opravdu?)
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jako podil dvou pfirozenych &isel. (A co V4 = 2 ?)
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jako podil dvou pfirozenych Cisel. (To je pravda.
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1. Uvod

Priklady:
m V padesati nelze hrat Spickoveé hokej v soucasné
NHL. (Opravdu?)
m Zadnou odmocninu pfirozeného &isla nelze napsat
jako podil dvou pfirozenych &isel. (A co V4 = 2 ?)
m Zadnou odmocninu prirozeného &isla, které neni
druhou mocninou pfirozeného cisla, nelze napsat

jako podil dvou pfirozenych Cisel. (To je pravda.
Uméli byste to dokazat?)
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Co je dnes na programu:

@ Problém vykousnuté $achovnice.
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1. Uvod

Co je dnes na programu:

@ Problém vykousnuté $achovnice.

© Kam Ize a kam nelze doskakat (na ¢tvereckovém
papiru) - tzv. Conway’s Soldiers Problem.

Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy Co Ize a co nelze



1. Uvod

Co je dnes na programu:

@ Problém vykousnuté $achovnice.
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1. Uvod

Co je dnes na programu:

@ Problém vykousnuté $achovnice.

© Kam Ize a kam nelze doskakat (na ¢tvereckovém
papiru) - tzv. Conway’s Soldiers Problem.

© Problém 4 barev.
© Trisekce Uhlu, kvadratura kruhu, duplikace krychle.
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1. Uvod

Co je dnes na programu:

@ Problém vykousnuté $achovnice.

© Kam Ize a kam nelze doskakat (na ¢tvereckovém
papiru) - tzv. Conway’s Soldiers Problem.

© Problém 4 barev.
© Trisekce Uhlu, kvadratura kruhu, duplikace krychle.
@ Collatzliv problém.
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2. Problém vykousnuté Sachovnice
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2. Problém vykousnuté Sachovnice

Otéazka: Lze pokryt Sachovnici kostkami domina?
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2. Problém vykousnuté Sachovnice
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2. Problém vykousnuté Sachovnice
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2. Problém vykousnuté Sachovnice

Otazka ¢€.2: Lze pokryt takto "vykousnutou" Sachovnici
kostkami domina?
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2. Problém vykousnuté Sachovnice

Je to problém typu "nelze" nebo problém typu "ja to
neumim"?
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2. Problém vykousnuté Sachovnice

Bilych poli je 32.
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2. Problém vykousnuté Sachovnice

Cervenych poli je

w

0.
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"Vykousnutou" sachovnici nelze pokryt kostkami domina. l
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"Vykousnutou" sachovnici nelze pokryt kostkami domina. l
Duikaz.
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"Vykousnutou" sachovnici nelze pokryt kostkami domina.
Duikaz.

m Bilych poli na vykousnuté Sachovnici je 32.
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2. Problém vykousnuté Sachovnice

Tvrzeni
"Vykousnutou" Sachovnici nelze pokryt kostkami domina. J
Diikaz.

m Bilych poli na vykousnuté Sachovnici je 32.
m Cervenych poli na vykousnuté $achovnici je 30.
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2. Problém vykousnuté Sachovnice

Tvrzeni

"Vykousnutou" Sachovnici nelze pokryt kostkami domina. J
Diikaz.

m Bilych poli na vykousnuté Sachovnici je 32.
m Cervenych poli na vykousnuté $achovnici je 30.

m Dominova kostka pokryje vzdy pravé jedno bilé a
prave jedno Cervené pole.
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2. Problém vykousnuté Sachovnice

Tvrzeni
"Vykousnutou" Sachovnici nelze pokryt kostkami domina. J

Diikaz.
m Bilych poli na vykousnuté Sachovnici je 32.
m Cervenych poli na vykousnuté $achovnici je 30.

m Dominova kostka pokryje vzdy pravé jedno bilé a
prave jedno Cervené pole.

m KdyZ polozim jakkoli 30 kostek domina, zbudou 2 bila
pole.
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2. Problém vykousnuté Sachovnice

Tvrzeni
"Vykousnutou" Sachovnici nelze pokryt kostkami domina.

Diikaz.
m Bilych poli na vykousnuté Sachovnici je 32.
m Cervenych poli na vykousnuté $achovnici je 30.

m Dominova kostka pokryje vzdy pravé jedno bilé a
prave jedno Cervené pole.

m KdyZ polozim jakkoli 30 kostek domina, zbudou 2 bila
pole.

m Ale dvé pole stejné barvy nelze pokryt jednou kostkou
domina, protozZe pole stejné barvy nelezi vedle sebe.
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3. Do které rady Ize doskakat?

OO X

Konfigurace pro skok do prvni fady za bariéru je trivialni.
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3. Do které rady Ize doskakat?

OO X

Konfigurace pro skok do prvni fady za bariéru je trivialni.
Umeéli byste najit konfiguraci, pomoci které Ize doskakat
do druhé fady?
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3. Do které fady Ize doskakat?

Ol
Ol

PreskoCeny kamen je potfeba odstranit.
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3. Do které fady Ize doskakat?

OlO| X

...a posledni skok uz je jasny.
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3. Do které fady Ize doskakat?

OlO| X

...a posledni skok uz je jasny. A co treti fada?
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3. Do které fady Ize doskakat?
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3. Do které fady Ize doskakat?
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3. Do které fady Ize doskakat?
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3. Do které fady Ize doskakat?
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Kratké shrnuti:
m K doskakani do prvni fady byly potfeba 2 kameny.




3. Do které fady Ize doskakat?

Kratké shrnuti:
m K doskakani do prvni fady byly potfeba 2 kameny.
m K doskakani do druhé fady byly potieba 4 kameny.
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3. Do které fady Ize doskakat?

Kratké shrnuti:
m K doskakani do prvni fady byly potfeba 2 kameny.
m K doskakani do druhé fady byly potieba 4 kameny.
m K doskakani do treti rady bylo potfeba 8 kamendu.
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3. Do které fady Ize doskakat?

Kratké shrnuti:
m K doskakani do prvni fady byly potfeba 2 kameny.
m K doskakani do druhé fady byly potieba 4 kameny.
m K doskakani do treti rady bylo potfeba 8 kamendu.

m Uméli byste doskakat do Ctvrté rady?
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3. Do které fady Ize doskakat?

Kratké shrnuti:
m K doskakani do prvni fady byly potfeba 2 kameny.
m K doskakani do druhé fady byly potieba 4 kameny.
m K doskakani do treti rady bylo potfeba 8 kamendu.

m Uméli byste doskakat do Ctvrté rady?
m A kolik kamenu je k tomu minimalné potreba?
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3. Do které fady Ize doskakat?

Kratké shrnuti:
m K doskakani do prvni fady byly potfeba 2 kameny.
m K doskakani do druhé fady byly potieba 4 kameny.
m K doskakani do treti rady bylo potfeba 8 kamendu.

m Uméli byste doskakat do Ctvrté rady?
m A kolik kamenu je k tomu minimalné potreba?

Prekvapeni €. 1: Je potfeba alespor 20 kamenda.
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3. Do které fady Ize doskakat?
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Toto je ona konfigurace.
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3. Do které fady Ize doskakat?
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Toto je ona konfigurace. (Skakejte za domaci cviceni.)
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3. Do které fady Ize doskakat?
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Toto je ona konfigurace. (Skakejte za domaci cviceni.)
(Pfipadné se pokuste najit konfiguraci s ménée nez 20
kameny.
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3. Do které fady Ize doskakat?
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Toto je ona konfigurace. (Skakejte za domaci cviceni.)
(Pfipadné se pokuste najit konfiguraci s ménée nez 20
kameny... nebo dokazat, ze takova neni.)
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3. Do které fady Ize doskakat?
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Toto je ona konfigurace. (Skakejte za domaci cviceni.)
(Pfipadné se pokuste najit konfiguraci s ménée nez 20
kameny... nebo dokazat, Ze takova neni.) Na pristim
slajdu je navod k tomu, jak skédkat, ktery ted rychle
preskoCim.
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3. Do které fady Ize doskakat?
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Skaceme do Ctvrté fady - zeleni skdcou pres Zluté
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3. Do které fady Ize doskakat?

Zasadni otazka:

m Kolik je tedy potfeba kamenu, bychom doskékali do
paté rady?
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3. Do které fady Ize doskakat?

Zasadni otazka:

m Kolik je tedy potfeba kamenu, bychom doskékali do
paté rady?
m 24,8, 20,77
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3. Do které fady Ize doskakat?

Zasadni otazka:

m Kolik je tedy potfeba kamenu, bychom doskékali do
paté rady?
m 24,8, 20,77

Prekvapeni €. 2:
Do paté (a tedy ani do zadné dalsi rady) NELZE doskékat

pomoci zadné konfigurace kone¢né mnoha kamend,
lezicich "pod bariérou".
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3. Do které fady Ize doskakat?

Zasadni otazka:
m Kolik je tedy potfeba kamenu, bychom doskékali do
paté rady?
m 24,8, 20,77
Prekvapeni €. 2:
Do paté (a tedy ani do zadné dalsi rady) NELZE doskékat
pomoci zadné konfigurace kone¢né mnoha kamend,

lezicich "pod bariérou".

Umime to dokazat?
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3. Do které fady Ize doskakat?

Zasadni otazka:

m Kolik je tedy potfeba kamenu, bychom doskékali do
paté rady?
m 24,8, 20,77

Prekvapeni €. 2:
Do paté (a tedy ani do zadné dalsi rady) NELZE doskékat
pomoci zadné konfigurace kone¢né mnoha kamend,

lezicich "pod bariérou".

Umime to dokazat?
ANO. Umime dokazat, ze v tomto pfipadé to NELZE.
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Prvni krok Conwayova dikazu: chytré ocislovani poli.
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3. Do které fady Ize doskakat?

T

T

T

T

T

Budeme volit 0 < x < 1 auvazovat S ... soucCet hodnot
vSech poli v dolni poloroving, na kterych lezi kamen:
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3. Do které fady Ize doskakat?

T

Budeme volit 0 < x < 1 auvazovat S ... soucCet hodnot
vSech poli v dolni poloroving, na kterych lezi kamen:

S<(X®+xt+. . )+2xF+x"+.. ) +2(x"+x8+ .. )+ ...
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3. Do které fady Ize doskakat?

T

T

T
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Budeme volit 0 < x < 1 auvazovat S ... soucCet hodnot
vSech poli v dolni poloroving, na kterych lezi kamen:

S<(X®+xt+. . )+2xF+x"+.. ) +2(x"+x8+ .. )+ ...

(ostra nerovnost plati pro kone¢né mnoho kamenu).
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3. Do které fady Ize doskakat?

Ukazeme:
m Existuje takova volba x € (0,1),ze S < 1, af je
pocatecCni rozlozeni (libovolné koneéné mnoha)
kamenu v dolni poloroviné jakékoli.
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3. Do které fady Ize doskakat?

Ukazeme:
m Existuje takova volba x € (0,1),ze S < 1, af je
pocatecCni rozlozeni (libovolné koneéné mnoha)
kamenu v dolni poloroviné jakékoli.

m Po provedeni kazdého "tahu" (= skoku a odstranéni
preskoceného kamene) se hodnota S nezveétsi, tedy
po celou dobu skakani zastava S < 1.

Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy Co Ize a co nelze



3. Do které fady Ize doskakat?

Ukazeme:
m Existuje takova volba x € (0,1),ze S < 1, af je
pocatecCni rozlozeni (libovolné koneéné mnoha)
kamenu v dolni poloroviné jakékoli.

m Po provedeni kazdého "tahu" (= skoku a odstranéni

preskoceného kamene) se hodnota S nezveétsi, tedy
po celou dobu skakani zastava S < 1.

Odtud plyne:

Pokud by bylo mozno doskakat do paté rfady, lezel by po
dosazeni tohoto cile posledni kdmen na poli s hodnotou
1, tedy by v té chvili platilo S = 1, coz je spor.

Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy Co Ize a co nelze



1
X
.'l'z
xJ
‘_4
e ——
l n I F s 5 v I n
X I... X \" X .\" .\‘7 ...II’T
n n
X I 0 Pl PAP
n n
J X

(Ani ranni ptaCe nedoskace dal, nez do Ctvrté rady.)
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Postupujme podle vytcené strategie:
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3. Do které fady Ize doskakat?

Postupujme podle vytCené strategie:

Volime x kladné feseni rovnice x? + x = 1, tedy
x=Y5-1%~0,618 ¢ (0,1).
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3. Do které fady Ize doskakat?

Postupujme podle vytCené strategie:

Volime x kladné feseni rovnice x? + x = 1, tedy
x =51 ~0,618 € (0,1). Potom
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3. Do které fady Ize doskakat?

Postupujme podle vytCené strategie:

Volime x kladné feseni rovnice x? + x = 1, tedy
x =51 ~0,618 € (0,1). Potom

S < (xS ) F2(xC x4+ ) F2(x X )
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3. Do které fady Ize doskakat?

Postupujme podle vytCené strategie:

Volime x kladné feseni rovnice x? + x = 1, tedy
x =51 ~0,618 € (0,1). Potom

S < (xS ) F2(xC x4+ ) F2(x X )

o 1—x
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3. Do které fady Ize doskakat?

Postupujme podle vytCené strategie:

Volime x kladné feseni rovnice x? + x = 1, tedy
x =51 ~0,618 € (0,1). Potom

S < (xS ) F2(xC x4+ ) F2(x X )
x° 2x6
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3. Do které fady Ize doskakat?

Postupujme podle vytCené strategie:

Volime x kladné feseni rovnice x? + x = 1, tedy
x =51 ~0,618 € (0,1). Potom

S < (xS ) F2(xC x4+ ) F2(x X )

x° 2x8 2x7
— + + + ...
1—-x 1—-x 1—x
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3. Do které fady Ize doskakat?

Postupujme podle vytCené strategie:

Volime x kladné feseni rovnice x? + x = 1, tedy
x =51 ~0,618 € (0,1). Potom

S < (xS ) F2(xC x4+ ) F2(x X )

x° 2x8 2x7
— + + + ...

1—-x 1—-x 1—x
B 2x° N 2x8 2x7 B x°
o 1-x 1-x 1-x 1—x

Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy Co Ize a co nelze



3. Do které fady Ize doskakat?

Postupujme podle vytcené strategie:

Volime x kladné feseni rovnice x? + x = 1, tedy
x =51 ~0,618 € (0,1). Potom

S < (XCH+xS+. ) F2(xC X+ )+ 2(x X8

x° 2x8 2x7
— + + + ...
1—-x 1—-x 1—x
2x° 2x8 2x7 x°

1—x+1—x+1—x 1 x
2x° x°

= 1 24.) -
1_X(+x+x+ ) 1—x
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3. Do které fady Ize doskakat?

Postupujme podle vytcené strategie:

Volime x kladné feseni rovnice x? + x = 1, tedy
x =51 ~0,618 € (0,1). Potom

S < (XCH+xS+. ) F2(xC X+ )+ 2(x X8

x° 2x8 2x7
- + + +...
1—-x 1—-x 1—x
2x° N 2x8 N 2x7 B x°
1—-—x 1—-x 1-—-x 1—x
2x° x°
= 1 24.) -
1_X(+x+x+ ) 1—x
2x°  x°(1 -x)

(T—x2  (1-xp
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3. Do které fady Ize doskakat?

Postupujme podle vytcené strategie:

Volime x kladné feseni rovnice x? + x = 1, tedy
x =51 ~0,618 € (0,1). Potom

S < (XCH+xS+. ) F2(xC X+ )+ 2(x X8

x° 2x8 2x7
— + + + ...
1—-x 1—-x 1—x
B 2x° N 2x8 N 2x7 B x°
o 1-x 1-x 1-x 1—x
2x° x°
= 1 24.) -
1—x( XX ) 1—x
2x°  xX(1-x) x4

(1-x2 (-x2 (1-x?2
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3. Do které fady Ize doskakat?

Dale vyuzijeme toho, Ze x splfuje jednak nerovnosti
0 < x < 1 ajednak rovnici x? + x = 1 (tedy Ze je
1 — x = x?), a dostaneme

Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy Co Ize a co nelze



3. Do které fady Ize doskakat?

Dale vyuzijeme toho, Ze x splfuje jednak nerovnosti
0 < x < 1 ajednak rovnici x? + x = 1 (tedy Ze je
1 — x = x?), a dostaneme

x5 4+ x°

S < {Toxp
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3. Do které fady Ize doskakat?

Dale vyuzijeme toho, Ze x splfuje jednak nerovnosti
0 < x < 1 ajednak rovnici x? + x = 1 (tedy Ze je
1 — x = x?), a dostaneme

X6+ x5 x84 x°
(1—x)2 x4

S
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3. Do které fady Ize doskakat?

Dale vyuzijeme toho, Ze x splfuje jednak nerovnosti
0 < x < 1 ajednak rovnici x? + x = 1 (tedy Ze je
1 — x = x?), a dostaneme

X6+ x5 x84 x°
(1—x)2 x4

S = x% 4+ x
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3. Do které fady Ize doskakat?

Dale vyuzijeme toho, Ze x splfuje jednak nerovnosti
0 < x < 1 ajednak rovnici x? + x = 1 (tedy Ze je
1 — x = x?), a dostaneme

x84+ x° _x6+x5_x
(1—x)2 x4+

S +x=1.
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3. Do které fady Ize doskakat?

Dale vyuzijeme toho, ze x splnuje jednak nerovnosti
0 < x < 1 ajednak rovnici x? + x = 1 (tedy Ze je
1 — x = x?), a dostaneme

x84+ x° _x6+x5_x
(1—x)2 x4+

S +x=1.
Tim je splnén prvni cil:
m Existuje takova volba x € (0,1),2e S < 1, af' je
pocatecni rozlozeni (libovolné kone¢né mnoha)
kamenu v dolni poloroviné jakékoli.
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3. Do které fady Ize doskakat?

Dale vyuzijeme toho, Ze x splfuje jednak nerovnosti
0 < x < 1 ajednak rovnici x? + x = 1 (tedy Ze je
1 — x = x?), a dostaneme

XX+ x> x4+ x>

2
S < T-xE~  x =x"+x=1.

Tim je splnén prvni cil:
m Existuje takova volba x € (0,1),2e S < 1, af' je
pocatecni rozlozeni (libovolné kone¢né mnoha)
kamenu v dolni poloroviné jakékoli.
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3. Do které fady Ize doskakat?

Dale vyuzijeme toho, ze x splnuje jednak nerovnosti
0 < x < 1 ajednak rovnici x2 + x = 1 (tedy Ze je
1 — x = x?), a dostaneme

X +x5 X4 xS »
T-xF - X8 =X +x=1.

S

Zbyva presvedcit se o tom, ze plati i
[ ]

m Po provedeni kazdého "tahu" (= skoku a odstranéni
preskoceného kamene) se hodnota S nezveétsi, tedy
vzdy je S < 1.

Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy Co Ize a co nelze



Zmeény v bodové hodnoteé:

«0)>» «F»r « =)»

it
v

DA



3. Do které fady Ize doskakat?

Zmeény v bodové hodnoteé:

T

T

T

T

T

Skok nahoru nebo skok vodorovny, smérem "do stredu":
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3. Do které fady Ize doskakat?

Zmeény v bodové hodnoteé:

T

T

T

T

T

Skok nahoru nebo skok vodorovny, smérem "do stredu":
m pied skokem: x"+2 4 x"*1
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3. Do které fady Ize doskakat?

Zmeény v bodové hodnoteé:

T

T

T

T

T

Ty L U
\_*;‘.\ X o B 4L
o s
g v I

Skok nahoru nebo skok vodorovny, smérem "do stredu":
m pied skokem: x"2 4 xt1 po skoku: x”
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3. Do které fady Ize doskakat?

Zmeény v bodové hodnoteé:

T

T

T

T

T

Ty L U
\_*;‘.\ X o B 4L
o s
g v I

Skok nahoru nebo skok vodorovny, smérem "do stfedu":
m pied skokem: x"2 4 xt1 po skoku: x”
m zména: x" — x"1 — x"+2
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3. Do které fady Ize doskakat?

Zmeény v bodové hodnoteé:

I
.}.‘_‘..
T I\ ol B \I.,. \7
\+ X _+_\_

Skok nahoru nebo skok vodorovny, smérem "do stfedu":

m pied skokem: x"2 4 xt1 po skoku: x”
m zména: x" — x™ — x"2 = x" (1 — x — x?)
N—_— ——
=0
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3. Do které fady Ize doskakat?

Zmeény v bodové hodnoteé:

I
.}.‘_‘..
T I\ ol B \I.,. \7
\+ X _+_\_

Skok nahoru nebo skok vodorovny, smérem "do stfedu":

m pied skokem: x"2 4 xt1 po skoku: x”
m zména: x" — x™ — x™M2 = x" (1 — x — x?) = 0.
—_——
=0
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Skok vodorovny, smérem "od stfedu", nebo skok dol:
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Skok vodorovny, smérem "od stfedu", nebo skok dol:
m pied skokem: x" + x"*1
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Skok vodorovny, smérem "od stfedu", nebo skok dol:
m pied skokem: x" + x"*1 po skoku: x"*2
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3. Do které fady Ize doskakat?

T

T

T

T

T

S 2 A A M

Skok vodorovny, smérem "od stfedu”, nebo skok dolu:
m pred skokem: x" 4 x"+1 po skoku: x"*2

® zména:
Xn+2 _ X" _— Xn+1
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3. Do které fady Ize doskakat?

T

T

T

T

T

S 2 A A M

Skok vodorovny, smérem "od stfedu”, nebo skok dolu:

m pred skokem: x" 4 x"+1 po skoku: x"*2
m zmeéna:
X2 x" — x™ = x(x% — 1 —x)
——
=—x
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3. Do které fady Ize doskakat?

T

T

T

T

T

S 2 A A M

Skok vodorovny, smérem "od stfedu”, nebo skok dolu:

m pred skokem: x" 4 x"+1 po skoku: x"*2
m zména:
X2 x" — x™ = x"(x? — 1 —x) = —2x"1< 0.
——
=—x
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Skok vodorovny, pres stfedovy sloupec:

m pied skokem: x"*1 4 x”
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X .\'7I os I.\'
7 n

Skok vodorovny, pres stfedovy sloupec:

m pied skokem: x"*1 4 x”

po skoku: x"*!
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3. Do které fady Ize doskakat?

T

T

T

T

T

Skok vodorovny, pfes stfedovy sloupec:
m pied skokem: x"*1 4 x” po skoku: x"*!
m zména: x" — x"M1 X"
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3. Do které fady Ize doskakat?

T

T

T

T

T

Skok vodorovny, pfes stfedovy sloupec:
m pied skokem: x"*1 4 x” po skoku: x"*!
m zména: x™' — x™ — x" = —x"< 0.
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3. Do které fady Ize doskakat?

Tedy skuteCné: Po provedeni kazdého "tahu" (= skoku a

odstranéni presko¢eného kamene) se hodnota S
nezvétsi
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3. Do které fady Ize doskakat?

Tedy skuteCné: Po provedeni kazdého "tahu" (= skoku a
odstranéni presko¢eného kamene) se hodnota S

nezveétsi (presvedCili jsme se, ze bud zUstane stejna,
nebo se zmensi),

Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy Co Ize a co nelze



3. Do které fady Ize doskakat?

Tedy skuteCné: Po provedeni kazdého "tahu" (= skoku a
odstranéni presko¢eného kamene) se hodnota S
nezveétsi (presvedCili jsme se, ze bud zUstane stejna,
nebo se zmensi), tedy vzdy je S < 1.
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3. Do které fady Ize doskakat?

Tedy skuteCné: Po provedeni kazdého "tahu" (= skoku a
odstranéni presko¢eného kamene) se hodnota S
nezveétsi (presvedCili jsme se, ze bud zUstane stejna,
nebo se zmensi), tedy vzdy je S < 1.

Tim je ddkaz toho, pro¢ nelze doskakat do paté rady,
hotov.
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3. Do které fady Ize doskakat?

Tedy skuteCné: Po provedeni kazdého "tahu" (= skoku a
odstranéni presko¢eného kamene) se hodnota S
nezveétsi (presvedCili jsme se, ze bud zUstane stejna,
nebo se zmensi), tedy vzdy je S < 1.

Tim je ddkaz toho, pro¢ nelze doskakat do paté rady,
hotov.

K rozmys$leni: podobny dikaz nemuze projit pro prvni az
Ctvrtou fadu (nebot do nich doskakat Ize). V ¢em a kde
tento dikaz selze?
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3. Do které fady Ize doskakat?

Poznamky

m Conwayuv dukaz funguje pro libovolny kone¢ny pocet
kamend.
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3. Do které fady Ize doskakat?

Poznamky

m Conwayuv dukaz funguje pro libovolny kone¢ny pocet
kamenu. Pfi zaplnéné celé dolni poloroviné je S = 1
a reSeni by teoreticky mohlo existovat.
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3. Do které fady Ize doskakat?

Poznamky
m Conwayuv dukaz funguje pro libovolny konecny pocet
kamenu. Pfi zaplnéné celé dolni poloroviné je S = 1
a feSeni by teoreticky mohlo existovat. Pak nutné s
nekonec¢nym poctem skoku.
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3. Do které fady Ize doskakat?

Poznamky
m Conwayuv dukaz funguje pro libovolny konecny pocet
kamenu. Pfi zaplnéné celé dolni poloroviné je S = 1
a feSeni by teoreticky mohlo existovat. Pak nutné s
nekone¢nym poctem skoku. Tatham a Taylor
popsali (netrivialni) zplsob, jakym onéch nekonec¢né
mnoho skokU ucinit a dostali kamen do 5. fady.
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3. Do které fady Ize doskakat?

Poznamky
m Conwayuv dukaz funguje pro libovolny konecny pocet
kamenu. Pfi zaplnéné celé dolni poloroviné je S = 1
a feSeni by teoreticky mohlo existovat. Pak nutné s
nekone¢nym poctem skoku. Tatham a Taylor
popsali (netrivialni) zplsob, jakym onéch nekonec¢né
mnoho skokU ucinit a dostali kamen do 5. fady. Viz

http://www.chiark.greenend.org.uk/~sgtatham/solarmy/.
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http://www.chiark.greenend.org.uk/~sgtatham/solarmy/

3. Do které fady Ize doskakat?

Poznamky

m Conwayuv dukaz funguje pro libovolny konecny pocet
kamenu. Pfi zaplnéné celé dolni poloroviné je S = 1
a feSeni by teoreticky mohlo existovat. Pak nutné s
nekone¢nym poctem skoku. Tatham a Taylor
popsali (netrivialni) zplsob, jakym onéch nekonec¢né
mnoho skokU ucinit a dostali kamen do 5. fady. Viz
http://www.chiark.greenend.org.uk/~sgtatham/solarmy/.

m Pokud by byly povoleny diagonalni skoky, Ize
doskakat do 8. rady, ale ne do 9. fady - dokazte! :)
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http://www.chiark.greenend.org.uk/~sgtatham/solarmy/

3. Do které fady Ize doskakat?

Poznamky

m Conwayuv dukaz funguje pro libovolny konecny pocet
kamenu. Pfi zaplnéné celé dolni poloroviné je S = 1
a feSeni by teoreticky mohlo existovat. Pak nutné s
nekone¢nym poctem skoku. Tatham a Taylor
popsali (netrivialni) zplsob, jakym onéch nekonec¢né
mnoho skokU ucinit a dostali kamen do 5. fady. Viz
http://www.chiark.greenend.org.uk/~sgtatham/solarmy/.

m Pokud by byly povoleny diagonalni skoky, Ize
doskakat do 8. rady, ale ne do 9. fady - dokazte! :)

m V n-dimenzionalni verzi je mozno dokazat pomoci
Conwayovy techniky, ze nelze doskakat do fady cislo
3n—1.
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http://www.chiark.greenend.org.uk/~sgtatham/solarmy/

3. Do které fady Ize doskakat?

Poznamky

m Conwayuv dukaz funguje pro libovolny konecny pocet
kamenu. Pfi zaplnéné celé dolni poloroviné je S = 1
a feSeni by teoreticky mohlo existovat. Pak nutné s
nekone¢nym poctem skoku. Tatham a Taylor
popsali (netrivialni) zplsob, jakym onéch nekonec¢né
mnoho skokU ucinit a dostali kamen do 5. fady. Viz
http://www.chiark.greenend.org.uk/~sgtatham/solarmy/.

m Pokud by byly povoleny diagonalni skoky, Ize
doskakat do 8. rady, ale ne do 9. fady - dokazte! :)

m V n-dimenzionalni verzi je mozno dokazat pomoci
Conwayovy techniky, ze nelze doskakat do fady cislo
3n—1. Do rady 3n—2 vzdy doskakat Ize
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http://www.chiark.greenend.org.uk/~sgtatham/solarmy/

3. Do které fady Ize doskakat?

Poznamky

m Conwayuv dukaz funguje pro libovolny konecny pocet
kamenu. Pfi zaplnéné celé dolni poloroviné je S = 1
a reSeni by teoreticky mohlo existovat. Pak nutné s
nekonec¢nym poctem skoku. Tatham a Taylor
popsali (netrivialni) zplsob, jakym onéch nekonec¢né
mnoho skokU ucinit a dostali kamen do 5. fady. Viz
http://www.chiark.greenend.org.uk/~sgtatham/solarmy/.

m Pokud by byly povoleny diagonalni skoky, Ize
doskéakat do 8. fady, ale ne do 9. fady - dokazte! :)

m V n-dimenzionalni verzi je mozno dokazat pomoci
Conwayovy techniky, ze nelze doskakat do fady cislo
3n—1. Do rfady 3n—2 vzdy doskakat |ze (H. Eriksson
and B. Lindstrom, Twin jumping checkers in Zy, Europ. J.
Combinatorics, 16 (1995), 153—-157), dikaz je vSak tézky.
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Problém 4 barev:
F. Guthrie (1852), kartograf:




4. Problém 4 barev

Problém 4 barev:
F. Guthrie (1852), kartograf:

Mam obarvit mapu anglickych hrabstvi tak, aby kazdé
hrabstvi mélo nejakou barvu, a pfitom zadna dvé
sousedni hrabstvi neméla stejnou barvu. Kolik nejméné
pastelek budu potiebovat?
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4. Problém 4 barev

Problém 4 barev:
F. Guthrie (1852), kartograf:

Mam obarvit mapu anglickych hrabstvi tak, aby kazdé
hrabstvi mélo nejakou barvu, a pfitom zadna dvé
sousedni hrabstvi neméla stejnou barvu. Kolik nejméné
pastelek budu potiebovat?

(Pozn.: pokud se dvé hrabstvi dotykaji jen jedinym
bodem, nejsou povaZzovana za sousedni.)
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4. Problém 4 barev

Problém 4 barev:
F. Guthrie (1852), kartograf:

Mam obarvit mapu anglickych hrabstvi tak, aby kazdé
hrabstvi mélo nejakou barvu, a pfitom zadna dvé
sousedni hrabstvi neméla stejnou barvu. Kolik nejméné
pastelek budu potiebovat?

(Pozn.: pokud se dvé hrabstvi dotykaji jen jedinym
bodem, nejsou povaZzovana za sousedni.)

Neni tézké ukazat, ze alespon 4 jsou potreba:

Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy Co Ize a co nelze












4. Problém 4 barev

Je potreba vic?
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4. Problém 4 barev

Je potreba vic? Appel and Haken (1977): Staci Ctyfi.
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4. Problém 4 barev

Je potreba vic? Appel and Haken (1977): Staci Ctyfi.
Robertson et al. (1996; Thomas 1998): Maji pravdu.
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4. Problém 4 barev

Je potreba vic? Appel and Haken (1977): Staci Ctyfi.
Robertson et al. (1996; Thomas 1998): Maji pravdu.
Dlkaz se opira o pocitatem generované obarvovani
velkého mnozstvi slozitych "elementarnich” pozic.
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Velmi tézky dukaz — néktefi radéji hledaji protipriklady, . ..




... které jsou vétSinou pomérné brzo vyvraceny.
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Tri starovéké konstrukéni ulohy:
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Tri starovéké konstrukéni ulohy:

m Zadvojnasobeni (duplikace) krychle




5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Tri starovéké konstrukéni ulohy:
m Zavojnasobeni (duplikace) krychle (Délsky problém)
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Tri starovéké konstrukéni ulohy:

m Zavojnasobeni (duplikace) krychle (Délsky probléem):
nalezeni hrany krychle o dvojnasobném objemu nez
ma dand krychle.
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Tri starovéké konstrukéni ulohy:

m Zavojnasobeni (duplikace) krychle (Délsky probléem):
nalezeni hrany krychle o dvojnasobném objemu nez
ma dana krychle. Konstrukce: je-li dana usecka délky
1, naleznéte Gsecku délky /2.
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Tri starovéké konstrukéni ulohy:

m Zavojnasobeni (duplikace) krychle (Délsky probléem):
nalezeni hrany krychle o dvojnasobném objemu nez
ma dana krychle. Konstrukce: je-li dana usecka délky
1, naleznéte Gsecku délky /2.

m Trisekce uhlu
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Tri starovéké konstrukéni ulohy:

m Zavojnasobeni (duplikace) krychle (Délsky probléem):
nalezeni hrany krychle o dvojnasobném objemu nez
ma dana krychle. Konstrukce: je-li dana usecka délky
1, naleznéte Gsecku délky /2.

m Trisekce uhlu: rozdéleni daného Uhlu na tretiny.
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Tri starovéké konstrukéni ulohy:

m Zavojnasobeni (duplikace) krychle (Délsky probléem):
nalezeni hrany krychle o dvojnasobném objemu nez
ma dana krychle. Konstrukce: je-li dana usecka délky
1, naleznéte Gsecku délky /2.

m Trisekce uhlu: rozdéleni daného Uhlu na tretiny.
m Kvadratura kruhu
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Tri starovéké konstrukéni ulohy:

m Zavojnasobeni (duplikace) krychle (Délsky probléem):
nalezeni hrany krychle o dvojnasobném objemu nez
ma dana krychle. Konstrukce: je-li dana usecka délky
1, naleznéte Gsecku délky /2.

m Trisekce uhlu: rozdéleni daného Uhlu na tretiny.

m Kvadratura kruhu: nalezeni strany Ctverce, jehoz
obsah je roven obsahu daného kruhu.
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Tri starovéké konstrukéni ulohy:

m Zavojnasobeni (duplikace) krychle (Délsky probléem):
nalezeni hrany krychle o dvojnasobném objemu nez
ma dana krychle. Konstrukce: je-li dana usecka délky
1, naleznéte Gsecku délky /2.

m Trisekce uhlu: rozdéleni daného Uhlu na tretiny.

m Kvadratura kruhu: nalezeni strany Ctverce, jehoz
obsah je roven obsahu daného kruhu. Konstrukce:
je-li dana usecka délky 1, naleznéte UseCku délky

N3
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Konstrukce kruzitkem a pravitkem:
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Konstrukce kruzitkem a pravitkem:

m Pravitko slouzi pouze k narysovani pfimky (Usecky),
ktera prochazi dvéma jiz zkonstruovanymi body.
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Konstrukce kruzitkem a pravitkem:

m Pravitko slouzi pouze k narysovani pfimky (Usecky),
ktera prochazi dvéma jiz zkonstruovanymi body.
Pravitko nesmi mit na sobé zadné znacky, "jednotky

délky", méfitka, atd. Neni ani dovoleno zadné znacky
na pravitku v pribéhu konstrukce vytvaret.
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Konstrukce kruzitkem a pravitkem:

m Pravitko slouzi pouze k narysovani pfimky (Usecky),
ktera prochazi dvéma jiz zkonstruovanymi body.
Pravitko nesmi mit na sobé zadné znacky, "jednotky
délky", méfitka, atd. Neni ani dovoleno zadné znacky
na pravitku v prabéhu konstrukce vytvaret.

m Kruzitko slouzi pouze k opsani oblouku kruznice o
stfedu, lezicim ve zkonstruovaném bodé, a o
poloméru, ktery odpovida vzdalenosti dvou néjakych

jiz zkonstruovanych bodu.
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Konstrukce kruzitkem a pravitkem:

m Pravitko slouzi pouze k narysovani pfimky (Usecky),
ktera prochazi dvéma jiz zkonstruovanymi body.
Pravitko nesmi mit na sobé zadné znacky, "jednotky
délky", méfitka, atd. Neni ani dovoleno zadné znacky
na pravitku v prabéhu konstrukce vytvaret.

m Kruzitko slouzi pouze k opsani oblouku kruznice o
stfedu, lezicim ve zkonstruovaném bodé, a o
poloméru, ktery odpovida vzdalenosti dvou néjakych
jiz zkonstruovanych bodu.

m Konstrukce musi sestavat pouze z kone¢ného poctu

krokd.
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Konstrukce kruzitkem a pravitkem:

m Pravitko slouzi pouze k narysovani pfimky (Usecky),
ktera prochazi dvéma jiz zkonstruovanymi body.
Pravitko nesmi mit na sobé zadné znacky, "jednotky
délky", méfitka, atd. Neni ani dovoleno zadné znacky
na pravitku v prabéhu konstrukce vytvaret.

m Kruzitko slouzi pouze k opsani oblouku kruznice o
stfedu, lezicim ve zkonstruovaném bodé, a o
poloméru, ktery odpovida vzdalenosti dvou néjakych
jiz zkonstruovanych bodu.

m Konstrukce musi sestavat pouze z kone¢ného poctu
Krokd.

m Konstrukce musi byt pfesna. Priblizna feSeni nejsou
povazovana za reseni Ulohy.
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Konstrukce kruzitkem a pravitkem:

m Pravitko slouzi pouze k narysovani pfimky (Usecky),
ktera prochazi dvéma jiz zkonstruovanymi body.
Pravitko nesmi mit na sobé zadné znacky, "jednotky
délky", méfitka, atd. Neni ani dovoleno zadné znacky
na pravitku v pribéhu konstrukce vytvaret.

m Kruzitko slouzi pouze k opsani oblouku kruznice o
stfedu, lezicim ve zkonstruovaném bodé, a o
poloméru, ktery odpovida vzdalenosti dvou néjakych
jiz zkonstruovanych bodu.

m Konstrukce musi sestavat pouze z kone¢ného poctu
Krokd.

m Konstrukce musi byt pfesna. Priblizna feSeni nejsou
povazovana za reseni Ulohy.

m Nedilnou soucasti feSeni je dikaz.
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Prekvapivé zavr§eni snah o uvedené tfi konstrukce

zadnou z nich nelze provést
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Prekvapivé zavrSeni snah o uvedené tii konstrukce:
zadnou z nich nelze provést
(pfi splnéni vSech uvedenych konstrukénich pravidel).
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Pfekvapivé zavrSeni snah o uvedené tfi konstrukce:
Zadnou z nich nelze provést
(pfi spInéni vSech uvedenych konstrukénich pravidel).

Zakladni idea dlikazu: algebraicky popis mnoziny Cisel,
které Ize zkonstruovat (jako vzdalenosti bodu v roving) z
délky 1 pomoci konstrukénich pravidel
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Pfekvapivé zavrSeni snah o uvedené tfi konstrukce:
Zzadnou z nich nelze provést
(pfi spInéni vSech uvedenych konstrukénich pravidel).

Zakladni idea dlikazu: algebraicky popis mnoziny Cisel,
které Ize zkonstruovat (jako vzdalenosti bodu v roving) z
délky 1 pomoci konstrukénich pravidel (jaké body
ziskame jako pruseciky pfimek a kruznic?
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Pfekvapivé zavrSeni snah o uvedené tfi konstrukce:
Zzadnou z nich nelze provést
(pfi spInéni vSech uvedenych konstrukénich pravidel).

Zakladni idea dlikazu: algebraicky popis mnoziny Cisel,
které Ize zkonstruovat (jako vzdalenosti bodu v roving) z
délky 1 pomoci konstrukénich pravidel (jaké body
ziskame jako pruseciky pfimek a kruznic? jde o reSeni
soustav linearnich a kvadratickych rovnic...
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Pfekvapivé zavrSeni snah o uvedené tfi konstrukce:
Zzadnou z nich nelze provést
(pfi spInéni vSech uvedenych konstrukénich pravidel).

Zakladni idea dukazu: algebraicky popis mnoziny Cisel,
které Ize zkonstruovat (jako vzdalenosti bodu v roving) z
deélky 1 pomoci konstrukCnich pravidel (jaké body
ziskame jako pruseciky primek a kruznic? jde o reSeni
soustav linearnich a kvadratickych rovnic... ... pouze
konecné kombinace "neceho jako sudé odmocniny").
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Pfekvapivé zavrSeni snah o uvedené tfi konstrukce:
Zzadnou z nich nelze provést
(pfi spInéni vSech uvedenych konstrukénich pravidel).

Zakladni idea dlikazu: algebraicky popis mnoziny Cisel,
které Ize zkonstruovat (jako vzdalenosti bodu v roving) z
délky 1 pomoci konstrukénich pravidel (jaké body
ziskame jako pruseciky pfimek a kruznic? jde o reSeni
soustav linearnich a kvadratickych rovnic... ... pouze
konecné kombinace "neceho jako sudé odmocniny"). Poté
se ukaze, ze pozadované délky (napt. v/2) nelezi v této
mnoziné.
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

v v

Jaka nejjednodussi modifikace konstrukCnich pravidel
umozni alespon nékterou z uvedenych konstrukci
provést?
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Konstrukce kruzitkem a pravitkem (pfipomenuti):

m Pravitko slouzi pouze k narysovani pfimky (Usecky),
ktera prochazi dvéma jiz zkonstruovanymi body.
Pravitko nesmi mit na sobé zadné znacky, "jednotky
délky", méfitka, atd. Neni ani dovoleno zadné znacky
na pravitku v pribéhu konstrukce vytvaret.

m Kruzitko slouzi pouze k opsani oblouku kruznice o
stfedu, lezicim ve zkonstruovaném bodé, a o
poloméru, ktery odpovida vzdalenosti dvou néjakych
jiz zkonstruovanych bodu.

m Konstrukce musi sestavat pouze z kone¢ného poctu
Krokd.

m Konstrukce musi byt pfesna. Priblizna feSeni nejsou
povazovana za reseni Ulohy.

m Nedilnou soucasti feSeni je dikaz.
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Konstrukce kruzitkem a pravitkem (pfipomenuti):

m Pravitko slouzi pouze k narysovani pfimky (Usecky),
ktera prochazi dvéma jiz zkonstruovanymi body.
Pravitko nesmi mit na sobé zadné znacky, "jednotky
délky", méritka, atd. Neni ani dovoleno zadné znacky
na pravitku v pribéhu konstrukce vytvaret.

m Kruzitko slouzi pouze k opsani oblouku kruznice o
stfedu, lezicim ve zkonstruovaném bodé, a o
poloméru, ktery odpovida vzdalenosti dvou néjakych
jiz zkonstruovanych bodu.

m Konstrukce musi sestavat pouze z kone¢ného poctu
Krokd.

m Konstrukce musi byt pfesna. Priblizna feSeni nejsou
povazovana za reseni Ulohy.

m Nedilnou soucasti feSeni je dikaz.
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Plati:

Je-li dovoleno ucinit na pravitku v prabéhu konstrukce
znacky, Ize provést zdvojeni krychle a trisekci Uhlu pfi
zachovani vSech ostatnich konstruk¢nich pravidel.
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5. Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Plati:

Je-li dovoleno ucinit na pravitku v prabéhu konstrukce
znacky, Ize provést zdvojeni krychle a trisekci Uhlu pfi
zachovani vSech ostatnich konstruk¢nich pravidel.
Konstrukce je presna (coz Ize dokazat) a sestava z
kone¢ného poctu krokd.

Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy Co Ize a co nelze















0,5

¢
d
&




0,5

¢
d
&




. 30°

-0,4

-0,6

-0,8







14 .
B
0,8
y 0,64
C
0,4
0,2 1
T I | | | I
-02-0A 02 04 06 08 10
X
-0,2
-0,4-

<O < <

>

it
v

o




14 a
B
0,8
y 0,6
-~ C
0,41 )
e
-
0,2 _
P
T I | | | I
-02-0|A 02 0,4 06 - .
X
-0,2

-0,4-

«O> «Fr «=»

it
v

o




14 a
B
0,8
y 0,6
-~ C
0,41 )
e
-
0,2 _
P
T I | | | I
-02-0|A 02 0,4 06 - .
X
-0,2

-0,4-

«O> «Fr «=»

it
v

o




14 @
B
0,81
y 0,6
-7 C
0.4 -
d/
-
-
029 <
P v
T T T T T T
-02-0A 02 04 06 08 10
X
-0,2
_0,4 -

«0)>» «F»r « =)»

DA




7. Trisekce Uhlu pomoci kruzitka a oznaceného pravitka
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Jaka je vzdélenost x = |AE|, za podminky, Zze |[EF| =17
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y
1 s
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B : . 30
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1S 1 05 o C 05 1 15 iF
-02 :
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-08
D

Jaka je vzdalenost x = |AE|, za podminky, Zze |[EF| =17

A=[-34],
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8. Dukazy pro zdatné trisektory

30°
T

Jaké je vzdalenost x = |AE|, za podminky, ze |[EF| =17
A= -3 F=la0],

Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy Co Ize a co nelze



8. Dukazy pro zdatné trisektory

30°
T

Jaké je vzdalenost x = |AE|, za podminky, ze |[EF| =17
A= -39 F=1a0, D= -3 -%),

27 2
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8. Dukazy pro zdatné trisektory

30°
T

Jaké je vzdalenost x = |AE|, za podminky, ze |[EF| =17
A= [_1 ﬁ] F=1[a0],D= [—g,—%ﬂ, C = [0,0]

27 2
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8. Dukazy pro zdatné trisektory

Jaké je vzdalenost x = |AE|, za podminky, ze |[EF| =17
A= [_1 ﬁ] F=1[a0],D= [—g,—%ﬂ, C = [0,0]

2) 2
_ 3 V3
= E= 525 559
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_ |1 v3 _|_3 V3
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8. Dukazy pro zdatné trisektory

_|_1 3 _|_s V3
A= [—5, 7]= E= [Z(aiZ)’ 2(a+2)}
2 2
5 3 1 V3 N AN _ 4(dP+a+1)
|AE|® = <2(aiz) + §> + (2(a+‘32) - 7) T T (arep

E= |5 523%| F=a0]

2(a+2)’ 2(a+2)

2 2
|EF|2 = (2(§i2) o a) + (2(\5/3?2))
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8. Dukazy pro zdatné trisektory

_|_1 3 _|_s V3
A= [—5, 7]= E= [Z(aiZ)’ 2(a+2)}
2 2
5 3 1 V3 N AN _ 4(dP+a+1)
|AE|® = <2(aiz) + §> + (2(a+‘32) - 7) T T (arep

E= |5 523%| F=a0]

2(a+2)’ 2(a+2)

2
— 3 V3
|EF|2 - (2(a—?—2) o a) + <2(a+a2)

—
N
I~
—
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8. Dukazy pro zdatné trisektory

_|_1 3 _|_s V3
A= [—5, 7]= E= [Z(aiZ)’ 2(a+2)}
2 2
5 3 1 V3 N AN _ 4(dP+a+1)
|AE|® = <2(ai2) + §> + (2(a+32) - 7) T T (arep

E= |5 523%| F=a0]

2(a+2)’ 2(a+2)
2 2
2 _ 3 V3 2
|EF[® = (2(a—?—2) o a) + <2(a+a2)) =1

&(@+a+1)=(a+2)?

Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy Co Ize a co nelze



8. Dukazy pro zdatné trisektory

_|_1 3 _|_s V3
A= [—5, 7]= E= [Z(aiZ)’ 2(a+2)}
2 2
5 3 1 V3 N AN _ 4(dP+a+1)
|AE|® = <2(a4a-2) + §> + (2(a+32) - T) T T (arep

_ 3 V3, _
E= [2(ai2)v ‘2(a+az)'}’ F=la0]
2 2
_ 3 V3 2
|EF|2— (2(a—j_2)—a> +<2(a—+aZ)) =1

(@ +a+1)=(a+2)?

X o 4(&P+at1)
Pakovsem |AE]" = =75 =
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8. Dukazy pro zdatné trisektory

_|_1 3 _|_s V3
A= [—5, 7]= E= [Z(aiZ)’ 2(a+2)}
2 2
5 3 1 V3 N AN _ 4(dP+a+1)
|AE|® = <2(a4a-2) + §> + (2(a+32) - T) T T (arep

_ 3 V3, _
E= [2(ai2)v ‘2(a+az)'}’ F=la0]
2 2
_ 3 V3 2
|EF|2— (2(a—j_2)—a> +<2(a—+aZ)) =1

(@ +a+1)=(a+2)?

Pak ovem |AE[? = 42t — 4
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8. Dukazy pro zdatné trisektory

_|_1 3 _|_s V3
A= [—5, 7]= E= [Z(aiZ)’ 2(a+2)}
2 2
5 3 1 V3 N AN _ 4(dP+a+1)
|AE|® = <2(a4a-2) + §> + (2(a+32) - T) T T (arep

E:[ 3a \fa} F =[a,0]

2(a+2)’ 2(a+2)
2 2
2 3 V3, 2
|EF| ( a—?—z) a) + <2(a+2)) =1

(@ +a+1)=(a+2)?

Pak ovsem |AE[? =42l — 4 — |AF| =
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8. Dukazy pro zdatné trisektory

—|_1 V8 _|_3 V3
A= [_E’ 7]= E = [2(ai2)’ 2(a+32)}
2 2
_ 3 1 V3 Vv3\°T _ . 4@P+att
|AE|2 = <2(a4a-2) + §> + (2(a+32) - T) - ﬁ
_|_3 V3 —
E= [2(ai2)’ 2(a+az)} =[a,0]
2 2
3 V3 2
|EF|2 ( a—?—z) a) + <2(a+2)) =1
&@+a+1)=(a+2)?
v 2
Pak ovéem |AE] = HTLD — 4 — |AE| =
2 S 2( A2 2
Tedy | x = 20 kde a > 0 splhuje: |a“(a"+a+1) = (a+2)
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X = g , kde a > 0 spliuje:

(O A =>

i
v

o



x
I
o IN

, kde a > 0 splnuje:

d@+a+1) = (a+2)7?




2
a

x = — |, kde a > 0 splnuje:

ad@+a+1) = (a+2? [:&>0




2
a

x = — |, kde a > 0 splnuje:

ad@+a+1) = (a+2? [:&>0

&+a+1 = (1+§)2




2
a

x = — |, kde a > 0 splnuje:

ad@+a+1) = (a+2? [:&>0

2)\2 4 4
&+a+1 = (1+5) =1+ + =




X =

2
a

&@+a+1)
& +a+1

&+a

, kde a > 0 splnuje:




X =

2
a

&(@+a+1)
&+a+1

&+a

, kde a > 0 splnuje:




2
X=—
a

a@+a+1)
&+a+1

&+a

, kde a > 0 splnuje:

212 4 4
(1+3) =143+ 2
4 4 4
5+?:§(32+3) /(& +a)>0

DA




8. Dukazy pro zdatné trisektory

x:g,kdea>03plhuje:
ad@+a+1) = (a+2? [:&>0
Prat+l = (1+§)2—1+%+%
&+a = g+ 2—%(az+a) /:(&+a)>0
-
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8. Dukazy pro zdatné trisektory

x:g,kdea>03plhuje:
ad@+a+1) = (a+2? [:&>0
2\2 4 4
£ratl = (1+2) =142+
a a a
4 4 5 2
&+a = 27 2_5(3 +a /:(&+a)>0
4
1 = =
as
— a=4
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8. Dukazy pro zdatné trisektory

x:g,kdea>05plhuje:
ad@+a+1) = (a+2? [:&>0
Prat+l = (1+§)2—1+%+%
&+a = g+ 2—%(az+a) /:(&+a)>0
-

— a=V4 = x=2
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8. Dukazy pro zdatné trisektory

x:g,kdea>05plhuje:
ad@+a+1) = (a+2? [:&>0
2\2 4 4
£ratl = (1+2) =142+
a a a
&+a = 27 2_3(3 +a /:(&+a)>0
4
1 =
as
:>::1:\3/4_1:>x:§1:\37%T
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8. Dukazy pro zdatné trisektory

x:g,kdea>05plhuje:
ad@+a+1) = (a+2? [:&>0
Prat+l = (1+§)2—1+%+%
&+a = g+ 2—%(az+a) /:(&+a)>0
-
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8. Dukazy pro zdatné trisektory

x:g,kdea>05plhuje:
ad@+a+1) = (a+2? [:&>0
Prat+l = (1+§)2—1+%+%
&+a = g+ 2—%(az+a) /:(&+a)>0
-

— a=vV4 = x=2=2=7/8=72.
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Nikoli dikaz, ale navod: vyjdeme z pozorovani
|AR| — |AQ| = d,

«0O0>» «F>» « > « Q>

v



8. Dukazy pro zdatné trisektory

Nikoli dikaz, ale navod: vyjdeme z pozorovani
|AR| — |AQ| = d, které Ize po jisté namaze upravit na
dsina dcosa

2sin3 2cosf
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dsina

— dCoSa B
2sinf  2cosf

«O> «Fr «=»

it
v

o



Ze vztahu

dsina B dcosa
2sin3 2cosf
plyne

sinacos 8 —cosasinf =2sin3cos 3,

» A« »r <

DA



8. Dukazy pro zdatné trisektory

Ze vztahu ]
dsina dcosa B

2sing  2cosf

plyne

sinacos 8 —cosasinf =2sin5cosf,

neboli
sin(a — 8) =sin2p.
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8. Dukazy pro zdatné trisektory

Ze vztahu ]
dsina dcosa B

2sing  2cosf

plyne

sinacos 8 —cosasinf =2sin5cosf,

neboli
sin(a — 8) =sin2p.
Pro o, 5 € (0, 5) ma tato rovnice jediné feseni,
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8. Dukazy pro zdatné trisektory

Ze vztahu ]
dsina dcosa B

2sing  2cosf

plyne

sinacos 8 —cosasinf =2sin5cosf,

neboli
sin(a — 8) =sin2p.

Pro o, 3 € (0, 5) ma tato rovnice jediné feseni, a sice
a = 303, coz jsme chtéli ukazat.

Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy Co Ize a co nelze



Poznamky:

(O A =>

o



8. Dukazy pro zdatné trisektory

Poznamky:

m Kvadraturu kruhu nelze provést ani s takto
modifikovanymi pravidly.
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8. Dukazy pro zdatné trisektory

Poznamky:

m Kvadraturu kruhu nelze provést ani s takto
modifikovanymi pravidly. (Pravdépodobny duvod: = je
transcendentni.)
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8. Dukazy pro zdatné trisektory

Poznamky:

m Kvadraturu kruhu nelze provést ani s takto
modifikovanymi pravidly. (Pravdépodobny duvod: = je
transcendentni.)

m Otevieny problém: charakterizace toho, co Ize
zkonstruovat kruzitkem a oznaCenym pravitkem.

m MUze byt pfekvapivé: dodnes se nevi, které vSechny
pravidelné n-uhelniky je mozno zkonstruovat
kruzitkem a pravitkem, i kdyz je znama jejich aplna
charakterizace.
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8. Dukazy pro zdatné trisektory

Poznamky:

m Kvadraturu kruhu nelze provést ani s takto
modifikovanymi pravidly. (Pravdépodobny duvod: = je
transcendentni.)

m Otevieny problém: charakterizace toho, co Ize
zkonstruovat kruzitkem a oznaCenym pravitkem.

m MUze byt pfekvapivé: dodnes se nevi, které vdechny
pravidelné n-uhelniky je mozno zkonstruovat
kruzitkem a pravitkem, i kdyz je znama jejich aplna
charakterizace. Jak je to mozné?
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9. Co na to Fermat?

Tvrzeni (C.F.Gauss (1796))

Pravidelny n-uhelnik (n > 3) Ize zkonstruovat kruZitkem a
pravitkem, pokud je ¢islo n bud’ tvaru n = 2,
k=2,3,4,... nebo tvarun = 25psps - - - pm, kde k € N a
kde p; jsou navzajem riznd tzv. Fermatova prvocisla.
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9. Co na to Fermat?

Tvrzeni (C.F.Gauss (1796))

Pravidelny n-uhelnik (n > 3) Ize zkonstruovat kruZitkem a
pravitkem, pokud je ¢islo n bud’ tvaru n = 2,
k=2,3,4,... nebo tvarun = 25psps - - - pm, kde k € N a
kde p; jsou navzajem riznd tzv. Fermatova prvocisla.

Tvrzeni (Pierre Wantzel (1837))

V jinych pfipadech pravidelny n-thelnik (n > 3) nelze
zkonstruovat pouze kruZitkem a pravitkem.
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9. Co na to Fermat?

Tvrzeni (C.F.Gauss (1796))

Pravidelny n-uhelnik (n > 3) Ize zkonstruovat kruZitkem a
pravitkem, pokud je ¢islo n bud’ tvaru n = 2,
k=2,3,4,... nebo tvarun = 25psps - - - pm, kde k € N a
kde p; jsou navzajem riznd tzv. Fermatova prvocisla.

Tvrzeni (Pierre Wantzel (1837))

V jinych pfipadech pravidelny n-thelnik (n > 3) nelze
zkonstruovat pouze kruZitkem a pravitkem.

Uplnou charakterizaci tedy mame, je zde véak problém:
nezname vSechna Fermatova prvocisla.
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@ P Fermat: domnivam se, Ze v8echna ¢&isla tvaru
Fn=2%"+1,

n=0,1,2 ...
jsou prvocisla.

(1)

«0)>» «F»r « =)»

it
v

DA



@ P Fermat: domnivam se, Ze v8echna ¢&isla tvaru
Fn=2%"+1,

n=0,1,2 ...
jsou prvocisla. Sledujte:

(1)

«0)>» «F»r « =)»

it
v

DA



9. Co na to Fermat?

@ P. Fermat: domnivam se, Ze v8echna &isla tvaru
n
F,=22"+1, n=0,1,2,...

jsou prvocisla. Sledujte: Fy = 3,

Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy Co Ize a co nelze



9. Co na to Fermat?

@ P. Fermat: domnivam se, Ze v8echna &isla tvaru
n
F,=22"+1, n=0,1,2,...

jsou prvocisla. Sledujte: Fy = 3, F; = 5,
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9. Co na to Fermat?

@ P. Fermat: domnivam se, Ze v8echna &isla tvaru
F,=2+1, n=0,1,2,...

jsou prvocisla. Sledujte: Fo =3, F; =5, F, =17,
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9. Co na to Fermat?

@ P. Fermat: domnivam se, Ze v8echna &isla tvaru
F,=2+1, n=0,1,2,... (1)

jsou prvocisla. Sledujte: Fo =3, F; =5, F, =17,
F =257,

Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy Co Ize a co nelze



9. Co na to Fermat?

@ P. Fermat: domnivam se, Ze v8echna &isla tvaru
F,=2+1, n=0,1,2,...

jsou prvocisla. Sledujte: Fo =3, F; =5, F, =17,
F; =257, F, =65537, ...
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9. Co na to Fermat?

@ P. Fermat: domnivam se, Ze v8echna &isla tvaru
F,=2+1, n=0,1,2,... (1)

jsou prvocisla. Sledujte: Fo =3, F; =5, F, =17,
Fs =257, F, = 65537, ...
© L. Euler: omyl, drahy Pierre,
Fs = 4294967 297
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9. Co na to Fermat?

@ P. Fermat: domnivam se, Ze v8echna &isla tvaru
F,=2+1, n=0,1,2,... (1)

jsou prvocisla. Sledujte: Fo =3, F1 =5, F, = 17,
Fs =257, F, = 65537, ...
© L. Euler: omyl, drahy Pierre,
Fs = 4294967297 =641 -6700417.
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9. Co na to Fermat?

@ P. Fermat: domnivam se, Ze v8echna cisla tvaru
F,=2%"+1, n=0,1,2, ... (1)
jsou prvocisla. Sledujte: Fo =3, F; =5, F, =17,
F; =257, F, =65537, ...

© L. Euler: omyl, drahy Pierre,
Fs =4294 967297 = 641 -6700417.

© Priekvapeni: k dnesnimu dni jsou naopak Fy, Fi, Fo,
F3, F4 jedina znama prvocisla mezi Cisly tvaru (1).
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9. Co na to Fermat?

@ P. Fermat: domnivam se, Ze v8echna &isla tvaru
F,=2+1, n=0,1,2,... (1)

jsou prvocisla. Sledujte: Fo =3, F; =5, F, =17,
F;3 =257, F, = 65537, ...
© L. Euler: omyl, drahy Pierre,
Fs =4294 967297 = 641 -6700417.
© Priekvapeni: k dnesnimu dni jsou naopak Fy, Fi, Fo,
F3, F4 jedina znama prvocisla mezi Cisly tvaru (1).
Vime, ze Fs, ... F32 jsou slozena.
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9. Co na to Fermat?

@ P. Fermat: domnivam se, Ze v8echna &isla tvaru
F,=2+1, n=0,1,2,... (1)

jsou prvocisla. Sledujte: Fo =3, F; =5, F, =17,
F3 =257, F, = 65537, ...

© L. Euler: omyl, drahy Pierre,

Fs =4294 967297 = 641 -6700417.

© Priekvapeni: k dnesnimu dni jsou naopak Fy, Fi, Fo,
F3, F4 jedina znama prvocisla mezi Cisly tvaru (1).
Vime, ze Fs, ... F3, jsou slozend. Ale ani sou¢asna
vypocetni technika neni schopna ovéfit, jestli je Cislo
F33 slozené nebo ne.
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9. Co na to Fermat?

@ P. Fermat: domnivam se, Ze v8echna &isla tvaru
F,=2+1, n=0,1,2,... (1)

jsou prvocisla. Sledujte: Fo =3, F1 =5, F, = 17,
Fs =257, F, = 65537, ...
© L. Euler: omyl, drahy Pierre,
Fs = 4294967297 =641 -6700417.

© Priekvapeni: k dnesnimu dni jsou naopak Fy, Fi, Fo,
F3, F4 jedina znama prvocisla mezi Cisly tvaru (1).
Vime, ze Fs, ... F3, jsou slozend. Ale ani sou¢asna
vypocetni technika neni schopna ovéfit, jestli je Cislo
F33 slozené nebo ne. (Toto Cislo ma pres dvé a pul
miliardy cifer!)

Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy Co Ize a co nelze



Co tedy Ize a co nelze zkonstruovat?

«0O>» «F»r « >

i
v
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Co tedy Ize a co nelze zkonstruovat?

Pro 3 < n <100 Ize zkonstruovat kruzitkem a pravitkem
prave téchto 24 n-uhelniku:

DA



9. Co na to Fermat?

Co tedy Ize a co nelze zkonstruovat?

Pro 3 < n <100 Ize zkonstruovat kruzitkem a pravitkem
prave téchto 24 n-uhelniku:

n= 3,4,56,8,10,12,15,16,17,20, 24,30, 32,
34,40,48,51,60,64,68,80,85,96 .
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9. Co na to Fermat?

Co tedy Ize a co nelze zkonstruovat?

Pro 3 < n <100 Ize zkonstruovat kruzitkem a pravitkem
prave téchto 24 n-uhelniku:

n= 3,4,56,8,10,12,15,16,17,20, 24,30, 32,
34,40,48,51,60,64,68,80,85,96 .

Prvni n-thelnik, o kterém nevime, zda Ize zkonstruovat
pouze kruzitkem a pravitkem je pro n = Fss.
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9. Co na to Fermat?

Co tedy Ize a co nelze zkonstruovat?

Pro 3 < n <100 Ize zkonstruovat kruzitkem a pravitkem
prave téchto 24 n-uhelniku:

n= 3,4,56,8,10,12,15,16,17,20, 24,30, 32,
34,40,48,51,60,64,68,80,85,96 .

Prvni n-thelnik, o kterém nevime, zda Ize zkonstruovat
pouze kruzitkem a pravitkem je pro n = Fs3. Ten ma
ov§em pres dvé a pul miliardy stran, takze jeho velmi
dobrou aproximaci lze zkonstuovat pouze kruzitkem. :-)
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Problém (za 1000 liber).




Problém (za 1000 liber). NEVi SE, jestli jej Ize nebo
nelze vyresit.




10. Collatzova posloupnost

Problém (za 1000 liber). NEVi SE, jestli jej Ize nebo
nelze vyresit.
Collatzav problém (Lothar Collatz (1910-1990)),
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10. Collatzova posloupnost

Problém (za 1000 liber). NEVi SE, jestli jej Ize nebo
nelze vyresit.
Collatzav problém (Lothar Collatz (1910-1990)),
Kakutaniho problém, Ulamuv problém, 3n+1 problém
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10. Collatzova posloupnost

Problém (za 1000 liber). NEVi SE, jestli jej Ize nebo
nelze vyresit.
Collatzav problém (Lothar Collatz (1910-1990)),
Kakutaniho problém, Ulamuv problém, 3n+1 problém

"Mathematics may not yet be ready for such problems."
(Paul Erdés)
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10. Collatzova posloupnost

Problém (za 1000 liber). NEVi SE, jestli jej Ize nebo
nelze vyresit.
Collatzav problém (Lothar Collatz (1910-1990)),
Kakutaniho problém, Ulamuv problém, 3n+1 problém

"Mathematics may not yet be ready for such problems."
(Paul Erdés)

a € N
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10. Collatzova posloupnost

Problém (za 1000 liber). NEVi SE, jestli jej Ize nebo
nelze vyresit.
Collatzav problém (Lothar Collatz (1910-1990)),
Kakutaniho problém, Ulamuv problém, 3n+1 problém

"Mathematics may not yet be ready for such problems."
(Paul Erdds)

a € N
& je-li a, sudé
any1 =
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10. Collatzova posloupnost

Problém (za 1000 liber). NEVi SE, jestli jej Ize nebo
nelze vyresit.
Collatzav problém (Lothar Collatz (1910-1990)),
Kakutaniho problém, Ulamuv problém, 3n+1 problém

"Mathematics may not yet be ready for such problems."
(Paul Erdds)

a € N
& je-li a, sudé
any1 =
3a, + 1 je-li a, liché
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1 . 421  (421..)




1 . 421  (421..)

3 : 10,5,




1 . 421  (421..)

3 : 10,5,16,




1 : 421 (4,2,1...)
2 1
3 : 10,5,16,8,




1 : 421 (4,2,1...)
2 1
3 : 10,5,16,8,4,




1 : 421 (4,2,1...)
2 1
3 : 10,5,16,8,4,2,




1 : 421 (4,2,1...)
2 1
3 : 10,5,16,8,4,2,1




1 : 421 (4,2,1...)
2 1
3 : 10,5,16,8,4,2,1




1 : 421 (4,2,1...)
2 1
3 : 10,5,16,8,4,2,1

5 : 16,




1 : 421 (4,2,1...)
2 1
3 : 10,5,16,8,4,2,1

5 . 16,8,4,2,1




1 : 421 (4,2,1...)
2 1
3 : 10,5,16,8,4,2,1

5 : 16,8,4,2, 1

51




10. Collatzova posloupnost

1 : 4,21 (4,2,1...)
2 1

3 : 10,5,16,8,4,2,1

5 : 16,8,4,2,1

51 . 154,77,232,116,58,29,88,44, 22 11,34,17,52,
26,13,40,20,10,5,16,8,4,2, 1

Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy Co Ize a co nelze



10. Collatzova posloupnost

1 : 4,21 (4,2,1...)
2 1

3 : 10,5,16,8,4,2,1

5 : 16,8,4,2,1

51 . 154,77,232,116,58,29,88,44.22,11,34,17,52,
26,13,40,20,10,5,16,8,4,2, 1

Otazka: Dorazime pro vSechna n € N vzdy k Cislu 1?
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10. Collatzova posloupnost

1 : 4,21 (4,2,1...)
2 1

3 : 10,5,16,8,4,2,1

5 : 16,8,4,2,1

51 . 154,77,232,116,58,29,88,44.22,11,34,17,52,
26,13,40,20,10,5,16,8,4,2, 1

Otazka: Dorazime pro vSechna n € N vzdy k Cislu 1?
PocCitacové ovéreno (stav k prosinci 2015) pro vS§echna
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10. Collatzova posloupnost

1 : 4,21 (4,2,1...)
2 1
3 : 10,5,16,8,4,2,1

5 . 16,8,4,2, 1

51 . 154,77,232,116,58,29,88,44, 22 11,34,17,52,
26,13,40,20,10,5,16,8,4,2, 1

Otazka: Dorazime pro vSechna n € N vzdy k Cislu 1?
PocCitacové ovéreno (stav k prosinci 2015) pro vS§echna

|n < 5764607 523 034 234 880
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10. Collatzova posloupnost
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A to uz je opravdu vse.
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A to uz je opravdu vse.

(Vice toho, co Ize Ci nelze, uz mozna nelze snést.)

Mirko Rokyta
KMA MFF Praha
Sokolovska 83
Praha 8 - Karlin

mirko.rokyta@mff.cuni.cz
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