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Ob�casný Seminá�r z MAtematiky

Matematika je zp	usob, jakým p�remýšlíme o sv�et �e kolem nás.

Co to znamená, kdy� se �rekne, �e n �eco "nejde"?
Pozor, nezam�e�novat s výrokem "Já to neumím".

(Tomáš Bat'a: Ne�ríkej, �e to nejde, �rekni, �e to neumíš.)
(Opravdu je to tak? Co kdy� n �ekteré v �eci opravdu nejdou
ud�elat?)

Pokud si matematik myslí, �e n �eco NELZE, m�el by um�et
DOKÁZAT, �e to nelze.
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P�ríklady :

V padesáti nelze hrát špi�ckov�e hokej v sou�casné
NHL.
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P�ríklady :

V padesáti nelze hrát špi�ckov�e hokej v sou�casné
NHL. (Opravdu?)

�ádnou odmocninu p �rirozeného �císla nelze napsat
jako podíl dvou p�rirozených �císel. (A co

p
4 = 2

1 ?)

�ádnou odmocninu p �rirozeného �císla, které není
druhou mocninou p�rirozeného �císla, nelze napsat
jako podíl dvou p�rirozených �císel. (To je pravda.
Um�eli byste to dokázat?)
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2 Kam lze a kam nelze doskákat (na �ctvere�ckovém

papíru) - tzv. Conway's Soldiers Problem.
3 Problém 4 barev.
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Ob�casný Seminá�r z Matematické Analýzy Co lze a co nelze



1. Úvod

Co je dnes na programu:

1 Problém vykousnuté šachovnice.
2 Kam lze a kam nelze doskákat (na �ctvere�ckovém

papíru) - tzv. Conway's Soldiers Problem.
3 Problém 4 barev.
4 Trisekce úhlu, kvadratura kruhu, duplikace krychle.
5 Collatz 	uv problém.
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Otázka: Lze pokrýt šachovnici kostkami domina?
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2. Problém vykousnuté šachovnice

Za�cít je mo�no nap �ríklad takto. . .
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2. Problém vykousnuté šachovnice

. . . a . . . ano, samoz�rejm�e to lze.
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2. Problém vykousnuté šachovnice

Otázka �c.2: Lze pokrýt takto "vykousnutou" šachovnici
kostkami domina?
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2. Problém vykousnuté šachovnice

Je to problém typu "nelze" nebo problém typu "já to
neumím"?
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2. Problém vykousnuté šachovnice

Bílých polí je 32.
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2. Problém vykousnuté šachovnice

�Cervených polí je 30.
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2. Problém vykousnuté šachovnice

Tvrzení
"Vykousnutou" šachovnici nelze pokrýt kostkami domina.
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2. Problém vykousnuté šachovnice

Tvrzení
"Vykousnutou" šachovnici nelze pokrýt kostkami domina.

D 	ukaz .

Bílých polí na vykousnuté šachovnici je 32.
�Cervených polí na vykousnuté šachovnici je 30.

Dominová kostka pokryje v�dy práv �e jedno bílé a
práv �e jedno �cervené pole.
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2. Problém vykousnuté šachovnice

Tvrzení
"Vykousnutou" šachovnici nelze pokrýt kostkami domina.

D 	ukaz .

Bílých polí na vykousnuté šachovnici je 32.
�Cervených polí na vykousnuté šachovnici je 30.

Dominová kostka pokryje v�dy práv �e jedno bílé a
práv �e jedno �cervené pole.

Kdy� polo�im jakkoli 30 kostek domina, zbudou 2 bílá
pole.
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2. Problém vykousnuté šachovnice

Tvrzení
"Vykousnutou" šachovnici nelze pokrýt kostkami domina.

D 	ukaz .

Bílých polí na vykousnuté šachovnici je 32.
�Cervených polí na vykousnuté šachovnici je 30.

Dominová kostka pokryje v�dy práv �e jedno bílé a
práv �e jedno �cervené pole.

Kdy� polo�im jakkoli 30 kostek domina, zbudou 2 bílá
pole.

Ale dv�e pole stejné barvy nelze pokrýt jednou kostkou
domina, proto�e pole stejné barvy nele�í vedle sebe.

Ob�casný Seminá�r z Matematické Analýzy Co lze a co nelze



3. Do které �rady lze doskákat?

Ob�casný Seminá�r z Matematické Analýzy Co lze a co nelze



3. Do které �rady lze doskákat?

Kon�gurace pro skok do první �rady za bariéru je triviální.
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3. Do které �rady lze doskákat?

Kon�gurace pro skok do první �rady za bariéru je triviální.
Um�eli byste najít kon�guraci, pomocí které lze doskákat

do druhé �rady?
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3. Do které �rady lze doskákat?

To je ona. V�e�ríte?
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3. Do které �rady lze doskákat?

P�resko�cený kámen je pot�reba odstranit.
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3. Do které �rady lze doskákat?

. . . a poslední skok u� je jasný.
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3. Do které �rady lze doskákat?

. . . a poslední skok u� je jasný. A co t �retí �rada?
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3. Do které �rady lze doskákat?

Krátké shrnutí :
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3. Do které �rady lze doskákat?

Krátké shrnutí :

K doskákání do první �rady byly pot�reba 2 kameny.
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3. Do které �rady lze doskákat?

Krátké shrnutí :

K doskákání do první �rady byly pot�reba 2 kameny.

K doskákání do druhé �rady byly pot�reba 4 kameny.
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3. Do které �rady lze doskákat?

Krátké shrnutí :

K doskákání do první �rady byly pot�reba 2 kameny.

K doskákání do druhé �rady byly pot�reba 4 kameny.

K doskákání do t�retí �rady bylo pot�reba 8 kamen	u.
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3. Do které �rady lze doskákat?

Krátké shrnutí :

K doskákání do první �rady byly pot�reba 2 kameny.

K doskákání do druhé �rady byly pot�reba 4 kameny.

K doskákání do t�retí �rady bylo pot�reba 8 kamen	u.

Um�eli byste doskákat do �ctvrté �rady?
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3. Do které �rady lze doskákat?

Krátké shrnutí :

K doskákání do první �rady byly pot�reba 2 kameny.

K doskákání do druhé �rady byly pot�reba 4 kameny.

K doskákání do t�retí �rady bylo pot�reba 8 kamen	u.

Um�eli byste doskákat do �ctvrté �rady?

A kolik kamen	u je k tomu minimáln �e pot�reba?
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3. Do které �rady lze doskákat?

Krátké shrnutí :

K doskákání do první �rady byly pot�reba 2 kameny.

K doskákání do druhé �rady byly pot�reba 4 kameny.

K doskákání do t�retí �rady bylo pot�reba 8 kamen	u.

Um�eli byste doskákat do �ctvrté �rady?

A kolik kamen	u je k tomu minimáln �e pot�reba?

P�rekvapení �c. 1: Je pot�reba alespo�n 20 kamen	u.
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3. Do které �rady lze doskákat?

Toto je ona kon�gurace.

Ob�casný Seminá�r z Matematické Analýzy Co lze a co nelze



3. Do které �rady lze doskákat?

Toto je ona kon�gurace. (Skákejte za domácí cvi �cení.)
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3. Do které �rady lze doskákat?

Toto je ona kon�gurace. (Skákejte za domácí cvi �cení.)
(P�rípadn�e se pokuste najít kon�guraci s mén �e ne� 20
kameny.
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3. Do které �rady lze doskákat?

Toto je ona kon�gurace. (Skákejte za domácí cvi �cení.)
(P�rípadn�e se pokuste najít kon�guraci s mén �e ne� 20
kameny... nebo dokázat, �e taková není.)
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3. Do které �rady lze doskákat?

Toto je ona kon�gurace. (Skákejte za domácí cvi �cení.)
(P�rípadn�e se pokuste najít kon�guraci s mén �e ne� 20
kameny... nebo dokázat, �e taková není.) Na p�ríštím
slajdu je návod k tomu, jak skákat, který ted' rychle
p�resko�cím.
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3. Do které �rady lze doskákat?
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3. Do které �rady lze doskákat?

Zásadní otázka :

Ob�casný Seminá�r z Matematické Analýzy Co lze a co nelze



3. Do které �rady lze doskákat?

Zásadní otázka :

Kolik je tedy pot�reba kamen	u, bychom doskákali do
páté �rady?
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3. Do které �rady lze doskákat?

Zásadní otázka :

Kolik je tedy pot�reba kamen	u, bychom doskákali do
páté �rady?

2, 4, 8, 20, ??
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3. Do které �rady lze doskákat?

Zásadní otázka :

Kolik je tedy pot�reba kamen	u, bychom doskákali do
páté �rady?

2, 4, 8, 20, ??

P�rekvapení �c. 2:

Do páté (a tedy ani do �ádné další �rady) NELZE doskákat
pomocí �ádné kon�gurace kone �cn�e mnoha kamen	u,

le�ících "pod bariérou".
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3. Do které �rady lze doskákat?

Zásadní otázka :

Kolik je tedy pot�reba kamen	u, bychom doskákali do
páté �rady?

2, 4, 8, 20, ??

P�rekvapení �c. 2:

Do páté (a tedy ani do �ádné další �rady) NELZE doskákat
pomocí �ádné kon�gurace kone �cn�e mnoha kamen	u,

le�ících "pod bariérou".

Umíme to dokázat?
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3. Do které �rady lze doskákat?

Zásadní otázka :

Kolik je tedy pot�reba kamen	u, bychom doskákali do
páté �rady?

2, 4, 8, 20, ??

P�rekvapení �c. 2:

Do páté (a tedy ani do �ádné další �rady) NELZE doskákat
pomocí �ádné kon�gurace kone �cn�e mnoha kamen	u,

le�ících "pod bariérou".

Umíme to dokázat?
ANO. Umíme dokázat, �e v tomto p �rípad�e to NELZE.
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3. Do které �rady lze doskákat?

První krok Conwayova d	ukazu: chytré o �císlování polí.
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3. Do které �rady lze doskákat?

Budeme volit 0 < x < 1 a uva�ovat S . . . sou�cet hodnot
všech polí v dolní polorovin �e, na kterých le�í kámen:
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3. Do které �rady lze doskákat?

Budeme volit 0 < x < 1 a uva�ovat S . . . sou�cet hodnot
všech polí v dolní polorovin �e, na kterých le�í kámen:

S < (x5 + x6 + : : : ) + 2(x6 + x7 + : : : ) + 2(x7 + x8 + : : : ) + : : :
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3. Do které �rady lze doskákat?

Budeme volit 0 < x < 1 a uva�ovat S . . . sou�cet hodnot
všech polí v dolní polorovin �e, na kterých le�í kámen:

S < (x5 + x6 + : : : ) + 2(x6 + x7 + : : : ) + 2(x7 + x8 + : : : ) + : : :

(ostrá nerovnost platí pro kone�cn�e mnoho kamen	u).
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3. Do které �rady lze doskákat?

Uká�eme:

Existuje taková volba x 2 (0; 1), �e S < 1, at' je
po�cáte�cní rozlo�ení (libovoln �e kone�cn�e mnoha)
kamen	u v dolní polorovin �e jakékoli.
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3. Do které �rady lze doskákat?

Uká�eme:

Existuje taková volba x 2 (0; 1), �e S < 1, at' je
po�cáte�cní rozlo�ení (libovoln �e kone�cn�e mnoha)
kamen	u v dolní polorovin �e jakékoli.

Po provedení ka�dého "tahu" (= skoku a odstran �ení
p�resko�ceného kamene) se hodnota S nezv �etší , tedy
po celou dobu skákání z 	ustává S < 1.

Ob�casný Seminá�r z Matematické Analýzy Co lze a co nelze



3. Do které �rady lze doskákat?

Uká�eme:

Existuje taková volba x 2 (0; 1), �e S < 1, at' je
po�cáte�cní rozlo�ení (libovoln �e kone�cn�e mnoha)
kamen	u v dolní polorovin �e jakékoli.

Po provedení ka�dého "tahu" (= skoku a odstran �ení
p�resko�ceného kamene) se hodnota S nezv �etší , tedy
po celou dobu skákání z 	ustává S < 1.

Odtud plyne:
Pokud by bylo mo�no doskákat do páté �rady, le�el by po
dosa�ení tohoto cíle poslední kámen na poli s hodnotou
1, tedy by v té chvíli platilo S = 1, co� je spor.
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3. Do které �rady lze doskákat?

(Ani ranní ptá�ce nedoská�ce dál, ne� do �ctvrté �rady.)
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3. Do které �rady lze doskákat?

Postupujme podle vyt �cené strategie:
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3. Do které �rady lze doskákat?

Postupujme podle vyt �cené strategie:

Volíme x kladné �rešení rovnice x2 + x = 1, tedy
x =

p
5� 1
2 � 0; 618 2 (0; 1).
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3. Do které �rady lze doskákat?

Postupujme podle vyt �cené strategie:

Volíme x kladné �rešení rovnice x2 + x = 1, tedy
x =

p
5� 1
2 � 0; 618 2 (0; 1). Potom
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3. Do které �rady lze doskákat?

Postupujme podle vyt �cené strategie:

Volíme x kladné �rešení rovnice x2 + x = 1, tedy
x =

p
5� 1
2 � 0; 618 2 (0; 1). Potom

S < (x5+ x6+ : : : ) + 2(x6+ x7+ : : : ) + 2(x7+ x8+ : : : ) + : : :
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3. Do které �rady lze doskákat?

Postupujme podle vyt �cené strategie:

Volíme x kladné �rešení rovnice x2 + x = 1, tedy
x =

p
5� 1
2 � 0; 618 2 (0; 1). Potom

S < (x5+ x6+ : : : ) + 2(x6+ x7+ : : : ) + 2(x7+ x8+ : : : ) + : : :

=
x5

1 � x
+
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3. Do které �rady lze doskákat?

Postupujme podle vyt �cené strategie:

Volíme x kladné �rešení rovnice x2 + x = 1, tedy
x =

p
5� 1
2 � 0; 618 2 (0; 1). Potom

S < (x5+ x6+ : : : ) + 2(x6+ x7+ : : : ) + 2(x7+ x8+ : : : ) + : : :

=
x5

1 � x
+

2x6

1 � x
+
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3. Do které �rady lze doskákat?

Postupujme podle vyt �cené strategie:

Volíme x kladné �rešení rovnice x2 + x = 1, tedy
x =

p
5� 1
2 � 0; 618 2 (0; 1). Potom

S < (x5+ x6+ : : : ) + 2(x6+ x7+ : : : ) + 2(x7+ x8+ : : : ) + : : :

=
x5

1 � x
+

2x6

1 � x
+

2x7

1 � x
+ : : :
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3. Do které �rady lze doskákat?

Postupujme podle vyt �cené strategie:

Volíme x kladné �rešení rovnice x2 + x = 1, tedy
x =

p
5� 1
2 � 0; 618 2 (0; 1). Potom

S < (x5+ x6+ : : : ) + 2(x6+ x7+ : : : ) + 2(x7+ x8+ : : : ) + : : :

=
x5

1 � x
+

2x6

1 � x
+

2x7

1 � x
+ : : :

=
2x5

1 � x
+

2x6

1 � x
+

2x7

1 � x
+ � � � �

x5

1 � x
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3. Do které �rady lze doskákat?

Postupujme podle vyt �cené strategie:

Volíme x kladné �rešení rovnice x2 + x = 1, tedy
x =

p
5� 1
2 � 0; 618 2 (0; 1). Potom

S < (x5+ x6+ : : : ) + 2(x6+ x7+ : : : ) + 2(x7+ x8+ : : : ) + : : :

=
x5

1 � x
+

2x6

1 � x
+

2x7

1 � x
+ : : :

=
2x5

1 � x
+

2x6

1 � x
+

2x7

1 � x
+ � � � �

x5

1 � x

=
2x5

1 � x

�
1 + x + x2 + : : :

�
�

x5

1 � x
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3. Do které �rady lze doskákat?

Postupujme podle vyt �cené strategie:

Volíme x kladné �rešení rovnice x2 + x = 1, tedy
x =

p
5� 1
2 � 0; 618 2 (0; 1). Potom

S < (x5+ x6+ : : : ) + 2(x6+ x7+ : : : ) + 2(x7+ x8+ : : : ) + : : :

=
x5

1 � x
+

2x6

1 � x
+

2x7

1 � x
+ : : :

=
2x5

1 � x
+

2x6

1 � x
+

2x7

1 � x
+ � � � �

x5

1 � x

=
2x5

1 � x

�
1 + x + x2 + : : :

�
�

x5

1 � x

=
2x5

(1 � x)2
�

x5(1 � x)
(1 � x)2
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3. Do které �rady lze doskákat?

Postupujme podle vyt �cené strategie:

Volíme x kladné �rešení rovnice x2 + x = 1, tedy
x =

p
5� 1
2 � 0; 618 2 (0; 1). Potom

S < (x5+ x6+ : : : ) + 2(x6+ x7+ : : : ) + 2(x7+ x8+ : : : ) + : : :

=
x5

1 � x
+

2x6

1 � x
+

2x7

1 � x
+ : : :

=
2x5

1 � x
+

2x6

1 � x
+

2x7

1 � x
+ � � � �

x5

1 � x

=
2x5

1 � x

�
1 + x + x2 + : : :

�
�

x5

1 � x

=
2x5

(1 � x)2
�

x5(1 � x)
(1 � x)2

=
x6 + x5

(1 � x)2
:
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3. Do které �rady lze doskákat?

Dále vyu�ijeme toho, �e x spl �nuje jednak nerovnosti
0 < x < 1 a jednak rovnici x2 + x = 1 (tedy �e je
1 � x = x2), a dostaneme
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3. Do které �rady lze doskákat?

Dále vyu�ijeme toho, �e x spl �nuje jednak nerovnosti
0 < x < 1 a jednak rovnici x2 + x = 1 (tedy �e je
1 � x = x2), a dostaneme

S <
x6 + x5

(1 � x)2
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3. Do které �rady lze doskákat?

Dále vyu�ijeme toho, �e x spl �nuje jednak nerovnosti
0 < x < 1 a jednak rovnici x2 + x = 1 (tedy �e je
1 � x = x2), a dostaneme

S <
x6 + x5

(1 � x)2
=

x6 + x5

x4
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3. Do které �rady lze doskákat?

Dále vyu�ijeme toho, �e x spl �nuje jednak nerovnosti
0 < x < 1 a jednak rovnici x2 + x = 1 (tedy �e je
1 � x = x2), a dostaneme

S <
x6 + x5

(1 � x)2
=

x6 + x5

x4
= x2 + x
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3. Do které �rady lze doskákat?

Dále vyu�ijeme toho, �e x spl �nuje jednak nerovnosti
0 < x < 1 a jednak rovnici x2 + x = 1 (tedy �e je
1 � x = x2), a dostaneme

S <
x6 + x5

(1 � x)2
=

x6 + x5

x4
= x2 + x = 1:
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3. Do které �rady lze doskákat?

Dále vyu�ijeme toho, �e x spl �nuje jednak nerovnosti
0 < x < 1 a jednak rovnici x2 + x = 1 (tedy �e je
1 � x = x2), a dostaneme

S <
x6 + x5

(1 � x)2
=

x6 + x5

x4
= x2 + x = 1:

Tím je spln �en první cíl:

Existuje taková volba x 2 (0; 1), �e S < 1, at' je
po�cáte�cní rozlo�ení (libovoln �e kone�cn�e mnoha)
kamen	u v dolní polorovin �e jakékoli.
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3. Do které �rady lze doskákat?

Dále vyu�ijeme toho, �e x spl �nuje jednak nerovnosti
0 < x < 1 a jednak rovnici x2 + x = 1 (tedy �e je
1 � x = x2), a dostaneme

S <
x6 + x5

(1 � x)2
=

x6 + x5

x4
= x2 + x = 1:

Tím je spln �en první cíl:

Existuje taková volba x 2 (0; 1), �e S < 1, at' je
po�cáte�cní rozlo�ení (libovoln �e kone�cn�e mnoha)
kamen	u v dolní polorovin �e jakékoli.

Po provedení ka�dého "tahu" (= skoku a odstran �ení
p�resko�ceného kamene) se hodnota S nezv �etší , tedy
v�dy je S < 1.
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3. Do které �rady lze doskákat?

Dále vyu�ijeme toho, �e x spl �nuje jednak nerovnosti
0 < x < 1 a jednak rovnici x2 + x = 1 (tedy �e je
1 � x = x2), a dostaneme

S <
x6 + x5

(1 � x)2
=

x6 + x5

x4
= x2 + x = 1:

Zbývá p�resv �ed�cit se o tom, �e platí i:

Existuje taková volba x 2 (0; 1), �e S < 1, at' je
po�cáte�cní rozlo�ení (libovoln �e kone�cn �e mnoha)
kamen	u v dolní polorovin �e jakékoli.

Po provedení ka�dého "tahu" (= skoku a odstran �ení
p�resko�ceného kamene) se hodnota S nezv �etší , tedy
v�dy je S < 1.
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3. Do které �rady lze doskákat?

Zm �eny v bodové hodnot �e:
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3. Do které �rady lze doskákat?

Zm �eny v bodové hodnot �e:

Skok nahoru nebo skok vodorovný, sm�erem "do st�redu":
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3. Do které �rady lze doskákat?

Zm �eny v bodové hodnot �e:

Skok nahoru nebo skok vodorovný, sm�erem "do st�redu":
p�red skokem: xn+ 2 + xn+ 1
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3. Do které �rady lze doskákat?

Zm �eny v bodové hodnot �e:

Skok nahoru nebo skok vodorovný, sm�erem "do st�redu":
p�red skokem: xn+ 2 + xn+ 1 po skoku: xn
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3. Do které �rady lze doskákat?

Zm �eny v bodové hodnot �e:

Skok nahoru nebo skok vodorovný, sm�erem "do st�redu":
p�red skokem: xn+ 2 + xn+ 1 po skoku: xn

zm�ena: xn � xn+ 1 � xn+ 2
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3. Do které �rady lze doskákat?

Zm �eny v bodové hodnot �e:

Skok nahoru nebo skok vodorovný, sm�erem "do st�redu":
p�red skokem: xn+ 2 + xn+ 1 po skoku: xn

zm�ena: xn � xn+ 1 � xn+ 2 = xn (1 � x � x2)
| {z }

= 0
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3. Do které �rady lze doskákat?

Zm �eny v bodové hodnot �e:

Skok nahoru nebo skok vodorovný, sm�erem "do st�redu":
p�red skokem: xn+ 2 + xn+ 1 po skoku: xn

zm�ena: xn � xn+ 1 � xn+ 2 = xn (1 � x � x2)
| {z }

= 0

= 0.
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3. Do které �rady lze doskákat?

Skok vodorovný, sm�erem "od st�redu", nebo skok dol 	u:
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3. Do které �rady lze doskákat?

Skok vodorovný, sm�erem "od st�redu", nebo skok dol 	u:
p�red skokem: xn + xn+ 1
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3. Do které �rady lze doskákat?

Skok vodorovný, sm�erem "od st�redu", nebo skok dol 	u:
p�red skokem: xn + xn+ 1 po skoku: xn+ 2
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3. Do které �rady lze doskákat?

Skok vodorovný, sm�erem "od st�redu", nebo skok dol 	u:
p�red skokem: xn + xn+ 1 po skoku: xn+ 2

zm�ena:
xn+ 2 � xn � xn+ 1
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3. Do které �rady lze doskákat?

Skok vodorovný, sm�erem "od st�redu", nebo skok dol 	u:
p�red skokem: xn + xn+ 1 po skoku: xn+ 2

zm�ena:
xn+ 2 � xn � xn+ 1 = xn(x2 � 1| {z }

= � x

� x)
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3. Do které �rady lze doskákat?

Skok vodorovný, sm�erem "od st�redu", nebo skok dol 	u:
p�red skokem: xn + xn+ 1 po skoku: xn+ 2

zm�ena:
xn+ 2 � xn � xn+ 1 = xn(x2 � 1| {z }

= � x

� x) = � 2xn+ 1< 0:
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3. Do které �rady lze doskákat?

Skok vodorovný, p�res st�redový sloupec:

p�red skokem: xn+ 1 + xn
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3. Do které �rady lze doskákat?

Skok vodorovný, p�res st�redový sloupec:

p�red skokem: xn+ 1 + xn po skoku: xn+ 1
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3. Do které �rady lze doskákat?

Skok vodorovný, p�res st�redový sloupec:

p�red skokem: xn+ 1 + xn po skoku: xn+ 1

zm�ena: xn+ 1 � xn+ 1 � xn
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3. Do které �rady lze doskákat?

Skok vodorovný, p�res st�redový sloupec:

p�red skokem: xn+ 1 + xn po skoku: xn+ 1

zm�ena: xn+ 1 � xn+ 1 � xn = � xn< 0:
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3. Do které �rady lze doskákat?

Tedy skute�cn �e: Po provedení ka�dého "tahu" (= skoku a
odstran�ení p�resko�ceného kamene) se hodnota S
nezv �etší
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3. Do které �rady lze doskákat?

Tedy skute�cn �e: Po provedení ka�dého "tahu" (= skoku a
odstran�ení p�resko�ceného kamene) se hodnota S
nezv �etší (p�resv �ed�cili jsme se, �e bud' z 	ustane stejná,
nebo se zmenší),
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3. Do které �rady lze doskákat?

Tedy skute�cn �e: Po provedení ka�dého "tahu" (= skoku a
odstran�ení p�resko�ceného kamene) se hodnota S
nezv �etší (p�resv �ed�cili jsme se, �e bud' z 	ustane stejná,
nebo se zmenší), tedy v�dy je S < 1.
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3. Do které �rady lze doskákat?

Tedy skute�cn �e: Po provedení ka�dého "tahu" (= skoku a
odstran�ení p�resko�ceného kamene) se hodnota S
nezv �etší (p�resv �ed�cili jsme se, �e bud' z 	ustane stejná,
nebo se zmenší), tedy v�dy je S < 1.

Tím je d	ukaz toho, pro �c nelze doskákat do páté �rady,
hotov.
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3. Do které �rady lze doskákat?

Tedy skute�cn �e: Po provedení ka�dého "tahu" (= skoku a
odstran�ení p�resko�ceného kamene) se hodnota S
nezv �etší (p�resv �ed�cili jsme se, �e bud' z 	ustane stejná,
nebo se zmenší), tedy v�dy je S < 1.

Tím je d	ukaz toho, pro �c nelze doskákat do páté �rady,
hotov.

K rozmyšlení: podobný d	ukaz nem	u�e projít pro první a�
�ctvrtou �radu (nebot' do nich doskákat lze). V �cem a kde
tento d	ukaz sel�e?
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3. Do které �rady lze doskákat?

Poznámky
Conway	uv d	ukaz funguje pro libovolný kone �cný po�cet
kamen	u.
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3. Do které �rady lze doskákat?

Poznámky
Conway	uv d	ukaz funguje pro libovolný kone �cný po�cet
kamen	u. P�ri zapln �ené celé dolní polorovin �e je S = 1
a �rešení by teoreticky mohlo existovat.
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3. Do které �rady lze doskákat?

Poznámky
Conway	uv d	ukaz funguje pro libovolný kone �cný po�cet
kamen	u. P�ri zapln �ené celé dolní polorovin �e je S = 1
a �rešení by teoreticky mohlo existovat. Pak nutn �e s
nekone �cným po �ctem skok 	u .
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3. Do které �rady lze doskákat?

Poznámky
Conway	uv d	ukaz funguje pro libovolný kone �cný po�cet
kamen	u. P�ri zapln �ené celé dolní polorovin �e je S = 1
a �rešení by teoreticky mohlo existovat. Pak nutn �e s
nekone �cným po �ctem skok 	u . Tatham a Taylor
popsali (netriviální) zp 	usob, jakým on �ech nekone�cn�e
mnoho skok	u u �cinit a dostali kámen do 5. �rady.
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3. Do které �rady lze doskákat?

Poznámky
Conway	uv d	ukaz funguje pro libovolný kone �cný po�cet
kamen	u. P�ri zapln �ené celé dolní polorovin �e je S = 1
a �rešení by teoreticky mohlo existovat. Pak nutn �e s
nekone �cným po �ctem skok 	u . Tatham a Taylor
popsali (netriviální) zp 	usob, jakým on �ech nekone�cn�e
mnoho skok	u u �cinit a dostali kámen do 5. �rady. Viz
http://www.chiark.greenend.org.uk/~sgtatham/solarmy / .
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3. Do které �rady lze doskákat?

Poznámky
Conway	uv d	ukaz funguje pro libovolný kone �cný po�cet
kamen	u. P�ri zapln �ené celé dolní polorovin �e je S = 1
a �rešení by teoreticky mohlo existovat. Pak nutn �e s
nekone �cným po �ctem skok 	u . Tatham a Taylor
popsali (netriviální) zp 	usob, jakým on �ech nekone�cn�e
mnoho skok	u u �cinit a dostali kámen do 5. �rady. Viz
http://www.chiark.greenend.org.uk/~sgtatham/solarmy / .
Pokud by byly povoleny diagonální skoky, lze
doskákat do 8. �rady, ale ne do 9. �rady - doka�te! :)
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3. Do které �rady lze doskákat?

Poznámky
Conway	uv d	ukaz funguje pro libovolný kone �cný po�cet
kamen	u. P�ri zapln �ené celé dolní polorovin �e je S = 1
a �rešení by teoreticky mohlo existovat. Pak nutn �e s
nekone �cným po �ctem skok 	u . Tatham a Taylor
popsali (netriviální) zp 	usob, jakým on �ech nekone�cn�e
mnoho skok	u u �cinit a dostali kámen do 5. �rady. Viz
http://www.chiark.greenend.org.uk/~sgtatham/solarmy / .
Pokud by byly povoleny diagonální skoky, lze
doskákat do 8. �rady, ale ne do 9. �rady - doka�te! :)
V n-dimenzionální verzi je mo�no dokázat pomocí
Conwayovy techniky, �e nelze doskákat do �rady �císlo
3n� 1.
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3. Do které �rady lze doskákat?

Poznámky
Conway	uv d	ukaz funguje pro libovolný kone �cný po�cet
kamen	u. P�ri zapln �ené celé dolní polorovin �e je S = 1
a �rešení by teoreticky mohlo existovat. Pak nutn �e s
nekone �cným po �ctem skok 	u . Tatham a Taylor
popsali (netriviální) zp 	usob, jakým on �ech nekone�cn�e
mnoho skok	u u �cinit a dostali kámen do 5. �rady. Viz
http://www.chiark.greenend.org.uk/~sgtatham/solarmy / .
Pokud by byly povoleny diagonální skoky, lze
doskákat do 8. �rady, ale ne do 9. �rady - doka�te! :)
V n-dimenzionální verzi je mo�no dokázat pomocí
Conwayovy techniky, �e nelze doskákat do �rady �císlo
3n� 1. Do �rady 3n� 2 v�dy doskákat lze
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3. Do které �rady lze doskákat?

Poznámky
Conway	uv d	ukaz funguje pro libovolný kone �cný po�cet
kamen	u. P�ri zapln �ené celé dolní polorovin �e je S = 1
a �rešení by teoreticky mohlo existovat. Pak nutn �e s
nekone �cným po �ctem skok 	u . Tatham a Taylor
popsali (netriviální) zp 	usob, jakým on �ech nekone�cn�e
mnoho skok	u u �cinit a dostali kámen do 5. �rady. Viz
http://www.chiark.greenend.org.uk/~sgtatham/solarmy / .
Pokud by byly povoleny diagonální skoky, lze
doskákat do 8. �rady, ale ne do 9. �rady - doka�te! :)
V n-dimenzionální verzi je mo�no dokázat pomocí
Conwayovy techniky, �e nelze doskákat do �rady �císlo
3n� 1. Do �rady 3n� 2 v�dy doskákat lze ( H. Eriksson

and B. Lindstrom, Twin jumping checkers in Zd , Europ. J.

Combinatorics, 16 (1995), 153–157), d 	ukaz je však t �e�ký.
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4. Problém 4 barev

Problém 4 barev :
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Problém 4 barev :

F. Guthrie (1852), kartograf:
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4. Problém 4 barev

Problém 4 barev :

F. Guthrie (1852), kartograf:

Mám obarvit mapu anglických hrabství tak, aby ka�dé
hrabství m�elo nejakou barvu, a p�ritom �ádná dv �e
sousední hrabství nem�ela stejnou barvu. Kolik nejmén�e
pastelek budu pot�rebovat?
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4. Problém 4 barev

Problém 4 barev :

F. Guthrie (1852), kartograf:

Mám obarvit mapu anglických hrabství tak, aby ka�dé
hrabství m�elo nejakou barvu, a p�ritom �ádná dv �e
sousední hrabství nem�ela stejnou barvu. Kolik nejmén�e
pastelek budu pot�rebovat?

(Pozn.: pokud se dv�e hrabství dotýkají jen jediným
bodem, nejsou pova�ována za sousední.)
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4. Problém 4 barev

Problém 4 barev :

F. Guthrie (1852), kartograf:

Mám obarvit mapu anglických hrabství tak, aby ka�dé
hrabství m�elo nejakou barvu, a p�ritom �ádná dv �e
sousední hrabství nem�ela stejnou barvu. Kolik nejmén�e
pastelek budu pot�rebovat?

(Pozn.: pokud se dv�e hrabství dotýkají jen jediným
bodem, nejsou pova�ována za sousední.)

Není t �e�ké ukázat, �e alespo �n 4 jsou pot�reba:
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4. Problém 4 barev
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4. Problém 4 barev

1
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4. Problém 4 barev

1
2

3

Ob�casný Seminá�r z Matematické Analýzy Co lze a co nelze



4. Problém 4 barev

Je pot�reba víc?
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4. Problém 4 barev

Je pot�reba víc? Appel and Haken (1977): Sta�cí �cty�ri.
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4. Problém 4 barev

Je pot�reba víc? Appel and Haken (1977): Sta�cí �cty�ri.
Robertson et al. (1996; Thomas 1998): Mají pravdu.
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4. Problém 4 barev

Je pot�reba víc? Appel and Haken (1977): Sta�cí �cty�ri.
Robertson et al. (1996; Thomas 1998): Mají pravdu.
D	ukaz se opírá o po �cíta�cem generované obarvování

velkého mno�ství slo�itých "elementárních" pozic.
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4. Problém 4 barev

Velmi t �e�ký d	ukaz – n �ekte�rí rad �eji hledají protip�ríklady, . . .
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4. Problém 4 barev

. . . které jsou v�etšinou pom�ern �e brzo vyvráceny.
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

T�ri starov �eké konstruk �cní úlohy:
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

T�ri starov �eké konstruk �cní úlohy:

Zdvojnásobení (duplikace) krychle
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

T�ri starov �eké konstruk �cní úlohy:

Zdvojnásobení (duplikace) krychle (Délský problém)
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

T�ri starov �eké konstruk �cní úlohy:

Zdvojnásobení (duplikace) krychle (Délský problém):
nalezení hrany krychle o dvojnásobném objemu ne�
má daná krychle.
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

T�ri starov �eké konstruk �cní úlohy:

Zdvojnásobení (duplikace) krychle (Délský problém):
nalezení hrany krychle o dvojnásobném objemu ne�
má daná krychle. Konstrukce: je-li dána úse�cka délky
1, nalezn�ete úse�cku délky 3

p
2.
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

T�ri starov �eké konstruk �cní úlohy:

Zdvojnásobení (duplikace) krychle (Délský problém):
nalezení hrany krychle o dvojnásobném objemu ne�
má daná krychle. Konstrukce: je-li dána úse�cka délky
1, nalezn�ete úse�cku délky 3

p
2.

Trisekce úhlu
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

T�ri starov �eké konstruk �cní úlohy:

Zdvojnásobení (duplikace) krychle (Délský problém):
nalezení hrany krychle o dvojnásobném objemu ne�
má daná krychle. Konstrukce: je-li dána úse�cka délky
1, nalezn�ete úse�cku délky 3

p
2.

Trisekce úhlu: rozd�elení daného úhlu na t�retiny.
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

T�ri starov �eké konstruk �cní úlohy:

Zdvojnásobení (duplikace) krychle (Délský problém):
nalezení hrany krychle o dvojnásobném objemu ne�
má daná krychle. Konstrukce: je-li dána úse�cka délky
1, nalezn�ete úse�cku délky 3

p
2.

Trisekce úhlu: rozd�elení daného úhlu na t�retiny.

Kvadratura kruhu
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

T�ri starov �eké konstruk �cní úlohy:

Zdvojnásobení (duplikace) krychle (Délský problém):
nalezení hrany krychle o dvojnásobném objemu ne�
má daná krychle. Konstrukce: je-li dána úse�cka délky
1, nalezn�ete úse�cku délky 3

p
2.

Trisekce úhlu: rozd�elení daného úhlu na t�retiny.

Kvadratura kruhu: nalezení strany �ctverce, jeho�
obsah je roven obsahu daného kruhu.
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

T�ri starov �eké konstruk �cní úlohy:

Zdvojnásobení (duplikace) krychle (Délský problém):
nalezení hrany krychle o dvojnásobném objemu ne�
má daná krychle. Konstrukce: je-li dána úse�cka délky
1, nalezn�ete úse�cku délky 3

p
2.

Trisekce úhlu: rozd�elení daného úhlu na t�retiny.

Kvadratura kruhu: nalezení strany �ctverce, jeho�
obsah je roven obsahu daného kruhu. Konstrukce:
je-li dána úse�cka délky 1, nalezn�ete úse�cku délkyp

� .
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

Konstrukce kru�ítkem a pravítkem:
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

Konstrukce kru�ítkem a pravítkem:

Pravítko slou�í pouze k narýsování p �rímky (úse�cky),
která prochází dv �ema ji� zkonstruovanými body.
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

Konstrukce kru�ítkem a pravítkem:

Pravítko slou�í pouze k narýsování p �rímky (úse�cky),
která prochází dv �ema ji� zkonstruovanými body.
Pravítko nesmí mít na sob�e �ádné zna �cky, "jednotky
délky", m�e�rítka, atd. Není ani dovoleno �ádné zna �cky
na pravítku v pr 	ub �ehu konstrukce vytvá�ret.
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

Konstrukce kru�ítkem a pravítkem:

Pravítko slou�í pouze k narýsování p �rímky (úse�cky),
která prochází dv �ema ji� zkonstruovanými body.
Pravítko nesmí mít na sob�e �ádné zna �cky, "jednotky
délky", m�e�rítka, atd. Není ani dovoleno �ádné zna �cky
na pravítku v pr 	ub �ehu konstrukce vytvá�ret.
Kru�ítko slou�í pouze k opsání oblouku kru�nice o
st�redu, le�ícím ve zkonstruovaném bod �e, a o
polom�eru, který odpovídá vzdálenosti dvou n�ejakých
ji� zkonstruovaných bod	u.
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

Konstrukce kru�ítkem a pravítkem:

Pravítko slou�í pouze k narýsování p �rímky (úse�cky),
která prochází dv �ema ji� zkonstruovanými body.
Pravítko nesmí mít na sob�e �ádné zna �cky, "jednotky
délky", m�e�rítka, atd. Není ani dovoleno �ádné zna �cky
na pravítku v pr 	ub �ehu konstrukce vytvá�ret.
Kru�ítko slou�í pouze k opsání oblouku kru�nice o
st�redu, le�ícím ve zkonstruovaném bod �e, a o
polom�eru, který odpovídá vzdálenosti dvou n�ejakých
ji� zkonstruovaných bod	u.
Konstrukce musí sestávat pouze z kone�cného po�ctu
krok 	u.
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

Konstrukce kru�ítkem a pravítkem:

Pravítko slou�í pouze k narýsování p �rímky (úse�cky),
která prochází dv �ema ji� zkonstruovanými body.
Pravítko nesmí mít na sob�e �ádné zna �cky, "jednotky
délky", m�e�rítka, atd. Není ani dovoleno �ádné zna �cky
na pravítku v pr 	ub �ehu konstrukce vytvá�ret.
Kru�ítko slou�í pouze k opsání oblouku kru�nice o
st�redu, le�ícím ve zkonstruovaném bod �e, a o
polom�eru, který odpovídá vzdálenosti dvou n�ejakých
ji� zkonstruovaných bod	u.
Konstrukce musí sestávat pouze z kone�cného po�ctu
krok 	u.
Konstrukce musí být p�resná. P�ribli�ná �rešení nejsou
pova�ována za �rešení úlohy.
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

Konstrukce kru�ítkem a pravítkem:

Pravítko slou�í pouze k narýsování p �rímky (úse�cky),
která prochází dv �ema ji� zkonstruovanými body.
Pravítko nesmí mít na sob�e �ádné zna �cky, "jednotky
délky", m�e�rítka, atd. Není ani dovoleno �ádné zna �cky
na pravítku v pr 	ub �ehu konstrukce vytvá�ret.
Kru�ítko slou�í pouze k opsání oblouku kru�nice o
st�redu, le�ícím ve zkonstruovaném bod �e, a o
polom�eru, který odpovídá vzdálenosti dvou n�ejakých
ji� zkonstruovaných bod	u.
Konstrukce musí sestávat pouze z kone�cného po�ctu
krok 	u.
Konstrukce musí být p�resná. P�ribli�ná �rešení nejsou
pova�ována za �rešení úlohy.
Nedílnou sou�cástí �rešení je d 	ukaz.
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

P�rekvapivé završení snah o uvedené t�ri konstrukce:
�ádnou z nich nelze provést
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

P�rekvapivé završení snah o uvedené t�ri konstrukce:
�ádnou z nich nelze provést

(p�ri spln �ení všech uvedených konstruk�cních pravidel).
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

P�rekvapivé završení snah o uvedené t�ri konstrukce:
�ádnou z nich nelze provést

(p�ri spln �ení všech uvedených konstruk�cních pravidel).

Základní idea d 	ukazu: algebraický popis mno�iny �císel,
které lze zkonstruovat (jako vzdálenosti bod	u v rovin �e) z
délky 1 pomocí konstruk�cních pravidel
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

P�rekvapivé završení snah o uvedené t�ri konstrukce:
�ádnou z nich nelze provést

(p�ri spln �ení všech uvedených konstruk�cních pravidel).

Základní idea d 	ukazu: algebraický popis mno�iny �císel,
které lze zkonstruovat (jako vzdálenosti bod	u v rovin �e) z
délky 1 pomocí konstruk�cních pravidel (jaké body
získáme jako pr 	use �cíky p�rímek a kru�nic?

Ob�casný Seminá�r z Matematické Analýzy Co lze a co nelze



5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

P�rekvapivé završení snah o uvedené t�ri konstrukce:
�ádnou z nich nelze provést

(p�ri spln �ení všech uvedených konstruk�cních pravidel).

Základní idea d 	ukazu: algebraický popis mno�iny �císel,
které lze zkonstruovat (jako vzdálenosti bod	u v rovin �e) z
délky 1 pomocí konstruk�cních pravidel (jaké body
získáme jako pr 	use �cíky p�rímek a kru�nic? jde o �rešení
soustav lineárních a kvadratických rovnic...
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

P�rekvapivé završení snah o uvedené t�ri konstrukce:
�ádnou z nich nelze provést

(p�ri spln �ení všech uvedených konstruk�cních pravidel).

Základní idea d 	ukazu: algebraický popis mno�iny �císel,
které lze zkonstruovat (jako vzdálenosti bod	u v rovin �e) z
délky 1 pomocí konstruk�cních pravidel (jaké body
získáme jako pr 	use �cíky p�rímek a kru�nic? jde o �rešení
soustav lineárních a kvadratických rovnic... ... pouze
kone�cné kombinace "ne�ceho jako sudé odmocniny").
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

P�rekvapivé završení snah o uvedené t�ri konstrukce:
�ádnou z nich nelze provést

(p�ri spln �ení všech uvedených konstruk�cních pravidel).

Základní idea d 	ukazu: algebraický popis mno�iny �císel,
které lze zkonstruovat (jako vzdálenosti bod	u v rovin �e) z
délky 1 pomocí konstruk�cních pravidel (jaké body
získáme jako pr 	use �cíky p�rímek a kru�nic? jde o �rešení
soustav lineárních a kvadratických rovnic... ... pouze
kone�cné kombinace "ne�ceho jako sudé odmocniny"). Poté
se uká�e, �e po�adované délky (nap �r. 3

p
2) nele�í v této

mno�in �e.
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

Jaká nejjednodušší modi�kace konstruk �cních pravidel
umo�ní alespo �n n�ekterou z uvedených konstrukcí
provést?
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

Konstrukce kru�ítkem a pravítkem (p�ripomenutí):
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

Konstrukce kru�ítkem a pravítkem (p�ripomenutí):

Pravítko slou�í pouze k narýsování p �rímky (úse�cky),
která prochází dv �ema ji� zkonstruovanými body.
Pravítko nesmí mít na sob�e �ádné zna �cky, "jednotky
délky", m�e�rítka, atd. Není ani dovoleno �ádné zna �cky
na pravítku v pr 	ub �ehu konstrukce vytvá�ret.
Kru�ítko slou�í pouze k opsání oblouku kru�nice o
st�redu, le�ícím ve zkonstruovaném bod �e, a o
polom�eru, který odpovídá vzdálenosti dvou n�ejakých
ji� zkonstruovaných bod	u.
Konstrukce musí sestávat pouze z kone�cného po�ctu
krok 	u.
Konstrukce musí být p�resná. P�ribli�ná �rešení nejsou
pova�ována za �rešení úlohy.
Nedílnou sou�cástí �rešení je d 	ukaz.
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

Platí :
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

Platí :

Je-li dovoleno u�cinit na pravítku v pr 	ub �ehu konstrukce
zna�cky, lze provést zdvojení krychle a trisekci úhlu p�ri
zachování všech ostatních konstruk�cních pravidel.
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5. Konstrukce pravítkem a kru�ítkem

Platí :

Je-li dovoleno u�cinit na pravítku v pr 	ub �ehu konstrukce
zna�cky, lze provést zdvojení krychle a trisekci úhlu p�ri
zachování všech ostatních konstruk�cních pravidel.
Konstrukce je p�resná (co� lze dokázat) a sestává z
kone�cného po�ctu krok 	u.
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6. Duplikace krychle pomocí kru�ítka a ozna �ceného pravítka
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7. Trisekce úhlu pomocí kru�ítka a ozna �ceného pravítka
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7. Trisekce úhlu pomocí kru�ítka a ozna �ceného pravítka
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8. D	ukazy pro zdatné trisektory

Jaká je vzdálenost x = jAEj, za podmínky, �e jEF j = 1?
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8. D	ukazy pro zdatné trisektory

Jaká je vzdálenost x = jAEj, za podmínky, �e jEF j = 1?

A =
h
� 1

2 ;
p

3
2

i
,
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8. D	ukazy pro zdatné trisektory

Jaká je vzdálenost x = jAEj, za podmínky, �e jEF j = 1?

A =
h
� 1

2 ;
p

3
2

i
, F = [ a; 0],
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8. D	ukazy pro zdatné trisektory

Jaká je vzdálenost x = jAEj, za podmínky, �e jEF j = 1?
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8. D	ukazy pro zdatné trisektory

Jaká je vzdálenost x = jAEj, za podmínky, �e jEF j = 1?

A =
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h
� 3
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, C = [ 0; 0]
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8. D	ukazy pro zdatné trisektory

Jaká je vzdálenost x = jAEj, za podmínky, �e jEF j = 1?

A =
h
� 1

2 ;
p

3
2

i
, F = [ a; 0], D =

h
� 3

2 ; �
p

3
2

i
, C = [ 0; 0]

: : : =) E =
h

3a
2(a+ 2) ;

p
3a

2(a+ 2)

i
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8. D	ukazy pro zdatné trisektory

A =
h
� 1

2 ;
p

3
2

i
, E =

h
3a

2(a+ 2) ;
p

3a
2(a+ 2)

i
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8. D	ukazy pro zdatné trisektory

A =
h
� 1

2 ;
p

3
2

i
, E =

h
3a

2(a+ 2) ;
p

3a
2(a+ 2)

i

jAEj2 =
�

3a
2(a+ 2) + 1

2

� 2
+

� p
3a

2(a+ 2) �
p

3
2

� 2
= � � �
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2(a+ 2) + 1

2

� 2
+

� p
3a

2(a+ 2) �
p

3
2

� 2
= � � � = 4(a2+ a+ 1)

(a+ 2)2
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a2 =) jAEj = 2
a .

Tedy x =
2
a

, kde a > 0 spl �nuje: a2(a2+ a+ 1) = ( a+ 2)2 .
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8. D	ukazy pro zdatné trisektory

x =
2
a

, kde a > 0 spl �nuje:
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x =
2
a

, kde a > 0 spl �nuje:

a2(a2 + a + 1) = ( a + 2)2
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8. D	ukazy pro zdatné trisektory

x =
2
a

, kde a > 0 spl �nuje:

a2(a2 + a + 1) = ( a + 2)2 = : a2 > 0
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x =
2
a

, kde a > 0 spl �nuje:

a2(a2 + a + 1) = ( a + 2)2 = : a2 > 0

a2 + a + 1 =
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1 +
2
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4 =) x = 2
a = 2

3p 4
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8. D	ukazy pro zdatné trisektory

x =
2
a

, kde a > 0 spl �nuje:

a2(a2 + a + 1) = ( a + 2)2 = : a2 > 0

a2 + a + 1 =
�

1 +
2
a

� 2
= 1 +

4
a

+
4
a2

a2 + a =
4
a

+
4
a2

=
4
a3

(a2 + a) = : (a2 + a) > 0

1 =
4
a3

=) a = 3
p

4 =) x = 2
a = 2

3p 4
= 3

q
8
4
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8. D	ukazy pro zdatné trisektory

x =
2
a

, kde a > 0 spl �nuje:

a2(a2 + a + 1) = ( a + 2)2 = : a2 > 0

a2 + a + 1 =
�

1 +
2
a

� 2
= 1 +

4
a

+
4
a2

a2 + a =
4
a

+
4
a2

=
4
a3

(a2 + a) = : (a2 + a) > 0

1 =
4
a3

=) a = 3
p

4 =) x = 2
a = 2

3p 4
= 3

q
8
4= 3

p
2.
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8. D	ukazy pro zdatné trisektory

Nikoli d 	ukaz, ale návod: vyjdeme z pozorování
jARj � j AQj = d,
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8. D	ukazy pro zdatné trisektory

Nikoli d 	ukaz, ale návod: vyjdeme z pozorování
jARj � j AQj = d, které lze po jisté námaze upravit na

d sin �
2 sin �

�
d cos �
2 cos �

= d :

Ob�casný Seminá�r z Matematické Analýzy Co lze a co nelze



8. D	ukazy pro zdatné trisektory

Ze vztahu
d sin �
2 sin �

�
d cos �
2 cos �

= d
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8. D	ukazy pro zdatné trisektory

Ze vztahu
d sin �
2 sin �

�
d cos �
2 cos �

= d

plyne

sin � cos � � cos � sin � = 2 sin � cos � ;
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8. D	ukazy pro zdatné trisektory

Ze vztahu
d sin �
2 sin �

�
d cos �
2 cos �

= d

plyne

sin � cos � � cos � sin � = 2 sin � cos � ;

neboli
sin(� � � ) = sin 2� :
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8. D	ukazy pro zdatné trisektory

Ze vztahu
d sin �
2 sin �

�
d cos �
2 cos �

= d

plyne

sin � cos � � cos � sin � = 2 sin � cos � ;

neboli
sin(� � � ) = sin 2� :

Pro �; � 2 (0; �
2 ) má tato rovnice jediné �rešení,
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8. D	ukazy pro zdatné trisektory

Ze vztahu
d sin �
2 sin �

�
d cos �
2 cos �

= d

plyne

sin � cos � � cos � sin � = 2 sin � cos � ;

neboli
sin(� � � ) = sin 2� :

Pro �; � 2 (0; �
2 ) má tato rovnice jediné �rešení, a sice

� = 3� , co� jsme cht �eli ukázat.
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8. D	ukazy pro zdatné trisektory

Poznámky :
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8. D	ukazy pro zdatné trisektory

Poznámky :

Kvadraturu kruhu nelze provést ani s takto
modi�kovanými pravidly.
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8. D	ukazy pro zdatné trisektory

Poznámky :

Kvadraturu kruhu nelze provést ani s takto
modi�kovanými pravidly. ( Pravd�epodobný d	uvod: � je
transcendentní. )
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8. D	ukazy pro zdatné trisektory

Poznámky :

Kvadraturu kruhu nelze provést ani s takto
modi�kovanými pravidly. ( Pravd�epodobný d	uvod: � je
transcendentní. )

Otev�rený problém: charakterizace toho, co lze
zkonstruovat kru�ítkem a ozna �ceným pravítkem.

M	u�e být p �rekvapivé: dodnes se neví, které všechny
pravidelné n-úhelníky je mo�no zkonstruovat
kru�ítkem a pravítkem, i kdy� je známá jejich úplná
charakterizace.
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8. D	ukazy pro zdatné trisektory

Poznámky :

Kvadraturu kruhu nelze provést ani s takto
modi�kovanými pravidly. ( Pravd�epodobný d	uvod: � je
transcendentní. )

Otev�rený problém: charakterizace toho, co lze
zkonstruovat kru�ítkem a ozna �ceným pravítkem.

M	u�e být p �rekvapivé: dodnes se neví, které všechny
pravidelné n-úhelníky je mo�no zkonstruovat
kru�ítkem a pravítkem, i kdy� je známá jejich úplná
charakterizace. Jak je to mo�né?
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9. Co na to Fermat?

Tvrzení (C.F.Gauss (1796))

Pravidelný n-úhelník (n � 3) lze zkonstruovat kru�ítkem a
pravítkem, pokud je �císlo n bud' tvaru n = 2k ,
k = 2; 3; 4; ::: nebo tvaru n = 2kp1p2 � � � pm, kde k 2 N a
kde pj jsou navzájem r 	uzná tzv. Fermatova prvo �císla.

Ob�casný Seminá�r z Matematické Analýzy Co lze a co nelze



9. Co na to Fermat?

Tvrzení (C.F.Gauss (1796))

Pravidelný n-úhelník (n � 3) lze zkonstruovat kru�ítkem a
pravítkem, pokud je �císlo n bud' tvaru n = 2k ,
k = 2; 3; 4; ::: nebo tvaru n = 2kp1p2 � � � pm, kde k 2 N a
kde pj jsou navzájem r 	uzná tzv. Fermatova prvo �císla.

Tvrzení (Pierre Wantzel (1837))

V jiných p�rípadech pravidelný n-úhelník (n � 3) nelze
zkonstruovat pouze kru�ítkem a pravítkem.
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9. Co na to Fermat?

Tvrzení (C.F.Gauss (1796))

Pravidelný n-úhelník (n � 3) lze zkonstruovat kru�ítkem a
pravítkem, pokud je �císlo n bud' tvaru n = 2k ,
k = 2; 3; 4; ::: nebo tvaru n = 2kp1p2 � � � pm, kde k 2 N a
kde pj jsou navzájem r 	uzná tzv. Fermatova prvo �císla.

Tvrzení (Pierre Wantzel (1837))

V jiných p�rípadech pravidelný n-úhelník (n � 3) nelze
zkonstruovat pouze kru�ítkem a pravítkem.

Úplnou charakterizaci tedy máme, je zde však problém:
neznáme všechna Fermatova prvo�císla.
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9. Co na to Fermat?

1 P. Fermat: domnívám se, �e všechna �císla tvaru

Fn = 22n
+ 1; n = 0; 1; 2; : : : (1)

jsou prvo�císla.
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9. Co na to Fermat?

1 P. Fermat: domnívám se, �e všechna �císla tvaru

Fn = 22n
+ 1; n = 0; 1; 2; : : : (1)

jsou prvo�císla. Sledujte:
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9. Co na to Fermat?

1 P. Fermat: domnívám se, �e všechna �císla tvaru

Fn = 22n
+ 1; n = 0; 1; 2; : : : (1)

jsou prvo�císla. Sledujte: F0 = 3,
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9. Co na to Fermat?

1 P. Fermat: domnívám se, �e všechna �císla tvaru

Fn = 22n
+ 1; n = 0; 1; 2; : : : (1)

jsou prvo�císla. Sledujte: F0 = 3, F1 = 5,
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9. Co na to Fermat?

1 P. Fermat: domnívám se, �e všechna �císla tvaru

Fn = 22n
+ 1; n = 0; 1; 2; : : : (1)

jsou prvo�císla. Sledujte: F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17,
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9. Co na to Fermat?

1 P. Fermat: domnívám se, �e všechna �císla tvaru

Fn = 22n
+ 1; n = 0; 1; 2; : : : (1)

jsou prvo�císla. Sledujte: F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17,
F3 = 257,
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9. Co na to Fermat?

1 P. Fermat: domnívám se, �e všechna �císla tvaru

Fn = 22n
+ 1; n = 0; 1; 2; : : : (1)

jsou prvo�císla. Sledujte: F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17,
F3 = 257, F4 = 65 537, . . .
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9. Co na to Fermat?

1 P. Fermat: domnívám se, �e všechna �císla tvaru

Fn = 22n
+ 1; n = 0; 1; 2; : : : (1)

jsou prvo�císla. Sledujte: F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17,
F3 = 257, F4 = 65 537, . . .

2 L. Euler: omyl, drahý Pierre,
F5 = 4 294 967 297
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9. Co na to Fermat?

1 P. Fermat: domnívám se, �e všechna �císla tvaru

Fn = 22n
+ 1; n = 0; 1; 2; : : : (1)

jsou prvo�císla. Sledujte: F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17,
F3 = 257, F4 = 65 537, . . .

2 L. Euler: omyl, drahý Pierre,
F5 = 4 294 967 297 = 641 � 6 700 417.

Ob�casný Seminá�r z Matematické Analýzy Co lze a co nelze



9. Co na to Fermat?

1 P. Fermat: domnívám se, �e všechna �císla tvaru

Fn = 22n
+ 1; n = 0; 1; 2; : : : (1)

jsou prvo�císla. Sledujte: F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17,
F3 = 257, F4 = 65 537, . . .

2 L. Euler: omyl, drahý Pierre,
F5 = 4 294 967 297 = 641 � 6 700 417.

3 P�rekvapení: k dnešnímu dni jsou naopak F0, F1, F2,
F3, F4 jediná známá prvo�císla mezi �císly tvaru (1).
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9. Co na to Fermat?

1 P. Fermat: domnívám se, �e všechna �císla tvaru

Fn = 22n
+ 1; n = 0; 1; 2; : : : (1)

jsou prvo�císla. Sledujte: F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17,
F3 = 257, F4 = 65 537, . . .

2 L. Euler: omyl, drahý Pierre,
F5 = 4 294 967 297 = 641 � 6 700 417.

3 P�rekvapení: k dnešnímu dni jsou naopak F0, F1, F2,
F3, F4 jediná známá prvo�císla mezi �císly tvaru (1).
Víme, �e F5; : : : F32 jsou slo�ená.
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9. Co na to Fermat?

1 P. Fermat: domnívám se, �e všechna �císla tvaru

Fn = 22n
+ 1; n = 0; 1; 2; : : : (1)

jsou prvo�císla. Sledujte: F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17,
F3 = 257, F4 = 65 537, . . .

2 L. Euler: omyl, drahý Pierre,
F5 = 4 294 967 297 = 641 � 6 700 417.

3 P�rekvapení: k dnešnímu dni jsou naopak F0, F1, F2,
F3, F4 jediná známá prvo�císla mezi �císly tvaru (1).
Víme, �e F5; : : : F32 jsou slo�ená. Ale ani sou �casná
výpo�cetní technika není schopna ov�e�rit, jestli je �císlo
F33 slo�ené nebo ne.
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9. Co na to Fermat?

1 P. Fermat: domnívám se, �e všechna �císla tvaru

Fn = 22n
+ 1; n = 0; 1; 2; : : : (1)

jsou prvo�císla. Sledujte: F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17,
F3 = 257, F4 = 65 537, . . .

2 L. Euler: omyl, drahý Pierre,
F5 = 4 294 967 297 = 641 � 6 700 417.

3 P�rekvapení: k dnešnímu dni jsou naopak F0, F1, F2,
F3, F4 jediná známá prvo�císla mezi �císly tvaru (1).
Víme, �e F5; : : : F32 jsou slo�ená. Ale ani sou �casná
výpo�cetní technika není schopna ov�e�rit, jestli je �císlo
F33 slo�ené nebo ne. (Toto �císlo má p�res dv�e a p	ul
miliardy cifer!)
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9. Co na to Fermat?

Co tedy lze a co nelze zkonstruovat?
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9. Co na to Fermat?

Co tedy lze a co nelze zkonstruovat?

Pro 3 � n � 100 lze zkonstruovat kru�ítkem a pravítkem
práv�e t �echto 24 n-úhelník 	u:
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9. Co na to Fermat?

Co tedy lze a co nelze zkonstruovat?

Pro 3 � n � 100 lze zkonstruovat kru�ítkem a pravítkem
práv�e t �echto 24 n-úhelník 	u:

n = 3; 4; 5; 6; 8; 10; 12; 15; 16; 17; 20; 24; 30; 32;

34; 40; 48; 51; 60; 64; 68; 80; 85; 96 :
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9. Co na to Fermat?

Co tedy lze a co nelze zkonstruovat?

Pro 3 � n � 100 lze zkonstruovat kru�ítkem a pravítkem
práv�e t �echto 24 n-úhelník 	u:

n = 3; 4; 5; 6; 8; 10; 12; 15; 16; 17; 20; 24; 30; 32;

34; 40; 48; 51; 60; 64; 68; 80; 85; 96 :

První n-úhelník, o kterém nevíme, zda lze zkonstruovat
pouze kru�ítkem a pravítkem je pro n = F33.
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9. Co na to Fermat?

Co tedy lze a co nelze zkonstruovat?

Pro 3 � n � 100 lze zkonstruovat kru�ítkem a pravítkem
práv�e t �echto 24 n-úhelník 	u:

n = 3; 4; 5; 6; 8; 10; 12; 15; 16; 17; 20; 24; 30; 32;

34; 40; 48; 51; 60; 64; 68; 80; 85; 96 :

První n-úhelník, o kterém nevíme, zda lze zkonstruovat
pouze kru�ítkem a pravítkem je pro n = F33. Ten má
ovšem p�res dv�e a p	ul miliardy stran, tak�e jeho velmi
dobrou aproximaci lze zkonstuovat pouze kru�ítkem. :-)
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10. Collatzova posloupnost

Problém (za 1000 liber).
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10. Collatzova posloupnost

Problém (za 1000 liber). NEVÍ SE , jestli jej lze nebo
nelze vy�rešit.
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10. Collatzova posloupnost

Problém (za 1000 liber). NEVÍ SE , jestli jej lze nebo
nelze vy�rešit.

Collatz 	uv problém (Lothar Collatz (1910-1990)),
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10. Collatzova posloupnost

Problém (za 1000 liber). NEVÍ SE , jestli jej lze nebo
nelze vy�rešit.

Collatz 	uv problém (Lothar Collatz (1910-1990)),
Kakutaniho problém, Ulam	uv problém, 3n+ 1 problém
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10. Collatzova posloupnost

Problém (za 1000 liber). NEVÍ SE , jestli jej lze nebo
nelze vy�rešit.

Collatz 	uv problém (Lothar Collatz (1910-1990)),
Kakutaniho problém, Ulam	uv problém, 3n+ 1 problém

"Mathematics may not yet be ready for such problems."
(Paul Erdös)
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10. Collatzova posloupnost

Problém (za 1000 liber). NEVÍ SE , jestli jej lze nebo
nelze vy�rešit.

Collatz 	uv problém (Lothar Collatz (1910-1990)),
Kakutaniho problém, Ulam	uv problém, 3n+ 1 problém

"Mathematics may not yet be ready for such problems."
(Paul Erdös)

a0 2 N
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10. Collatzova posloupnost

Problém (za 1000 liber). NEVÍ SE , jestli jej lze nebo
nelze vy�rešit.

Collatz 	uv problém (Lothar Collatz (1910-1990)),
Kakutaniho problém, Ulam	uv problém, 3n+ 1 problém

"Mathematics may not yet be ready for such problems."
(Paul Erdös)

a0 2 N

an+ 1 :=

8
<

:

an
2 je-li an sudé
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10. Collatzova posloupnost

Problém (za 1000 liber). NEVÍ SE , jestli jej lze nebo
nelze vy�rešit.

Collatz 	uv problém (Lothar Collatz (1910-1990)),
Kakutaniho problém, Ulam	uv problém, 3n+ 1 problém

"Mathematics may not yet be ready for such problems."
(Paul Erdös)

a0 2 N

an+ 1 :=

8
<

:

an
2 je-li an sudé

3an + 1 je-li an liché
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10. Collatzova posloupnost

1 :
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10. Collatzova posloupnost

1 : 4;
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10. Collatzova posloupnost

1 : 4; 2
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10. Collatzova posloupnost

1 : 4; 2; 1
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10. Collatzova posloupnost

1 : 4; 2; 1 (4;
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10. Collatzova posloupnost

1 : 4; 2; 1 (4; 2; 1 : : : )

Ob�casný Seminá�r z Matematické Analýzy Co lze a co nelze



10. Collatzova posloupnost

1 : 4; 2; 1 (4; 2; 1 : : : )

2 :
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10. Collatzova posloupnost

1 : 4; 2; 1 (4; 2; 1 : : : )

2 : 1
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10. Collatzova posloupnost

1 : 4; 2; 1 (4; 2; 1 : : : )

2 : 1

3 :
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10. Collatzova posloupnost

1 : 4; 2; 1 (4; 2; 1 : : : )

2 : 1

3 : 10;
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10. Collatzova posloupnost

1 : 4; 2; 1 (4; 2; 1 : : : )

2 : 1

3 : 10; 5;
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10. Collatzova posloupnost

1 : 4; 2; 1 (4; 2; 1 : : : )

2 : 1

3 : 10; 5; 16;
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10. Collatzova posloupnost

1 : 4; 2; 1 (4; 2; 1 : : : )

2 : 1

3 : 10; 5; 16; 8;
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10. Collatzova posloupnost

1 : 4; 2; 1 (4; 2; 1 : : : )

2 : 1

3 : 10; 5; 16; 8; 4;
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10. Collatzova posloupnost

1 : 4; 2; 1 (4; 2; 1 : : : )

2 : 1

3 : 10; 5; 16; 8; 4; 2;
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10. Collatzova posloupnost

1 : 4; 2; 1 (4; 2; 1 : : : )

2 : 1

3 : 10; 5; 16; 8; 4; 2; 1
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10. Collatzova posloupnost

1 : 4; 2; 1 (4; 2; 1 : : : )

2 : 1

3 : 10; 5; 16; 8; 4; 2; 1

: : :

5 :
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10. Collatzova posloupnost

1 : 4; 2; 1 (4; 2; 1 : : : )

2 : 1

3 : 10; 5; 16; 8; 4; 2; 1

: : :

5 : 16;
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10. Collatzova posloupnost

1 : 4; 2; 1 (4; 2; 1 : : : )

2 : 1

3 : 10; 5; 16; 8; 4; 2; 1

: : :

5 : 16; 8; 4; 2; 1
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10. Collatzova posloupnost

1 : 4; 2; 1 (4; 2; 1 : : : )

2 : 1

3 : 10; 5; 16; 8; 4; 2; 1

: : :

5 : 16; 8; 4; 2; 1

: : :

51 :

Ob�casný Seminá�r z Matematické Analýzy Co lze a co nelze



10. Collatzova posloupnost

1 : 4; 2; 1 (4; 2; 1 : : : )

2 : 1

3 : 10; 5; 16; 8; 4; 2; 1

: : :

5 : 16; 8; 4; 2; 1

: : :

51 : 154; 77; 232; 116; 58; 29; 88; 44; 22; 11; 34; 17; 52;

26; 13; 40; 20; 10; 5; 16; 8; 4; 2; 1
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10. Collatzova posloupnost

1 : 4; 2; 1 (4; 2; 1 : : : )

2 : 1

3 : 10; 5; 16; 8; 4; 2; 1

: : :

5 : 16; 8; 4; 2; 1

: : :

51 : 154; 77; 232; 116; 58; 29; 88; 44; 22; 11; 34; 17; 52;

26; 13; 40; 20; 10; 5; 16; 8; 4; 2; 1

Otázka: Dorazíme pro všechna n 2 N v�dy k �císlu 1?
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10. Collatzova posloupnost

1 : 4; 2; 1 (4; 2; 1 : : : )

2 : 1

3 : 10; 5; 16; 8; 4; 2; 1

: : :

5 : 16; 8; 4; 2; 1

: : :

51 : 154; 77; 232; 116; 58; 29; 88; 44; 22; 11; 34; 17; 52;

26; 13; 40; 20; 10; 5; 16; 8; 4; 2; 1

Otázka: Dorazíme pro všechna n 2 N v�dy k �císlu 1?
Po�cíta�cov �e ov�e�reno (stav k prosinci 2015) pro všechna
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10. Collatzova posloupnost

1 : 4; 2; 1 (4; 2; 1 : : : )

2 : 1

3 : 10; 5; 16; 8; 4; 2; 1

: : :

5 : 16; 8; 4; 2; 1

: : :

51 : 154; 77; 232; 116; 58; 29; 88; 44; 22; 11; 34; 17; 52;

26; 13; 40; 20; 10; 5; 16; 8; 4; 2; 1

Otázka: Dorazíme pro všechna n 2 N v�dy k �císlu 1?
Po�cíta�cov �e ov�e�reno (stav k prosinci 2015) pro všechna

n � 5 764 607 523 034 234 880
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10. Collatzova posloupnost

Po�cet krok 	u, po kterých se dosáhne hodnoty 1 z hodnoty n
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10. Collatzova posloupnost

Po�cet krok 	u, po kterých se dosáhne hodnoty 1 z hodnoty n
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10. Collatzova posloupnost

Po�cet krok 	u, po kterých se dosáhne hodnoty 1 z hodnoty n
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10. Collatzova posloupnost

Nejv �etší �císlo, kterého se dosáhne z hodnoty n
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10. Záv�er

A to u� je opravdu vše.
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10. Záv�er

A to u� je opravdu vše.

(Více toho, co lze �ci nelze, u� mo�ná nelze snést.)

Mirko Rokyta
KMA MFF Praha
Sokolovská 83
Praha 8 - Karlín

mirko.rokyta@mff.cuni.cz
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