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C. F. Gauss (1777-1855) a jedna Skolni tloha:

S = 14+243+---+50+51+---+98+99+ 100 =7




C. F. Gauss (1777-1855) a jedna Skolni tloha:

S = 142+3+---+50+51+---+98+99+100 =?
S = 1+243+--+50+51+---+98+ 99+ 100




1. Uvod

C. F. Gauss (1777-1855) a jedna Skolni uloha:

S = 142+83+---+50+51+---+98+99+ 100 =?
S = 142+83+---+50+51+---+98+99+ 100
S = 50-101 = 5050
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1. Uvod

C. F. Gauss (1777-1855) a jedna Skolni uloha:

S = 14243+---+50+51+---+98+99+100 =?
S = 14243+4--+50+51+---+98+99+100

S = 50-101=5050 = _-(n+1)
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1. Uvod

C. F. Gauss (1777-1855) a jedna Skolni uloha:

S = 14243+---+50+51+---+98+99+100 =?
S = 1+2+43+---+50451+---+98+99+100

S = 50-101=5050 = _-(n+1)

Odvodili jsme vzorec pro soucet prvnich mocnin
prirozenych Cisel:

Si(n=1+---+n=
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1. Uvod

C. F. Gauss (1777-1855) a jedna Skolni uloha:

S = 14243+---+50+51+---+98+99+100 =?
S = 14+243+4---+50+51+---+98+99+100

S = 50-101=5050 = _-(n+1)

Odvodili jsme vzorec pro soucet prvnich mocnin
prirozenych Cisel:

Si(n=1+---+n=

Poznamka: tohle Gaussovo odvozeni funguje pro sudy
pocet sc¢itancu. Co s lichym poctem?
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1. Uvod

C. F. Gauss (1777-1855) a jedna Skolni uloha:

S = 14243+---+50+51+---+98+99+100 =?
S = 14+243+4---+50+51+---+98+99+100

S = 50-101=5050 = _-(n+1)

Odvodili jsme vzorec pro soucet prvnich mocnin
prirozenych Cisel:

Si(n=1+---+n=

Poznamka: tohle Gaussovo odvozeni funguje pro sudy
pocet scitancu. Co s lichym poctem? Vyjde totéz... zkuste.
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Tedy vime:

~ n(n+1)
=—5

Sin)=1+---+n




Tedy vime:
n(n+1)

Si(n)=1+---4+n= 5

Casty dotaz z fad student:
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Tedy vime:
n(n+1)

Si(n)=1+---4+n= 5

Casty dotaz z fad student:

So(n) =124+ * =2
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Tedy vime:
n(n+1
S1(n):1+---+n=%.
Casty dotaz z fad student:
n(n+1)(2n+1)

Sol) =17 44 =2 = L
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Tedy vime:

S1(n):1+---+n=@.
Casty dotaz z fad student:
1) (2n+1)
—12 4 ... 2:?:n(n+
Sa(n) +--4n 6

S;(n) =13+ +n*=2
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Tedy vime:

S1(n):1+---+n=@.
Casty dotaz z fad student:
1) (2n+1)
—12 4 ... 2:?:n(n+
Sa(n) +--4n 6
2 1)2
— 134 ... 3:?:”(”—+
Ss(n) +---4n 7]
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Tedy vime:

S1(n):1+---+n=@.
Casty dotaz z fad student:
1) (2n+1)
—12 4 ... 2:?:n(n+
Sa(n) +--4n 6
2 1)2
— 134 ... 3:?:”(”—+
Ss(n) +---4n 7]
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Tedy vime:

S1(n):1+---+n=@.
Casty dotaz z fad student:
1) (2n+1)
—12 4 ... 2:?:n(n+
Sa(n) +--4n 6
2 1)2
— 134 ... 3:?:”(”—+
Ss(n) +---4n 7]

Sp(n) =1+ -+ n° =177
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Tedy vime:

n(n+1)

Si(n)=1+---4+n= 5

Casty dotaz z fad student:

g2y g o NHT) (204T)
Sg(n) 1< 4+ +n ! 6
2 2
RTINS Ll G
Ss(n)=1"+---+n° =7 2

Sp(n) =1+ -+ n° =177

a hlavné: jak tyto vztahy odvodit?
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Co je dnes na programu:
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Co je dnes na programu:

m Elementarni odvozeni rekurentnich vzorct pro S,(n)
(stfedoSkolskymi metodami, ale vysledek neni v
explicitnim tvaru).
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Co je dnes na programu:

m Elementarni odvozeni rekurentnich vzorct pro S,(n)
(stfedoSkolskymi metodami, ale vysledek neni v
explicitnim tvaru).

m Jesté kratSi odvozeni vzorcu pro Sy(n) (ale prilis se
tam derivuje a nejsou moc vhodné pro vypocty).
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Co je dnes na programu:

m Elementarni odvozeni rekurentnich vzorct pro S,(n)
(stfedoSkolskymi metodami, ale vysledek neni v
explicitnim tvaru).

m Jesté kratSi odvozeni vzorcu pro Sy(n) (ale prilis se
tam derivuje a nejsou moc vhodné pro vypocty).

m Odvozeni tzv. Faulhaberovych (Bernoulliho) vzorcu
pro Sy(n) v explicitnim tvaru (vysledek, o ktery
usilujeme, ma vSak neelementarni odvozeni).
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Co je dnes na programu:

m Elementarni odvozeni rekurentnich vzorct pro S,(n)
(stfedoSkolskymi metodami, ale vysledek neni v
explicitnim tvaru).

m Jesté kratSi odvozeni vzorcu pro Sy(n) (ale prilis se
tam derivuje a nejsou moc vhodné pro vypocty).

m Odvozeni tzv. Faulhaberovych (Bernoulliho) vzorcu
pro Sy(n) v explicitnim tvaru (vysledek, o ktery
usilujieme, ma v8ak neelementarni odvozeni).

m Bernoulli byl pekné ¢islo.
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Co je dnes na programu:

m Elementarni odvozeni rekurentnich vzorct pro S,(n)
(stfedoSkolskymi metodami, ale vysledek neni v
explicitnim tvaru).

m Jesté kratSi odvozeni vzorcu pro Sy(n) (ale prilis se
tam derivuje a nejsou moc vhodné pro vypocty).

m Odvozeni tzv. Faulhaberovych (Bernoulliho) vzorcu
pro Sy(n) v explicitnim tvaru (vysledek, o ktery
usilujeme, ma vSak neelementarni odvozeni).

m Bernoulli byl pekné ¢islo.

m A co soucty prevracenych hodnot mocnin pfirozenych
gisel: 3. 5?

n=1
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Co je dnes na programu:

m Elementarni odvozeni rekurentnich vzorct pro S,(n)
(stfedoSkolskymi metodami, ale vysledek neni v
explicitnim tvaru).

m Jesté kratSi odvozeni vzorcu pro Sy(n) (ale prilis se
tam derivuje a nejsou moc vhodné pro vypocty).

m Odvozeni tzv. Faulhaberovych (Bernoulliho) vzorcu
pro Sy(n) v explicitnim tvaru (vysledek, o ktery
usilujeme, ma vSak neelementarni odvozeni).

m Bernoulli byl pekné ¢islo.

m A co soucty prevracenych hodnot mocnin pfirozenych

gisel: 3 1.7 ... a tfeba padne i magické slovo "zeta"
n=1
a tim se pfiblizime az k problému, za jehoz vyreSeni

Ize obdrzet milion dolard.
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S>(n) potfebuje binomickou vétu pro 3. mocninu:
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S>(n) potfebuje binomickou vétu pro 3. mocninu:

(k+1)® = 1+3k+3k*+K°




2. Prvni odvozeni (na méné nez 10 radku)

S>(n) potfebuje binomickou vétu pro 3. mocninu:
(k+1)* = 1+3k+3k*+Kk®

(k+1)°—k® = 143k +3k?
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2. Prvni odvozeni (na méné nez 10 radku)

S>(n) potfebuje binomickou vétu pro 3. mocninu:

(k+1)* = 1+3k+3k*+Kk®

n
(k+1P°—K = 143k+3k* | >

k=1

38. Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy 17.10.2017 Soucty mocnin, Bernoulliho ¢isla, zeta funkce ...



2. Prvni odvozeni (na méné nez 10 radku)

S>(n) potfebuje binomickou vétu pro 3. mocninu:

(k+1)* = 1+3k+3k*+Kk®

n

(k+1P°—K = 143k+3k* | >
n n nk:‘I
Z((k+1)3—k3> = n+3Y k3> K2
SR U
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2. Prvni odvozeni (na méné nez 10 radku)

S>(n) potfebuje binomickou vétu pro 3. mocninu:

(k+1)® = 1+3k+3k*+Kk®

n

(k+1P°—K = 143k+3k* | >
n n nk:‘I
Z((k+1)3—k3> = n+3Y k3> K
SR U
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2. Prvni odvozeni (na méné nez 10 radku)

S>(n) potfebuje binomickou vétu pro 3. mocninu:

(k+1)® = 1+3k+3k*+Kk®

n

(k+1P°—K = 143k+3k* | >

n n nk:‘I

Z((k+1)3—k3> = n+3Y k3> K
k=1 | &l—/ k=1
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2. Prvni odvozeni (na méné nez 10 radku)

S>(n) potfebuje binomickou vétu pro 3. mocninu:

(k+1)® = 1+3k+3k*+Kk®

n
(k+1P°—K = 143k+3k* | >
n n n -
Z((k+1)3—k3> = n+3Y k3> K
k=1 | k=1 k=1
((n+1)3—n3)+(n3—(n—1)3)+... Si(n) Sa(n)
(n+1)° -1
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2. Prvni odvozeni (na méné nez 10 radku)

S>(n) potfebuje binomickou vétu pro 3. mocninu:

(k+1)® = 1+3k+3k*+Kk®

n
(k+1P°—K = 143k+3k* | >
n n n -
S((k+1P=K) = n+33 k+3) K
5:1 J k=1 k=1
((n+1)3—n3)+(n3—(n—1)3)+... Si(n) Sz(n)

(n+1)3—1 = n+381(n)+382(n)
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2. Prvni odvozeni (na méné nez 10 radku)

S>(n) potfebuje binomickou vétu pro 3. mocninu:

(k+1)® = 1+3k+3k*+Kk®

n
(k+1P°—K = 143k+3k* | >
n n n -
S((k+1P=K) = n+33 k+3) K
5:1 J k=1 k=1
((n+1)3—n3)+(n3—(n—1)3)+... Si(n) Sz(n)

(n+1)3—1 = n+381(n)+382(n)

S(n) = g[(n+1)°—(n+1)-38(n)
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S(n) = Z[(n+1)°—(n+1)—-3S(n)]

w| =

> AEF > «Er «E» E DA




So(n) = Z[(n+1)°—(n+1)-38(n)]

Wl = W=

{(n+1)3—(n+1)—gn(n+1)}

APy < =Er «E>» E WDACG




S(n) = Z[(n+1)°—(n+1)—-3S(n)]

n(n+1)(2n+1)
6

Sg(n) =

> AEF > CE» () E DA




2. Prvni odvozeni (na méné nez 10 radku)

Sz(n) = [(n+ 1)3 — (n + 1) — 381(/7)]

n(n+1)(2n+1)

So(n) = -

Zvladneme to pro obecnou mocninu?
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S>(n) potfebuje binomickou vétu pro 3. mocninu:

«0)>» «F»r « =)»

it
v
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S,(n) pottebuje binomickou vétu pro (p+1). mocninu:

» A« »r <

DA



2. Prvni odvozeni (na méné nez 10 radku)

Sp(n) potfebuje binomickou vétu pro (p+1). mocninu:

p
(k+ 1P = 1+Z<p}r1)k’+k"“

=
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2. Prvni odvozeni (na méné nez 10 radku)

Sp(n) potfebuje binomickou vétu pro (p+1). mocninu:

p
(k+ 1P = 1+Z<p}r1)k’+k"“

j=1
(k+1)p+1_kp+1 _ 1+Z<P-}-1)kj
j=1
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2. Prvni odvozeni (na méné nez 10 radku)

Sp(n) potfebuje binomickou vétu pro (p+1). mocninu:

p
(k+ 1P = 1+Z<p}r1)k’+k"“

j=1
(k+1)p+1_kp+1 _ 1+Z<p—+-_1)kj Zn:
j=1 J k=1
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2. Prvni odvozeni (na méné nez 10 radku)

Sp(n) potfebuje binomickou vétu pro (p+1). mocninu:

(p+1)k/+kp+1
/

]

(k+1)PT = 14+

j=1
o n
(k +1)P+! — kP 1+Z<p+1)k/ 3
j=1 J k=1
p
Z<k+1 )P+ kP+1) - n+z< )Zkf
k=1 . . j=t k=1
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2. Prvni odvozeni (na méné nez 10 radku)

Sp(n) potfebuje binomickou vétu pro (p+1). mocninu:

(p+1)k/+kp+1
/

]

(k+1)PT = 1+

j=1
p n
p+1
(k 4+ 1)PHT — kP 1+ < )k/
=0

M‘o

Z<k+1p+1 kP+1) — n

\k:

1

~ . ——
((n+1)/9‘1fnp>‘)+(np>17(nf1)f’”)+‘..

.
I
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2. Prvni odvozeni (na méné nez 10 radku)

Sp(n) potfebuje binomickou vétu pro (p+1). mocninu:

(p+ 1)kf+kp+1
J

]

(k+1)PT = 1+

j=1
p n
p+1
(k 4+ 1)PHT — kP 1+ < )k/
=0

Mn

Z(k+1p+1 kP+1) _

\k:

1

~ 4 ~——
((n1)pst—npe1) 4 (no1—(n—1)p+1) .

.
I

(n+1)P -1 =
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2. Prvni odvozeni (na méné nez 10 radku)

Sp(n) potfebuje binomickou vétu pro (p+1). mocninu:

(p+ 1)kf+kp+1
J

]

(k+1)PT = 1+

j=1
p n
p+1
(k 4+ 1)PHT — kP 1+ < )k/
Z ) 1

Mn

Z(k+1p+1 kP+1) _

k=1 1 k=1
N ~~ 7 N "
Sj(n)

.
I

((n1)pst—npe1) 4 (no1—(n—1)p+1) .

(n+1)P -1 =
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2. Prvni odvozeni (na méné nez 10 radku)

Sp(n) potfebuje binomickou vétu pro (p+1). mocninu:

(k + 1)t

(k+ 1)p+1 _ kPt1

Z( (k +1)P+ kp+1>

\k:

J/

'

((n1)pst—npe1) 4 (no1—(n—1)p+1) .

(n+ 1P — A1
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1+ (p_j‘_1)kl+kp+1

n

2.

k=1

1
<p+1)k/
<\

1

——
Sj(n)

n+i (ijr 1)S,(n)
j=1

—.
I

-
Mn

J

S
+
Mn

.
I
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Kopie predchoziho fadku:

4 a p+1\ o
(n+1)° 1 = n+;( ; )s,(n)
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Kopie predchoziho fadku:
(n+1)P -1 = n+Z( . )Sj(n)

(n+1)P"' —(n+1) =
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Kopie predchoziho fadku:
(n+1)P -1 = n+Z( . )Sj(n)

(n+1)P" —(n+1) =
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Sp(n) =

(1 - (n+1)_p§_: (p“

2\ )51('7)]
p

[m]

=

DA



p—1
Si(M) = o (4 1P = (1) = (pf)s,(n)]
j=1

p = 2 uz umime, takze zkusme tfeba p = 3 :
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p—1
(n+1)P" _(n+1)—jz1: (pF)sj(n)]

p = 2 uz umime, takze zkusme tfeba p = 3 :

S3(n) = % [(n +1)*—(n+1) - (T) Si(n) — (g) Sg(n)}
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Sp(n) = .

p—1
o (n+1)P —(n+1) = (pJ.H)Sj(n)]

=N

p = 2 uz umime, takze zkusme tfeba p = 3 :

Ss(n) = % {(n +1)*—(n+1) - (T) Si(n) — (g) Sg(n)}
= n;q((n3+3n2+3n)—2n—n(2n+1)>
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1
Sp(n) = m

p—1
(n+ 1)+ _(n+1)—jz1: (pF)sj(n)]

p = 2 uz umime, takze zkusme tfeba p = 3 :

Sin) = 3 |00 =) = (§) i) () et
= n:1( + 3 +3n) — 2n—n(2n+1)>
+
SLES A
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Sp(n) = .

p+1 J

p—1
(n+1)P —(n+1) = <p+ 1)Sj(n)]
j=1

p = 2 uz umime, takze zkusme tfeba p = 3 :

Sin) = 3 |00 =) = (§) i) () et
= n:1( + 3 +3n) — 2n—n(2n+1)>
+
SLES A
?(

Ss(n) = :)
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Postupné Ize takto dostat vSechny soucty Sy(n).
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Postupné Ize takto dostat vSechny soucty Sy(n).

Vyhody:

m relativné jednoduché odvozeni (binomicka véta a
dalSich par radka)
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Postupné Ize takto dostat vSechny soucty Sy(n).

Vyhody:

m relativné jednoduché odvozeni (binomicka véta a
dalSich par radka)
m relativné jednoduchy vysledny vztah
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Postupné Ize takto dostat vSechny soucty Sy(n).

Vyhody:

m relativné jednoduché odvozeni (binomicka véta a
dalSich par radka)
m relativné jednoduchy vysledny vztah

Nevyhody:

m pro vypocet Si(n) je potfeba znat vSechny S;(n), ...

Sk,1 (n)
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Postupné Ize takto dostat vSechny soucty Sy(n).

Vyhody:

m relativné jednoduché odvozeni (binomicka véta a
dalSich par radka)
m relativné jednoduchy vysledny vztah

Nevyhody:

m pro vypocet Si(n) je potfeba znat vSechny S;(n), ...,
Sk,1 (n)

vvvvvv

stale se zvySujicim poétem Clent
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Pohledem na (napf.) prvni Ctyfi vysledky vSak Ize u€init
jakési pozorovani:
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Pohledem na (napf.) prvni Ctyfi vysledky vSak Ize u€init
jakési pozorovani:
n(n+1) " n

= — 4+ =

S = 7 2 "2
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Pohledem na (napf.) prvni Ctyfi vysledky vSak Ize u€init
jakési pozorovani:

n(n+1 " n
sim = M =G
n(n+1)(2n+ 1 n P n
Sn) = % )é ) 37276
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Pohledem na (napf.) prvni Ctyfi vysledky vSak Ize u€init
jakési pozorovani:

n(n—+1 " n
81(17) = % :§+§
n(n+1)(2n+1 n R n
SZ(n) = ( )é ) :§+E+é
n2n+12 n4 n3 n2
S(n) = % “ 2277
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Pohledem na (napf.) prvni Ctyfi vysledky vSak Ize u€init
jakési pozorovani:

S I A
Su(n) = ”(”+1)(2n+;())(3n2+3n_1)

" n* nm n

5 2 3 30
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Pohledem na (napf.) prvni Ctyfi vysledky vSak Ize u€init
jakési pozorovani:

S I A
Sun) = M+ 1)(2n+:13())(3n2 +3n—1)

" n* nm n

5 T 213 30

Mozna vidime, Ze by Sly vyslovit 3-4 hypotézy ...
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Pohledem na (napf.) prvni Ctyfi vysledky vSak Ize u€init
jakési pozorovani:

S I A
Sun) = M+ 1)(2n+:13())(3n2 +3n—1)

" n* nm n

5 T 213 30

Mozn4 vidime, Ze by Sly vyslovit 3-4 hypotézy ... které se
ukazi byt pravdivymi.
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Tvrzeni

Sp(n) j_'e polynom stupné p+1 v proménné n, s nulovym
koeficientem u absolutniho ¢lenu, pricemz koeficient u
mocniny n°*" je roven 51+ a koeficient u nP je roven ;.
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Tvrzeni

Sp(n) je polynom stupne p+1 v proménné n, s nulovym
koeficientem u absolutniho ¢lenu, pricemz koeficient u
mocniny n°*" je roven 51+ a koeficient u nP je roven ;.
Existuji tedy as,. .., ap € R takova, Ze

np+1 nP p .
= 1 +?—|— a/_np+1—/.
j=2

Sp(Nn)
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Tvrzeni

Sp(n) je polynom stupne p+1 v proménné n, s nulovym
koeficientem u absolutn/'ho Clenu, pricemz koeficient u
mocniny nP*! je roven ;. a koeficient u n° je roven %
Existuji tedy as,. . ., ap e R takova, Ze

np+1

nP p
n) = § : _np+1—j

Ddkaz: indukci podle p:

n(n+1 " n
sim = My =G ]
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Tvrzeni

Sp(n) je polynom stupne p+1 v proménné n, s nulovym
koeficientem u absolutn/'ho Clenu, pricemz koeficient u
mocniny nP*! je roven ;. a koeficient u n° je roven %
Existuji tedy as,. . ., ap e R takova, Ze

np+1

nP p
n) = § : _np+1—j

Ddkaz: indukci podle p:

n(n+1 " n
S1(n) = %Z?—FE ... OK.
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p > 2 (budeme si v§imat jen mocnin n”*', n° a n°):

p—1
1 (GRS URES B G ETT
j=1
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p > 2 (budeme si v§imat jen mocnin n”*', n° a n°):

p—1
Sp(n) = —=|(n+ 1P —(n+1) Z(p+1) )]

L j=1

= — (np+‘+np(p+1)+---+1>—(n+1)
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p > 2 (budeme si v§imat jen mocnin n”*', n° a n°):

1| G 1
Sp(n) = bl (n+1)P" —(n+1) Z(p+ )
L j=1
T
_ p+1 | AP _
= o (n +nP(p+1)+ +1> (n+1)

((gj})(p+...)+...)]
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p > 2 (budeme si v§imat jen mocnin n”*', n° a n°):

1 [ 2 1
Sp(n) = bl (n+1)P" —(n+1) Z(p+ )
L j=1
T
_ p+1 | o —
= o (n +nP(p+1)+ +1> (n+1)

(BN @)

nPtt P (p+1)p 1
= - ..o 40
YE] + — ot ((p+ ) — 5 b +-F
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p > 2 (budeme si v§imat jen mocnin n”*', n° a n°):

1 [ 2 1
Seln) = g |0 1P = (0 ) Z(p ; )
L j=1
-
_ pH1 | P _
= o (n +nP(p+1)+ +1> (n+1)

(BN @)

nPtt P (p+1)p 1
= . 10
o1 o <(p+ )J="% p) T

odkud uz plynou v8echna tvrzeni Tvrzeni.
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p > 2 (budeme si v§imat jen mocnin n”*', n° a n°):

1| G 1
Sp(n) = bl (n+1)P" —(n+1) Z(p+ )
L j=1
T
_ p+1 | AP _
= o (n +nP(p+1)+ +1> (n+1)

(BN @)

nPtt P (p+1)p 1
_ D LD/ au INTIY'
pii pid <(p+ T A

odkud uz plynou v8echna tvrzeni Tvrzeni.
Zbylé koeficienty a,.. ., ap € R neni vibec lehké
vyjadfit... jak uvidime pozdéiji...
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Pozorovani:
(ekx)l = kekX,

«O> «Fr «=»

it
v

o



Pozorovani:
(e = ke, (e)" =

- kzekx’

«Or < Fr <=




Pozorovani:
(e = ke, (e)" =

kQQkX’ ey (ekx)(p) _ kpekx

«Or < Fr <=




3. Druhé odvozeni (na 3 radky)

Pozorovani:
(ekx)/ —_ kekx, (ekx)// — kzekx, . (ekx)(p) — kpekx

Odtud onen triradkovy vypocet (x # 0):

1— e(n+1)x

n
kx
Yo -
_ X
— 1—e
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3. Druhé odvozeni (na 3 radky)

Pozorovani:
(ekx)/ —_ kekx, (ekx)// — kzekx, . (ekx)(p) — kpekx

Odtud onen triradkovy vypocet (x # 0):

zn:ekx _ 1o @
1—e axp
k=1
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3. Druhé odvozeni (na 3 radky)

Pozorovani:
(ekx)/ —_ kekx, (ekx)// — kzekx, . (ekx)(p) — kpekx

Odtud onen triradkovy vypocet (x # 0):

z”:ekx B 1— e(n+1)x i
p - dxP
odxP\ 11—

k=1
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3. Druhé odvozeni (na 3 radky)

Pozorovani:
(ekx)/ —_ kekx, (ekx)// — kzekx, . (ekx)(p) — kpekx

Odtud onen triradkovy vypocet (x # 0):

z”:ekx B 1— e(n+1)x i
p 1 —ex dxp
n
ar 1— e(n+1)x .
> kP = lim
axp 1 —eX x—0

k=1
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3. Druhé odvozeni (na 3 fadky)

Pozorovani:
(ekx)/ —_ kekx, (ekx)// — kzekx’ . (ekx)(p) — kpekx

Odtud onen triradkovy vypocet (x # 0):

z”:ekx B 1— e(n+1)x i
p 1 —ex dxp
n
ar 1— e(n+1)x .
> kP = lim
=1 axp 1 — eX x—0

z”:kp _im ar 1_e(n+1)x
— ~ x—0 dxP 1 — eX
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Vzorec je elegantni a vynika jednoduchosti odvozeni, ale
nehodi se k praktickému pouziti: uz pro p = 1 nepatii
vypocet k nejjednodussim:
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Vzorec je elegantni a vynika jednoduchosti odvozeni, ale
nehodi se k praktickému pouziti: uz pro p = 1 nepatii
vypocet k nejjednodussim:

1 — eln+)x ! - eX(n+2)y _ e(n+1)x(n_|_ 1)+ &
1-e | (1—e)?

a vypocet limity vpravo da jesté trochu praci (napft. 2x
LHospital). (D.CV.?)
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Vzorec je elegantni a vynika jednoduchosti odvozeni, ale
nehodi se k praktickému pouziti: uz pro p = 1 nepatii
vypocet k nejjednodussim:

1 — eln+)x ! eX(n+2)y _ e(n+1)x(n_|_ 1)+ &

1T—e | (1—e)?

a vypocet limity vpravo da jesté trochu praci (napft. 2x
LHospital). (D.CV.?)

Pozitivum: do Uvah o souctech mocnin se nam dostala
exponenciala, jejiz vyuziti v zapéti ocenime.
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4. Treti odvozeni

Odvozeni, vedouci k explicitnimu (tzv. Faulhaberovu,
resp. Bernoulliho) vzorci, potfebuje nékteré
"nestredoskolské" znalosti, konkrétné je potreba umét
zachazet s témito prvky kalkulu:
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4. Treti odvozeni

Odvozeni, vedouci k explicitnimu (tzv. Faulhaberovu,
resp. Bernoulliho) vzorci, potfebuje nékteré
"nestredoskolské" znalosti, konkrétné je potreba umét
zachazet s témito prvky kalkulu:

m rozvoj funkci do Taylorovych (nekonecnych
mocninnych) fad,
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4. Treti odvozeni

Odvozeni, vedouci k explicitnimu (tzv. Faulhaberovu,
resp. Bernoulliho) vzorci, potfebuje nékteré
"nestredoskolské" znalosti, konkrétné je potreba umét
zachazet s témito prvky kalkulu:

m rozvoj funkci do Taylorovych (nekonecnych
mocninnych) fad,

m zameéna poradi scitani u nekone¢nych souctl
(diskrétni Fubini),
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4. Treti odvozeni

Odvozeni, vedouci k explicitnimu (tzv. Faulhaberovu,
resp. Bernoulliho) vzorci, potfebuje nékteré
"nestredoskolské" znalosti, konkrétné je potreba umét
zachazet s témito prvky kalkulu:

m rozvoj funkci do Taylorovych (nekonecnych
mocninnych) fad,

m zameéna poradi scitani u nekone¢nych souctl
(diskrétni Fubini),

m nasobeni nekonecnych fad (Cauchylv soucin).
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4. Treti odvozeni

Odvozeni, vedouci k explicitnimu (tzv. Faulhaberovu,
resp. Bernoulliho) vzorci, potfebuje nékteré
"nestredoskolské" znalosti, konkrétné je potreba umét
zachazet s témito prvky kalkulu:

m rozvoj funkci do Taylorovych (nekonecnych
mocninnych) fad,

m zameéna poradi scitani u nekone¢nych souctl
(diskrétni Fubini),

m nasobeni nekonecnych fad (Cauchylv soucin).

(Je to tu vyjmenovano hlavné proto, Ze v nasledujicim
textu trochu odbudeme tzv. splnéni poZadavku
prislusnych vét... )
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Vyjdeme ze stejného souctu ZZ;E, e jako pfi predchozim
odvozeni, ale exponencialy rozvineme do Taylorovy fady:
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Vyjdeme ze stejného souctu ZZ;J) e jako pfi predchozim
odvozeni, ale exponencialy rozvineme do Taylorovy fady:

3>
I
-
3
I
N

>
Il
o
>
Il
N
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Vyjdeme ze stejného souctu ZZ;J) e jako pfi predchozim
odvozeni, ale exponencialy rozvineme do Taylorovy fady:

—1

(kx)P
e = 1+ e =1+ (1+2 o )

3>
I
-
3
I
N
3>

oo
pP=

>
Il
o
>
Il
N
>
Il
N
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Vyjdeme ze stejného souctu ZZ;J) e jako pfi predchozim
odvozeni, ale exponencialy rozvineme do Taylorovy fady:

n—1 n—-1 n—1 00 (kX)p
e = 1+Ze"x:1+2(1+2 | )
k=0 k=1 k=1 p=1 p:
0o n—1 xP
p=1 k=1 p:
~——

o

—~
‘:
—_

)
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Vyjdeme ze stejného souctu ZZ;J) e jako pfi predchozim
odvozeni, ale exponencialy rozvineme do Taylorovy fady:

n—1 n—1 n—1 ) (k
R0 SLLETES oI (B 9l

k=0 k=1 k=1 p=1 p
) n—1 xP
_ Py
—ne Y (X)X

p=1 k=1
——

Sp(n—1)

r

Prvni postupny cil:
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Vyjdeme ze stejného souctu ZZ;J) e jako pfi predchozim
odvozeni, ale exponencialy rozvineme do Taylorovy fady:

kx kx _
¢ = 1> =1+ (143 o )
k=0 k=1 k=1 p=1
0o n—1 xP
— p)
=+ > (K) 5
p=1 k=1
——
Sp(n—1)
Prvni postupny cil:
n—1 o0 XP
e"":nJrz:Sp(n—UH
k=0 p=1

Pozn.: Zapamatujme si, Ze tento vztah platiipron=1 (s
konvenci S,(0) = 0), bude se to hodit.
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Ale tutéz koneCnou rfadu exponencidl Ize nejprve secist
jako geometrickou fadu a teprve poté rozvinout:
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Ale tutéz koneCnou rfadu exponencidl Ize nejprve secist
jako geometrickou fadu a teprve poté rozvinout:

—_

n— nx
hx 1—e

e =
1— e

>
I
o

38. Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy 17.10.2017 Soucty mocnin, Bernoulliho ¢isla, zeta funkce ...



Ale tutéz koneCnou rfadu exponencidl Ize nejprve secist
jako geometrickou fadu a teprve poté rozvinout:

—_

< g _ 1-e™_em-1 «x
‘ 1 e X e — 1

>
I
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Ale tutéz koneCnou rfadu exponencidl Ize nejprve secist
jako geometrickou fadu a teprve poté rozvinout:

—_

n_
1—e™ e™—1 X

kX prm pum . S i k. :1

e —— x o 1 (opét je ok i pro n=1)

>
I
o

38. Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy 17.10.2017 Soucty mocnin, Bernoulliho ¢isla, zeta funkce ...



Ale tutéz koneCnou rfadu exponencidl Ize nejprve secist
jako geometrickou fadu a teprve poté rozvinout:

n—1
1—e™ e™—1 X
x - — = : et je ok i =1
e —— x o 1 (opét je ok i pro n=1)
k=0
1 i (nx)P 1
X prs p!
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Ale tutéz koneCnou rfadu exponencidl Ize nejprve secist
jako geometrickou fadu a teprve poté rozvinout:

n—1
1—e™ e™—1 X
x - — = : ot je oK i =1
e —— x o 1 (opét je ok i pro n=1)
k=0
1 [ < P = ByxP
= 5 Z(nxu) —1)
p=0 P p=0 P
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Ale tutéz koneCnou rfadu exponencidl Ize nejprve secist
jako geometrickou fadu a teprve poté rozvinout:

—_

n—

1—e™ e™-1 X
kX — _ . v . k. :1
e o x o 1 (opét je ok i pro n=1)
k=0
oo p o) B 0
_ @) s B
x\ = P ~ P

(Cisla B, zatim nezname, jen vime, ze musi existovat, a
Ze prislusné fady konverguji absolutné a lokalné
stejnomérné na okoli nuly - dokazali byste Fict proc?)
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Ale tutéz koneCnou rfadu exponencidl Ize nejprve secist
jako geometrickou fadu a teprve poté rozvinout:

—_

n—

1—e™ e™-1 X
kX — _ . v . k. :1
e o x o 1 (opét je ok i pro n=1)
k=0
oo p o) B 0
_ @) s B
x\ = P ~ P

(Cisla B, zatim nezname, jen vime, ze musi existovat, a
Ze prislusné fady konverguji absolutné a lokalné
stejnomérné na okoli nuly - dokazali byste Fict proc?)

° PXp1 OOBxP
- Y

|
p=1 p=0 P
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Ale tutéz koneCnou rfadu exponencidl Ize nejprve secist
jako geometrickou fadu a teprve poté rozvinout:

—_

n—

1—e™ e™-1 X
kX — _ . v . k. :1
e o x o 1 (opét je ok i pro n=1)
k=0
oo p o) B 0
_ @) s B
x\ = P ~ P

(Cisla B, zatim nezname, jen vime, ze musi existovat, a
Ze prislusné fady konverguji absolutné a lokalné
stejnomérné na okoli nuly - dokazali byste Fict proc?)

2 PxPT SN BoxP o nPTIXP SN BoxP
e e~ D

|
p=0 p=0 p=0 p:
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Ale tutéz koneCnou rfadu exponencidl Ize nejprve secist
jako geometrickou fadu a teprve poté rozvinout:

—_

n—

1—-e™ e™—-1 X
= = - &t je ok i =1
e o x o 1 (opét je ok i pro n=1)
k=0
e P e P
_ 1 2@4 .ZBL’I‘
x\ = P ~ P

(Cisla B, zatim nezname, jen vime, ze musi existovat, a
Ze prislusné fady konverguji absolutné a lokalné
stejnomérné na okoli nuly - dokazali byste Fict proc?)

2 PxPT SN BoxP o nPTIXP SN BoxP
DR d D By R D

p=0 p=0 p=0

VSe je pfipraveno na vynasobeni dvou fad pomoci
Cauchyova soucinu.
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Cauchylv soucin dvou fad: obé fady konverguji na okoli
nuly absolutné, tedy plati

(Sa) () -3 (S am).

p=0 p=0 p=0  j=0
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Cauchylv soucin dvou fad: obé fady konverguji na okoli
nuly absolutné, tedy plati

(Sa) () -3 (S am).

p=0 p=0 p=0 j=0

Mame proto:

©_ pptixp L BoxP NG P ixPT Bixd
g(pﬂ)! g p! _Zz(pﬂ—j)! J!
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Cauchylv soucin dvou fad: obé fady konverguji na okoli
nuly absolutné, tedy plati

(Ya) (pr>:§<zap, b).

p=0 p= p=0 j=0
Mame proto:
it nP“xP L BoxP NG Pt ixPi Bixd
Z%( | g p! _;/:Zo (p+1=i)t ]!
o0 p
— Z(LZ(’)JA)B p-+1 ]>X|
=0 p+1 =\ P

38. Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy 17.10.2017 Soucty mocnin, Bernoulliho ¢isla, zeta funkce ...



Cauchylv soucin dvou fad: obé fady konverguji na okoli
nuly absolutné, tedy plati

(Ya) (pr>:§<zap, b).

p=0 p= p=0 j=0
Mame proto:
©_ pptixp L BoxP NG P ixPT Bixd
g(pﬂ)' g p! _gjzzo(pﬂ—/)' J!
00 p
=S (ch’ﬂ)@ o ’)X.
s p+1 =\ P
= 1 & ptt X
= nB, + — (.)Bp“f—
° ;(pﬂjzzo j p!
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Dostali jsme tedy

n

—_

>
Il

ekx = nBo + f:
0

p
=0

p!

38. Obcasny Seminar z Matematické Analyzy 17.10.2017
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Soucty mocnin, Bernoulliho €isla, zeta funkce

xP



Dostali jsme tedy

n—1 1

1 -\ xP
o _ nB (P+ )B' pi1—j | X2
e = nB, + Z o Z ;)8 o

k=0 p=1

cozZ |ze porovnat s jiz spoctenym vysledkem

n—1 00
Y e =n+> S, (n-1
k=0 p=1
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Dostali jsme tedy

n—1 1

1 -\ xP
o _ nB (P+ )B' pi1—j | X2
e = nB, + Z o Z ;)8 o

k=0 p=1

cozZ |ze porovnat s jiz spoctenym vysledkem

n—1 00
xP
e =n+) S(n-1)=
0 =1

k=

a dostat jednak By = 1
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Dostali jsme tedy

n—1 P

([ 1 p-+1 i\ xP
kx _ nB ( . )B o+1—j | 2
& 0+;(p+1z o)

k=0 j=0

cozZ |ze porovnat s jiz spoctenym vysledkem

I
-

n

X . Xp
e =n+>" Sp(n—1)a
p=1

i
o

a dostat jednak By, = 1 a jednak Faulhaberav vzorec

_ 1 ¢ ,0+1 o+1—j
sp(n1)_p+1jz;( ; >B,n .
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Dobre, ale jak zjistim ta Cisla B,?

«0)>» «F»r « =)»

it
v

DA



5. Bernoulli byl pekné Cislo

Dobre, ale jak zjistim ta Cisla B,? Dosazenim n= 1 do
prave odvozeného vztahu:
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5. Bernoulli byl pekné Cislo

Dobre, ale jak zjistim ta Cisla B,? Dosazenim n= 1 do
prave odvozeného vztahu:

p
Sp(n—-1) = #Z(p—'ﬁ‘l)B-n”H" ‘n:1

j=0

1 < /p+
o = > (%))e

j=0
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5. Bernoulli byl pekné Cislo

Dobre, ale jak zjistim ta Cisla B,? Dosazenim n= 1 do
prave odvozeného vztahu:

p
Sp(n—1) _ 1Z(p+1>3 p+1 —J ‘n_‘]

/=0
(57')e

fe
+

1

o
Il
2=
.Mb

/=0
p—1
1
0 - ("j >B,+(p+1)3p
j=0
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5. Bernoulli byl pekné Cislo

Dobre, ale jak zjistim ta Cisla B,? Dosazenim n= 1 do
prave odvozeného vztahu:

p
Sp(n—1) _ 1Z(p+1>3 p+1 —J ‘n_‘]

/=0
(57')e

fe
+

o
Il
2=
.Mb

]
/=0
p—1
1
0 = (pf )B,-+(,D+1)Bp
j=0 J
tedy
1 21 /ot e
B, = — p+12( ),, pricemz By = 1.

=
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Dostavame tak (rekurentné definovana) slavna
Bernoulliho cCisla

’
80:17 B1:_§7
B. 1 B;=0, B l Bs=0
2_67 3 — VY, 4 30a 5 )
B l B;=0, B l By=0
6_427 7 — VY, 3 307 9 )
5 691
B1o—&7 By =0, B12_—2730, B3 =0,
7 3617
Biy=<, Bis=0, B16—_W7 Bi7 =0,
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Dostavame tak (rekurentné definovana) slavna
Bernoulliho cCisla

’
BO:17 B1:_§7
B. 1 B;=0, B l Bs=0
2_67 3 — VY, 4 — 30a 5 )
B l B; =0, B l By=0
6_427 7 — Y, 3 307 9 )
5 691
B1o—&7 By =0, B12_—2730, B3 =0,
7 3617
Biy=<, Bis=0, B16—_W7 Bi7 =0,
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Dostavame tak (rekurentné definovana) slavna
Bernoulliho cCisla

’
BO_17 B1__§7
B. 1 B;=0, B l Bs=0
2_67 3 — Y, 4 — 30’ 5 )
B 1 B; =0, B l By=0
6_427 7 — Y, 3 307 9 )
5 691
B1o—&, By =0, B12_—2730, B3 =0,
7 3617
Biy=<, Bis=0, B16—_W7 Bi7 =0,
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Dostavame tak (rekurentné definovana) slavna
Bernoulliho cCisla

]
By =1, 51:—57
B. 1 B;=0, B l Bs=0
2_67 3 — Y, 4 — 30’ 5 )
B 1 B; =0, B l By=0
6_427 7 — Y, 3 307 9 )
5 691
B1o—&, By =0, B12_—2730, B3 =0,
7 3617
Biy=<, Bis=0, B16—_W7 Bi7 =0,
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B,

i
a
it

Hao



Pozn.:

m S vyjimkou B; = —1 jsou Bernoulliho ¢isla s lichym
indexem nulova.
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Pozn.:

m S vyjimkou B; = —1 jsou Bernoulliho ¢isla s lichym
indexem nulova.

m S vyjimkou B, = 1 stfidaji Bernoulliho Cisla se sudym
indexem pravidelné znaménko.
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Pozn.:

m S vyjimkou B; = —1 jsou Bernoulliho ¢isla s lichym
indexem nulova.

m S vyjimkou B, = 1 stfidaji Bernoulliho Cisla se sudym
indexem pravidelné znaménko.

m Existuji i jiné definice Bernoulliho Cisel: precisleni
indexu tak, Ze vSechna nulova ¢isla neuvazujeme,
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Pozn.:
m S vyjimkou B; = —1 jsou Bernoulliho ¢isla s lichym
indexem nulova.
m S vyjimkou B, = 1 stfidaji Bernoulliho Cisla se sudym
indexem pravidelné znaménko.

m Existuji i jiné definice Bernoulliho Cisel: precisleni
indexu tak, Ze vSechna nulova ¢isla neuvazujeme,
a/nebo zména znamének tak, ze vSechna nenulova
Bernoulliho Cisla jsou kladna.
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Pozn.:

m S vyjimkou B; = —1 jsou Bernoulliho ¢isla s lichym
indexem nulova.

m S vyjimkou B, = 1 stfidaji Bernoulliho Cisla se sudym
indexem pravidelné znaménko.

m Existuji i jiné definice Bernoulliho Cisel: precisleni
indexu tak, Ze vSechna nulova ¢isla neuvazujeme,
a/nebo zména znamének tak, ze vSechna nenulova
Bernoulliho Cisla jsou kladna.

Takze kromeé "nasi a Bernoulliho" definice

Bo=1,Bi=-3,B=1,B=0,B,=—

Bs=5,B;,=0,Bg = —

301 BS - O,

1
E, 30 """
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Pozn.:

m S vyjimkou B; = —1 jsou Bernoulliho ¢isla s lichym
indexem nulova.

m S vyjimkou B, = 1 stfidaji Bernoulliho Cisla se sudym
indexem pravidelné znaménko.

m Existuji i jiné definice Bernoulliho Cisel: precisleni
indexu tak, Ze vSechna nulova ¢isla neuvazujeme,
a/nebo zména znamének tak, ze vSechna nenulova
Bernoulliho Cisla jsou kladna.

Takze kromeé "nasi a Bernoulliho" definice
Bo=1,Bi=-},B =1 B3__0 B, = —
Bs =25, B;=0,B; = —

Ize v literatufe najit napfr.. i

5 =1,B=3,B=1,B=%,Bi=25,B=%...

301 BS - O,

30...
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Pozn.:

m S vyjimkou B; = —1 jsou Bernoulliho ¢isla s lichym
indexem nulova.

m S vyjimkou By = 1 stfidaji Bernoulliho Cisla se sudym
indexem pravidelné znaménko.

m Existuji i jiné definice Bernoulliho Cisel: precisleni
indexu tak, Ze vSechna nulova ¢isla neuvazujeme,
a/nebo zména znamének tak, ze vSechna nenulova
Bernoulliho Cisla jsou kladna.

Takze kromeé "nasi a Bernoulliho" definice

Bo=1,Bi=-3,B=%,B=0,B,=—5,B5=0,
86241—2,8720,88:—30...

Ize v literature najl't napr.. i
621’8*:7 2_6,8*_30,8*_4258*_

— Pozor na definici Bernoulliho €isel u riznych autort‘].
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Pokracujme finalni Gpravou Faulhaberova vzorce:

1 & /p+ :
Sp(n—1) = —Z( . )B,-np+1—f
p+1 s Ji
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Pokracujme finalni Gpravou Faulhaberova vzorce:

1 & [p+i
Sp(n—1) = —Z( ;
P14\

B
+1

) Bjnp-H—j

p
Sy(n—1) = p—on”+1+B1np LZ('DH)B P
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Pokracujme finalni Gpravou Faulhaberova vzorce:

1 & /p+ :
Sp(n—1) = —Z( . )B,-np+1—f
p+1 s Ji

p
Sp(n—1) = ps%np“ + B+ —— Y

o+1 p ,
Sp(n—1) = n 1np+ 1 Z(P?1>Bjnp+1—/
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Pokracujme finalni Gpravou Faulhaberova vzorce:

1 & /p+ :
Sp(n—1) = —Z( . )B,-np+1—f
p+1 s Ji

B, 1 & /(p+1
S.(n—1) = o+ 1 B P4 E B p+1—j
p(n=1) p+1n e p+1, ( j >

LA PV P (p+1
Sp(n—1) Pt 57 P 5_2( ) n +n

38. Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy 17.10.2017 Soucty mocnin, Bernoulliho ¢isla, zeta funkce ...



Pokracujme finalni Gpravou Faulhaberova vzorce:

1 & /p+ :
Sp(n—1) = —Z( . )B,-np+1—f
p+1 s Ji

B 1 s (pH .
_ — D-+1 o _ ' pp+1—j
Sy(n—1) o 1n +BinP + P+1,:ZZ( ; >B,n
nPtt A 1 & /p+1 .
_ — _ _nP - APtH1—j o}
S = d 2" Z( j )B’n o

nP+1 np 1 & (Pt
- - Bin p+1—J
(1) pi1 2 pii ,Zz ( >
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Pokracujme finalni Gpravou Faulhaberova vzorce:

1 & /p+ :
Sp(n—1) = —Z( . )B,-np+1—f
p+1 s Ji

B 1 s (pH .
_ — p+1 o _ ' pp+1—j
Sy(n—1) o 1n +BinP + P+1,:ZZ( ; >B,n
nPtt A 1 & /p+1 y
Sp(n_1) = p+1 — Enp—FmZ ( _/ )Bjnp“ / 4+ nP
nP+1 np 1 < /p+1
S _ Bin p+1—j
AN = T T WBLL

(To je jeden z duivod, pro¢ se nékdy klade By = 1.)
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Finalni Faulhaberuv vzorec:

[m] = =

DA



Finalni Faulhabertv vzorec:

nP+1 nP

1 - (pt pr1—j
N R A = G L

Porovnejme jej se vzorcem z naSeho Tvrzeni z poCatku
prednasky:

nP+t P p »
Soln) = gttt
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Finalni Faulhabertv vzorec:

nP+1 nP

1 s (p+ p+1—j
Soln) = 45 +2+P+1,Z;< ) )B,n

Porovnejme jej se vzorcem z naSeho Tvrzeni z poCatku
prednasky:
np+1 nP p

Sp(n) = P + ? + Zajnp+1‘f.

Tedy jsme ony koeficienty «; nasli:

1 /pt1 .
L Y N T )
Y p+1< j ) A P
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Mizeme napfiklad spocitat:

’ 6 1 7 7 7
o - L3 [()ar (e (o
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Mizeme napfiklad spocitat:

n n® 1[/(7 s (7 s (7
o - 723 (e (o (]

~n n® n n n
-7 27276 T4
6n’ +21n°+21m° -7 +n
42
n(n+1)(2n+1)(3n* +6n —3n+1)

42 '
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vvvvvv

[m]

=

DA



vvvvvv

P 5 e 19 4, 1292

_r . ¥ 15 13
Sxo(n) = 57t 3" 5 57 1 323n™+
41990 ; 223193 4 ; 68723
+—33 n —63 n° + 6460n 0 nm+
N 219335n3_ 174611n
63 330
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vvvvvv

P 5 g 19 i 1202

_ . et 15 13
Soo(n) = o1 + 5 +3n 5 57 1 323n"°+
41990 ; 223193 4 ; 68723
+—33 n —63 n° + 6460n 0 n°+
N 219335n3 B 174611n
63 330

Souvisi to pochopitelné i s tim, Ze pro vzrastajici n jsou
Bernoulliho Cisla (prestoze jsou vSechna racionalni) ¢im
dal komplikovanég;si:

p. _ 8615841276005
80— 14322
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A uzZ Bgo je pomeérné zrudné:

1215233140483755572040304994079820246041491

Beo = - 56786730
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A uzZ Bgo je pomeérné zrudné:

B 1215233140483755572040304994079820246041491
60 = — :

56786730

Proto je zajimava tzv. asymptotika Bernoulliho Cisel. Lze
ukazat, ze pro velka n se Bernoulliho Cisla blizi zajimavé
kombinaci zndmych matematickych konstant:

n\2an
|Bop| =~ 4v/7N <—e> : n— oo.
T
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A uzZ Bgo je pomeérné zrudné:

B 1215233140483755572040304994079820246041491
60 = — :

56786730

Proto je zajimava tzv. asymptotika Bernoulliho Cisel. Lze
ukazat, ze pro velka n se Bernoulliho Cisla blizi zajimavé
kombinaci zndmych matematickych konstant:

n 2n
|Ban| ~ 4v/7n (%) . N oo.
Srov.:
|Bso| ~ 2.1399 - 103

~2.1370 - 10%
n=30

()"
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Existuje zplsob, jak spocCist Bernoulliho Cisla explicite,
skryva vSak v sobé jeden maly zadrhel (jaky?):
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Existuje zplsob, jak spocCist Bernoulliho Cisla explicite,
skryva vSak v sobé jeden maly zadrhel (jaky?):

n 1 k [k . .
Bn:kz—%mjzo:(_-l)j(j)(j—f—‘”.
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Existuje zplsob, jak spocCist Bernoulliho Cisla explicite,
skryva vSak v sobé jeden maly zadrhel (jaky?):

n 1 k [k . .
Bn:kz—%mjz—o:(_‘l)j(j)(j—f—‘”.

Kde také najdeme Bernoulliho Cisla?
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Existuje zplsob, jak spocCist Bernoulliho Cisla explicite,
skryva vSak v sobé jeden maly zadrhel (jaky?):

n 1 k [k . .
Bn:kz—%mjz—o:(_‘l)j(j)(j—f—‘”.

Kde také najdeme Bernoulliho Cisla? Napfiklad v
Taylorovych rozvojich nékterych pomérné znamych
funkci:
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Existuje zplsob, jak spocCist Bernoulliho Cisla explicite,
skryva vSak v sobé jeden maly zadrhel (jaky?):

n 1 k [k . .
Bn:kz—%mjz—o:(_‘l)j(j)(j—f—‘”.

Kde také najdeme Bernoulliho Cisla? Napfiklad v
Taylorovych rozvojich nékterych pomérné znamych
funkci:

0 22n(22n o 1) T
_ _4\n-1 2n—1 -
tgx = E (—1) —(Zn)! B> x , x| < 5
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Existuje zplsob, jak spocCist Bernoulliho Cisla explicite,
skryva vSak v sobé jeden maly zadrhel (jaky?):

n 1 k [k . .
Bn:kz—%mjz—o:(_‘l)j(j)(j—f—‘”.

Kde také najdeme Bernoulliho Cisla? Napfiklad v
Taylorovych rozvojich nékterych pomérné znamych
funkci:

0 22n(22n o 1) T
_ _4\n-1 2n—1 -
tgx = n§_1( 1) —(Zn)! B> x , x| < 5
ZOO 22”(22n —1) 2n—1 Q
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Existuje zplsob, jak spocCist Bernoulliho Cisla explicite,
skryva vSak v sobé jeden maly zadrhel (jaky?):

n 1 k [k . .
Bn:kz—%mjz—o:(_‘l)j(j)(j—f—‘”.

Kde také najdeme Bernoulliho Cisla? Napfiklad v
Taylorovych rozvojich nékterych pomérné znamych
funkci:

0 B 22n 22n —1 B T
gx = Y (-1)" 1%82,%2” Y X <3,
n=1 ’
>, p2n(p2n _ ) %
tghX = ZWanxzn 1, ’X| < §

n=1

...a za chvili uvidime, Ze i jesté nékde jinde ...
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6. Trocha historie

Problémem souctu mocnin pfirozenych Cisel méa dlouhou
historii:
m Pythagoras (572—497 pr.n.l.),
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Problémem souctu mocnin pfirozenych Cisel méa dlouhou
historii:

m Pythagoras (572—497 pf.n.l.), Archimédés (287—-212
pr.n.l.), Aryabhata (476-??, Indie), Abu Bakr al-Karaji
(??-1019, Persie), Abu Ali al-Hasan ibn al-Hasan ibn
al-Haytham (965—1039, Irak)
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6. Trocha historie

Problémem souctu mocnin pfirozenych Cisel méa dlouhou
historii:

m Pythagoras (572—497 pf.n.l.), Archimédés (287—-212
pr.n.l.), Aryabhata (476-??, Indie), Abu Bakr al-Karaji
(??-1019, Persie), Abu Ali al-Hasan ibn al-Hasan ibn
al-Haytham (965—-1039, Irak) - znamy vztahy pro
soucet prvnich, druhych a tfetich mocnin, ale pouze
ve slovnim vyjadreni (nikoli jako vzorce), a odvozeni
(spiSe popis vysledku) bylo zalozeno na pozorovani,
nikoli na vypoctech.
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nikoli na vypoctech.

m Prvni vaznéjsi algebraické pokusy: po roce 1500,
zejména Anglican West Thomas Harriot
(1560-1621),
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(??-1019, Persie), Abu Ali al-Hasan ibn al-Hasan ibn
al-Haytham (965—-1039, Irak) - znamy vztahy pro
soucet prvnich, druhych a tfetich mocnin, ale pouze
ve slovnim vyjadreni (nikoli jako vzorce), a odvozeni
(spiSe popis vysledku) bylo zalozeno na pozorovani,
nikoli na vypoctech.

m Prvni vaznéjsi algebraické pokusy: po roce 1500,
zejména Anglican West Thomas Harriot
(1560-1621), Némec Johann Faulhaber
(1580-1635), Francouzové Pierre de Fermat
(1601—-1665)
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6. Trocha historie

Problémem souctu mocnin pfirozenych Cisel méa dlouhou
historii:

m Pythagoras (572—497 pf.n.l.), Archimédés (287—-212
pr.n.l.), Aryabhata (476-??, Indie), Abu Bakr al-Karaji
(??-1019, Persie), Abu Ali al-Hasan ibn al-Hasan ibn
al-Haytham (965—-1039, Irak) - znamy vztahy pro
soucet prvnich, druhych a tfetich mocnin, ale pouze
ve slovnim vyjadreni (nikoli jako vzorce), a odvozeni
(spiSe popis vysledku) bylo zalozeno na pozorovani,
nikoli na vypoctech.

m Prvni vaznéjsi algebraické pokusy: po roce 1500,
zejména Anglican West Thomas Harriot
(1560-1621), Némec Johann Faulhaber
(1580-1635), Francouzové Pierre de Fermat
(1601-1665) a Blaise Pascal (1623—1662).
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m Zda se, ze Thomas Harriot byl prvni, kdo odvodil
vzorce pro soucet mocnin prirozenych Cisel v
symbolickém tvaru, ale pouze pro soucet az do Ctvrté
mocniny, nikoli obecné.
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m Zda se, ze Thomas Harriot byl prvni, kdo odvodil
vzorce pro soucet mocnin prirozenych Cisel v
symbolickém tvaru, ale pouze pro soucet az do Ctvrté
mocniny, nikoli obecné. Johann Faulhaber odvodil
vzorce pro soucty az do 17. mocniny (Academia
Algebrae, 1631), nicméné obecny vzorec neziskal.
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symbolickém tvaru, ale pouze pro soucet az do Ctvrté
mocniny, nikoli obecné. Johann Faulhaber odvodil
vzorce pro soucty az do 17. mocniny (Academia
Algebrae, 1631), nicméné obecny vzorec neziskal.

m Az Svycar Jakob Bernoulli (1654—1705) jako prvni
sestavil tabulku ¢isel By, B;, B, ...
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m Zda se, ze Thomas Harriot byl prvni, kdo odvodil
vzorce pro soucet mocnin prirozenych Cisel v
symbolickém tvaru, ale pouze pro soucet az do Ctvrté
mocniny, nikoli obecné. Johann Faulhaber odvodil
vzorce pro soucty az do 17. mocniny (Academia
Algebrae, 1631), nicméné obecny vzorec neziskal.

m Az Svycar Jakob Bernoulli (1654—1705) jako prvni
sestavil tabulku Cisel By, By, B, ... Presto, jak uz
tomu Casto v historii byva, se vysledny vzorec, jehoz
autorem je Bernoulli, nazyva Faulhaber(v.
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autorem je Bernoulli, nazyva Faulhaber(v.

m Bernoulli sam o svém objevu nadSené poznamenal:
S pomoci mé tabulky mi trvalo méné nez Ctvrt hodiny
secCist prvnich 1000 desatych mocnin a dostat
vysledek
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m Zda se, ze Thomas Harriot byl prvni, kdo odvodil
vzorce pro soucet mocnin prirozenych Cisel v
symbolickém tvaru, ale pouze pro soucet az do Ctvrté
mocniny, nikoli obecné. Johann Faulhaber odvodil
vzorce pro soucty az do 17. mocniny (Academia
Algebrae, 1631), nicméné obecny vzorec neziskal.

m Az Svycar Jakob Bernoulli (1654—1705) jako prvni
sestavil tabulku Cisel By, By, B, ... Presto, jak uz
tomu Casto v historii byva, se vysledny vzorec, jehoz
autorem je Bernoulli, nazyva Faulhaber(v.

m Bernoulli sam o svém objevu nadSené poznamenal:
S pomoci mé tabulky mi trvalo méné nez Ctvrt hodiny
secCist prvnich 1000 desatych mocnin a dostat
vysledek

91409924 241 424 243 424 241 924 242 500.

38. Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy 17.10.2017 Soucty mocnin, Bernoulliho ¢isla, zeta funkce ...



Bernoulliho vzorec byl publikovan az posmrtné v knize

Ars Conjectandi, 1713.

- Alque si porrd ad alliores gradatim polestates pergere, levique ne-

golio sequentem adornare laterculum licet

slatune

! FLn

| %IIIL

; '!.'”; "‘,IF”

| .L . -FINJ -|-'In.r1

in® =Ln”+1n%4 J:,ﬁ :';rf’ | n

fn’ = L'Tn\"q I-—Ell'_ | ‘I':I”“. *‘_'_—.r”' 1--1—':11n
in®=LIn%4 -En'g | :‘TN'_ -l;_.-}n'_’ +and - 1'?11

fn® = -llﬁrl L) -En"—" | -}n"\\ -,%n‘; |- -_'Tw“1 - -l—'fnn
in'® = ‘Ill'” ¥ I-—EHIU | {-n S ~'_rn" | T_:i._:”

Quin imo qui legem progressionis inibi allentuls ensperexil, eundem eli-

am continuare poleril absque his ratiociniorum ambabimus @ Sumla enim
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c pro potestatis cujuslibet exponente, fit summa omnium n® seu

- 1 7, 1 o, e, ¢—7,c-c=1.c=2 3
nt = n -n —An“— Bn®™
J e T t—233
c.c—lc—2.c—3.c—4_ . ¢
- Cn®
+ 23456
c-c—1l.c—2.¢c—3.c—4.c—5H.-c—6 =
+ Dn“"’ ... & ita deinceps,

2.3.4.5-6.7-8
exponentem poieslati:‘- ipsius n continué minuendo binario, quosque per-

veniatur ad n vel nn. Literae capitales A, B, C, D & c. ordine denotant

coéfficientes ultimorum terminorum pro [nn, [ n4, I ne, i n®, & c
nempe
1 1 1 1
A=—B=—+—C=—,D=—.
[ 30 42 a0
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Bernoulliho Cisla se tedy hodi k sou¢tim fad kladnych
mocnin pfirozenych Cisel 1P + 2P + .- . 4 nP.

«0)>» «F»r « =)»

it
v

DA



7. Co dal?

Bernoulliho Cisla se tedy hodi k sou¢tim fad kladnych
mocnin pfirozenych Cisel 1P + 2P + ... + nP.

Trochu prekvapivé (nebo ne?) se vSak Bernoulliho Cisla

vyskytuji i ve vzorcich pro nekonecné soucty

prevracenych hodnot sudych mocnin pfirozenych Cisel, tj.
o

v suméach typu > L.
n=1
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7. Co dal?

Bernoulliho Cisla se tedy hodi k sou¢tim fad kladnych
mocnin pfirozenych Cisel 1P + 2P + ... + nP.

Trochu prekvapivé (nebo ne?) se vSak Bernoulliho Cisla

vyskytuji i ve vzorcich pro nekonecné soucty

prevracenych hodnot sudych mocnin pfirozenych Cisel, tj.
o

v suméach typu > L.
n=1

Riemannova zeta funkce:
=1
¢(s) ::Zﬁ’ R(s) > 1.

n=1

Jde tedy o hodnoty ((2p), p € N.
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Jesté kousek historie: Basilejsky problém: najit soucet
> T
n2

n=1

(Problém byl formulovan Pietrem Mengolim v r. 1644.)
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Jesté kousek historie: Basilejsky problém: najit soucet

= 1

> 5=

n=1
(Problém byl formulovan Pietrem Mengolim v r. 1644.)
Problém byl vyfeSen az po 90 letech, Leonhardem

Eulerem (v r. 1734, kdy mu bylo 28 let). Euler spocetl, Ze
plati

o0 1 2
C(Q):Zﬁ:%‘
n=1
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Jesté kousek historie: Basilejsky problém: najit soucet

= 1

> 5=

n=1
(Problém byl formulovan Pietrem Mengolim v r. 1644.)
Problém byl vyfeSen az po 90 letech, Leonhardem

Eulerem (v r. 1734, kdy mu bylo 28 let). Euler spocetl, Ze
plati

o0 1 2
C(Q):Zﬁ:%‘
n=1

Znamé hodnoty souctu:

=1 4
n=1
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Jesté kousek historie: Basilejsky problém: najit soucet

= 1

> 5=

n=1
(Problém byl formulovan Pietrem Mengolim v r. 1644.)
Problém byl vyfeSen az po 90 letech, Leonhardem

Eulerem (v r. 1734, kdy mu bylo 28 let). Euler spocetl, Ze
plati

=1 2
@) => 2=
n=1
Znamé hodnoty souctu:
=1 4 70

n=1
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Jesté kousek historie: Basilejsky problém: najit soucet

= 1

> 5=

n=1
(Problém byl formulovan Pietrem Mengolim v r. 1644.)
Problém byl vyfeSen az po 90 letech, Leonhardem

Eulerem (v r. 1734, kdy mu bylo 28 let). Euler spocetl, Ze
plati

=1 7
@)=Y 2= 5"
n=1
Znamé hodnoty souctu:
=1 4 76 78
C(4)_Zﬁ_%’ C(G)—%, C(S)—m,

n=1
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Obecné platipro k =1,2,...:
=1 22k=1 B,
C(2k):ZW: | 2| 2k

n=1

(2k)!

[m] = =

DA



oo

1 221 |By,
(k) = = 1Bord 2k
n=1

(2k)!

Obecné platipro k =1,2,...:

2k
= T,

€ Q.

[m]

=

DA



Obecné platipro k =1,2,...:

€ Q.

— 1 22k- 1‘82k| 2k 2k
22_2/(). T = kT,

Tedy umime vyjadfit v tzv. uzavieném tvaru soucty
prevracenych sudych mocnin pfirozenych Cisel.
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Obecné platipro k =1,2,...:

00
1 221 By,
ZT* ‘ |ﬂ_2k 2k’ r2k€Q~

(2K)! okt

Tedy umime vyjadfit v tzv. uzavieném tvaru soucty
prevracenych sudych mocnin pfirozenych Cisel.

Pozn.: Pro liché mocniny stale nevime, jestli
o0
> ot =7
Rk T

n=1

kde vpravo je kone¢na kombinace hodnot elementarnich
funkci resp. znamych konstant.
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Idea: néco se chytre rozvine "do Fouriera", néco "do
Taylora" a porovnaji se rozvoje.
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Idea: néco se chytre rozvine "do Fouriera", néco "do
Taylora" a porovnaji se rozvoje.
Rozvoj ax cotgh(ax) (pro x = 0 dodefinovana limitou 1)
do Fourierovy fady v kosinech na (7r 7) da:
2
amcotgh(ax) =1 + Z (—=1)"cos nx..

O./2+ 2

38. Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy 17.10.2017 Soucty mocnin, Bernoulliho ¢isla, zeta funkce ...



Idea: néco se chytre rozvine "do Fouriera", néco "do

Taylora" a porovnaji se rozvoje.
Rozvoj ax cotgh(ax) (pro x = 0 dodefinovana limitou 1)

do Fourierovy fady v kosinech na (7r 7) da:

2
(—1)"cos nx .

am cotgh(ax) =1+ Z &2 —

Po dosazeni hodnoty x = m dostaneme
2

armcotgh(ar) =1+ Z a2 =t
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Idea: néco se chytre rozvine "do Fouriera", néco "do
Taylora" a porovnaji se rozvoje.

Rozvoj ax cotgh(ax) (pro x = 0 dodefinovana limitou 1)
do Fourierovy fady v kosinech na (7r 7y da:

2

am cotgh(ax) = 1 +Z (—1)"cos nx .

012 +n 2
Po dosazeni hodnoty x = m dostaneme
2

armcotgh(ar) =1+ Z a2 et

Pro¢ zrovna cotgh? Protoze ji umime porovnat s
"Bernoulliovskou funkci” =
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Idea: néco se chytre rozvine "do Fouriera", néco "do
Taylora" a porovnaji se rozvoje.

Rozvoj ax cotgh(ax) (pro x = 0 dodefinovana limitou 1)
do Fourierovy fady v kosinech na (7r 7) da:

2

am cotgh(ax) = 1 +Z (—1)"cos nx .

O./2+ 2

Po dosazeni hodnoty x = m dostaneme
2

armcotgh(ar) =1+ Z a2 et

Pro¢ zrovna cotgh? Protoie ji umime porovnat s
"Bernoulliovskou funkci" —~: po dosazeni £ szZaam
dostaneme vlevo

t t
o1 2
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t t
> cotgh 5=



a tedy po Upravé vypada ona "Fourierova fada" takto:

t - 212
—1_ = L
o 1 2+nz_;t2+47r2n2
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a tedy po Upravé vypada ona "Fourierova fada" takto:

t - 212
—1_ = L
o 1 2+nz_;t2+47r2n2

Uz ale vime, ze

t = B,tP
o1 o

p=0
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a tedy po Upravé vypada ona "Fourierova fada" takto:

t - 212
—1_ = L
o 1 2+nz_;t2+47r2n2

Uz ale vime, ze

t =, B,tP t ~. B
et_1:Z 'Z' _ _5 +Z 2k f2k

1 h\/—/
5071751* 2 53255::0

38. Obcasny Seminaf z Matematické Analyzy 17.10.2017 Soucty mocnin, Bernoulliho ¢isla, zeta funkce ...



a tedy po Upravé vypada ona "Fourierova fada" takto:

t — 212
—1_ = L
ol 1 2+;t2+47r2n2

Uz ale vime, ze

t s Bptp t - BZk 2k
= —_ = 1-= .
& 12 p 5 T2 2k)"
p=0 —— 1 k=1
2 B;=Bs=---=0

Porovnanim vidime, ze
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a tedy po Upravé vypada ona "Fourierova fada" takto:

t — 212
—1_ = L
ol 1 2+;t2+47r2n2

Uz ale vime, ze

t s Bptp t - BZk 2k
=y 2= {1__ .
et —1 Z p! 2 +Z(2k)[t
p=0 N — k=1

1
2 By=Bs=-=0
Porovnanim vidime, ze

o0

;(%)f _;t2+4w2n2'
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a tedy po Upravé vypada ona "Fourierova fada" takto:

t — 212
—1_ = L
ol 1 2+;t2—1—47r2n2

Uz ale vime, ze

t - s Bptp B t - Box 2k
g it~ '3 +Z(2k)!t '
p=0 ~—— k=1
Bo=1,Bi=—1} _V_Bszssz...:o
Porovnanim vidime, ze
= = -
kz:; (2k)! ; t? + 472n?

Pékné, ale jesté potfebujeme néco jako fadu v proménné
t vpravo...
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Zazrak jménem geometricka fada (kvocient je mensi nez
jedna - sta¢i nam konvergence pro t v okoli nuly):

212 > N
1‘2+47r2n2:221 (ﬁ) ’
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Zazrak jménem geometricka fada (kvocient je mensi nez
jedna - sta¢i nam konvergence pro t v okoli nuly):

212 b 2k
—9 )
2+ 4r2m2 ; (27Tn>
Dosadime
; k)'t N ; 12 + 47202
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Zazrak jménem geometricka fada (kvocient je mens$i nez
jedna - sta¢i nam konvergence pro t v okoli nuly):

212 b 2k
21422 2; <27rn> ’
Dosadime
Z lik)ltZk - Z 22 (27rn>
k=1 n=1 k=1
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Zazrak jménem geometricka fada (kvocient je mens$i nez
jedna - sta¢i nam konvergence pro t v okoli nuly):

212 - L/t N2k
t2+47r2n2:2z(_1)k 1(%) ‘

k=1
Dosadime

0 ng 0 [e%} t ok
2 orit = 22N (3n)
k=1 n=1 k=1

()T

- Z ézkzﬂzkznzk .
k=1 n=1
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Zazrak jménem geometricka fada (kvocient je mens$i nez
jedna - sta¢i nam konvergence pro t v okoli nuly):

212 = /b N2k
t2+47r2n2:22(_1)k 1(%) ‘

k=1
Dosadime
Z(zik)lt% = 22> () 1(%)
k=1 n=1 k=1
2 ()T S

a porovnanim koeficientd u 2% (neboli z jednoznacnosti
Taylorova rozvoje) ...
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dostaneme
ng (—‘I)k_1 > 1
(2K)! ~ D2k—1 2k ZW? k =
n=1
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...dostaneme

Ba (-1 & B
(2k)!_22k—1ﬂ.2k;W7 k=1,2,...

Odtud snadno spocteme

e 1 (_1 )k—122k—182k ok B
ZW— (2/()' e y k—1,2,

n=1
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..dostaneme

Bk — >
(2k)! _22k 17T2kzn2k7 =1,2,...
Odtud snadno spocteme

ek = (2k)! T

i 1 (_1)k—122k—182k ok K—1o

n=1

cozZ je, s ohledem na to, Ze By pravidelné stfidaji
znaménka (a taky proto, Ze soucet vlevo je pochopitelné
kladny),

2257 | Bok| o

¢(2k) i‘lk—)w
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..dostaneme

Bk — >
(2k)! _22k 17T2kzn2k7 =1,2,...
Odtud snadno spocteme

ek = (2k)! T

i 1 (_1)k—122k—182k ok K—1o

n=1

cozZ je, s ohledem na to, Ze By pravidelné stfidaji
znaménka (a taky proto, Ze soucet vlevo je pochopitelné
kladny),

22k 1

B
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Jacb Bernoulli Johénn Faulhéber

{4

Leonhard Euler Bernhard Riemann
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