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A co jsme to tedy vlastné slyseli?
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Béla Barték (Koncert pro orchestr — lll. véta)

Madarsky skladatel dilo zkomponoval v roce 1943 béhem
svého nuceného exilu v USA za mimoradné slozitgch
zivotnich podminek.
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Béla Barték (Koncert pro orchestr — lll. véta)

Madarsky skladatel dilo zkomponoval v roce 1943 béhem
svého nuceného exilu v USA za mimoradné slozitgch
zivotnich podminek.

Slyseli jste interpretaci Seijiho Ozawy s Bostonskgm
symfonickgm orchestrem.

Fibonacciho posloupnost se vyskytuje v motivu xylofonu.
Fibonacciho posloupnosti vyuzila fada modernich skladateli:

m lannis Xenakis — Anastenaria, Le sacrifice (1953)
m Ernst Krenek — Fibonnaci Mobile (1964)

m Karlheinz Stockhausen
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Leonardo Pisansky (alias Fibonacci)

Fibonacci byl véhlasny stredovéky matematik, autor spisu Liber
Abaci, kde se posloupnost predstavuje evropskému publiku.

Fibonacciho posloupnost

Definice:
fi =1,
f, =1,
fo="F1+ 1.
Tedy:

1,1,2,3,5,8,13,21...

Na Fibonacciho posloupnost mlzete v prirodé narazit na radé
mist, kde byste je vibec necekali:




Fibonacciho priroda




Prvnich nékolik Fibonacciho cisel
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Dalst zajimavosti o Fibonaccovych ¢islech

David Hilbert v 10. ze svych slavngch problémut vzgval k
nalezent algoritmu, kter( by pro libovolnou polynomidlnt
diofantickou rovnict umél rozhodnout, zda ma celociselnd
reSent. Problém vytesil v roce 1970 dvaadvacetilety rusky
matematik Jurij Matijasevi¢, pricemz v diikazu vyuzil znalosti
rastu Fibonacciho cisel.

Edouard Lucas jich roku 1876 vyuzil k nalezent nového (po
vice nez 100 letech!) Mersennova prvocisla 2'% — 1.
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Oblibend hadanka Lewise Carrolla

Véta (Cassiniho identita)

Fibonacciho &isla spliiuji pro kazdé n € N

fn71 fn+1 - fs = (_1)n

Naznak ddkazu
Dokazte maticovou identitu

11 ’7_ fn+1 fn
10 B fn fn—1

a spoctéte determinant obou stran.
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Hint (i néco navic)

Pro n = 6 mame f5f; — f62 =1, kdefsg=8 fs=5af =13.




Ulohy

Uloha 1
Spoctéte hodnotu determinantu matice obecné velikosti n x n:

1 -1 0 0 --- 00 O
1 1 -1 0 --- 00 O
o 1 1 -1 --- 00 O
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Uloha 2
Uvazujte posloupnost

s
r, = f:1' n=1273,...

a najdéte jejl limitu, pokud existuje.

Navod
Ukazte,ZzZe n < <rs<---arn>r3>rg> .

Voo o o o o o —1)n
Pouzijte Cassiniho identitu k dikazu r, —r,_4 = } )1.
ntn—

Limita L tedy existuje a jeji hodnotu najdeme jako resent
rovnice

f fo+f f

. . +1 . - . -

L= Llimr,= lim = lim —— = lim 1+ =
n—-0oQ n—oQ n n—oQ n n—oo n

= lim 1+ :1+1

M= I'n— L




Generujicl funkce

Chceme-li se dozvédét néco zajimavého o posloupnosti
aq,dp, ds, ...

mézeme tak ucinit i neprfimo zkoumanim mocninné rady

o
F(x) = Z anpx”,
n=1

kterou nazgvame generujici funkct.




Generujicl funkce a Fibonacciho posloupnost

1. Pro Fibonacciho posloupnost je to
Fix) =x+x*+2+3x* +5 + -+,

pricemz polomér konvergence je

R = lim fy =

n—oQ n+1

>0,

1
T

kde 7 je hodnota zlatého rezu.



Generujicl funkce a Fibonacciho posloupnost

2. Vyndsobime F(x) postupné x a x?

X" = x4+ X+ 22X+ 3+ -

9=
i x"*? if” X" =3 x4+ 2x° +3x° + -
=1 n=2

a ty pak secteme

XF(x) + x*F(x) = x* + 2x% +3x* +5x° + - --

=X +Z(f + f_q)x™! Zf,7+1x”+1 anx F(x) — x.

n=1 n=2



Generujicl funkce a Fibonacciho posloupnost
3. Z odvozené rovnosti

xF(x) + x*F(x) = F(x) — x

vyjadiime F(x) a upravime rozkladem na parcialni zlomky

X :L ! ! , kde py=1-—1.

Flx) = — X -
() 1—x—x V5 \1l—2x 1—px

Pouzijeme vzorec pro soucet geometrické rady

=1+qg+q¢*+---, (g<1)

1—q

a dostaneme

F(x) = [(T—px+ (= )X+ ].

i
V5




Generujicl funkce a Fibonacciho posloupnost

Protoze je rozvoj do mocninné rady jednoznacny, porovnanim
F _ 2 3 4 5
(x)_x+x +2x7+3x"+5x"+ -+,

F(x) T— )X+ (7 —uz)x2+---]

-1l

dostavame vzorec pro n-t( clen Fibonacciho posloupnosti

jemuz se iika Binetova formule.



Generujicl funkce pro gamblery

Problém

Hrac se ucastnt spravedlivé hry, v niz s pravdépodobnostt %
ziska nebo ztratt jednu korunu. Kapital naseho hrace cint a,
kapitdl jeho oponenta je b. Hra probtha, dokud nent jeden z

hract priveden na mizinu. Spoctete pravdépodobnost, ze nds hrac

’

zvitézi.




Funkce generujict gamblery

’

1. Ozna¢me P(n) pravdépodobnost vitézstvi naseho hrace

v situaci, kdy ma v kapse n korun (0 < n < a + b).
Pokud n = 0 nebo n = a + b, hra konc¢i. Snadno nahlédneme, Ze

funkce P musti splitovat podminky:

1 1
P(n) = 5 P(n—1)+ 5 Pin+1) (pro0<n < a+b),
P0)=0 a P(a+b)=1.




Funkce generujict gamblery

2. Uvazujme P jako funkci definovanou na Zg a spliujict vise
uvedené podminky. Definujeme generujict funkci

F(x)=P(1)x + P2)x* + -+

Snadno ovérime, ze plati
F(x) — 2x F(x) + x* F(x) = P(1) x,

a proto

X

F(x) = P(1) A—x2"




Funkce generujict gamblery

3. Potrebujeme vyjadrit funkci napravo jako mocninnou radu

1
1 :’I-|—X+X2+X3+""
— X
1 RY
(1_X)2 (1—x) + Zx + ox” + )
ﬁ=x+2x2+x3+"':ZP“)”XH'
n=1



Funkce generujict gamblery

Protoze
o o
Fix)=> Pn)x"=Y P)nx",
n=1 n=1
dostavame z jednoznacnosti rozvoje
P(n)=P()n (pron=20,1,...).
Dosazenim n = a + b ziskame P(1) = a+rb a tedy

n

P(n) = )
() a+b




Klikata cesta k nahodné prochazce

Vsimli jste si, ze gamblerskd funkce P méla tzv. vlastnost stiedni
hodnoty, tj.

P(n) = = (P(n— 1)+ P(n + 1))

N —




Klikata cesta k nahodné prochazce




Uloha za mrizemi

Problém mrizky

Do ctvercli celociselné mrizky v roviné jsou vepsana cislo mezi 0
a 1 tak, ze kazdé cislo je primérem ctyr cisel sousednich.
Dokazte, ze pak musi byt vSechna cisla stejna.




Rozbor problému

m Ctverec v celociselné mrizce ozna¢me souradnicemi jeho
levého dolntho vrcholu a f(i, j) necht oznacuje hodnotu
vepsanou do ctverce (i, j).

m Problém mrizky pak lze preformulovat: DokaZzte, ze funkce
f:7?— (0,1) spliujici na defini¢nim oboru podminku

—_—

Hij) = 7 (=1, )+ Hi+ 1))+ H(i 7= 1) + 16 j+ 1)),

(1)

4
je jiz nutné konstantni.

m Bez néjaké podminky na omezenost f tvrzent neplati. Uvazte
napriklad f(i, j) = i.

m Rovnici (1) budeme nazyvat diskrétni vlastnosti stredni
hodnoty.



Princip minima/maxima

Pozorovant
Predpokladejme, ze f spliuje (1), je nezaporna a v néjakém
¢tverct (i, j) ma hodnotu 0. Pak musi bgt nulova vsude.
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Princip minima/maxima

Pozorovant
Predpokladejme, ze f spliuje (1), je nezaporna a v néjakém
¢tverct (i, j) ma hodnotu 0. Pak musi bgt nulova vsude.

Véta (Princip minima/maxima)

Pokud funkce s diskrétni vlastnosti str'edni hodnoty nabyvd
nékde v celociselné mrizce své nejmensi/nejvétsi hodnoty, pak je
nutné konstantni.

Pokud ma f limitu v nekonecnu (tj. (i, j) = L pro néjaké L, pokud
i’ + j> — o0), pak je Problém miiZky vyre$en. My bohuzel o limité
funkce f predem nic nevime.




Defini¢ni hromadka

Definice (Oblast)

Podmnozinu G ctverct v celoliselné miiZce nazveme oblasti,
pokud se z kazdého ctverce G lze dostat do libovolného jiného
ctverce G konecné mnoha presuny uvniti G vzdy jen na sousednt
Ctverce.




Defini¢ni hromadka

Definice (Oblast)

Podmnozinu G ctverct v celoliselné miiZce nazveme oblasti,
pokud se z kazdého ctverce G lze dostat do libovolného jiného
ctverce G konecné mnoha presuny uvniti G vzdy jen na sousednt
Ctverce.

Definice (Hranice)

Mnozinu ctverct nelezich v oblasti G, ale majicich za souseda
alespon jeden ctverec G, nazgvame hranici oblasti G a
oznacujeme 0G.
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Oblast a hranice

Diskrétni Dirichletova tloha (DDU)

Mohou byt ctverce oblasti G vyplnény hodnotami tak, aby
mél kazdy c¢tverec G vlastnost stiednt hodnoty?

Pokud to mozné je, kolika zptsobhy?




Oblast a hranice




Jednoznacnost fesent DDU

Véta (Zobecnény princip minima/maxima)

Necht je G omezend oblast a funkce f: G UJdG — R md diskrétni
vlastnost stredni hodnoty. Oznacme jako M nejvétsi hodnotu f na

G U 0G. Pokud f nabyvd M nékde na G, pak je to konstantni
funkce.
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Jednoznacnost fesent DDU

Véta (Zobecnény princip minima/maxima)

Necht je G omezend oblast a funkce f: G UJdG — R md diskrétni
vlastnost stredni hodnoty. Oznacme jako M nejvétsi hodnotu f na
G U 0G. Pokud f nabyvd M nékde na G, pak je to konstantni
funkce.

Dadkaz

Stejnou Uvahou jako plvodnt princip minima/maxima.

Diikaz jednoznacnosti fesent DDU

Pokud existuji dvé rtiznd feeni DDU, vezmeme jejich rozdil, coz
je funkce nulova na 090G, kterd nabyva svého (nenulového) minima
nebo maxima v bodé G. Z principu minima/maxima plyne, Ze jde o
funkci konstantnt nenulovou, coz je spor s nulovosti na hranici.




Na prochazku nahodnou znovu s plnou paradou

Obrézek : Quantum Cloud v Londgné



Dirichlet (Johann Peter Gustav Lejeune) pristizen

na nahodné prochazce

Nahodna prochazka

Uvazujme nahodnou prochazku na ctvercich celociselné miizky.
Ze Ctverce (i, j) mizete (se stejnou pravdépodobnosti) prejit na
néjaky ze sousedicich ctvercl

(=17, (i+1,)), (i,j—1)nebo (i, j+1).
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Reéime DDU a chceme nalézt hodnotu f(P) v bodé P € G.
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Dirichlet pristizen na nahodné prochazce

Reéime DDU a chceme nalézt hodnotu f(P) v bodé P € G.

Uvazujme nadhodnou prochdzku z bodu P, kterou ukoncime,
jakmile narazime na hranict dG, kde jsou hodnoty
predepsané.

Zobrazeni, které bodu P priradi hodnotu pole na hranici, kde
nahodna prochazka konci, je nahodnou velicinou.

Definujme f(P) stfedni hodnotou této ndhodné veliciny.

Z bodu P miize prochdzka pokracovat s pravdépodobnostt
1/4 na jedno ze ¢tyr poli P_, Py, P~, P*. Z téchto poli
prochazka pokracuje, jako by v nich zacala. Proto

F(P) = % (F(P_) + f(Py) + f(P7) + f(P)) .

a f ma tedy diskrétni vlastnost stfedni hodnoty.




Dirichlet pristizen na ndhodné prochazce

Obrézek : Ukézka ndhodné prochézky z P = A do Z : ABCDADABEZ.
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ResSen( ulohy za miizemi

Problém mrizky

Na polich celociselné mrizky v roviné je definovdna funkce f s
hodnotami v (0, 1), pficemz hodnota f(i, j) je primérem hodnot na
Ctyrech sousednich polich. Dokazte, ze pak je f konstantni.
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Oznac¢me F mnozinu vSech funkct s pozadovanou vlastnosti.
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ResSen( ulohy za miizemi

Oznac¢me F mnozinu vSech funkct s pozadovanou vlastnosti.

Definujme
a = sup (f(1,0) — £(0,0)).
feF
Protoze s kazdou funkci f € F patii do F také jeji rotace 90
stupit a posunuti o libovolny vektor (i, j), je ve skutecnosti o
supremem vsech hodnot f(P) — f(P’), kde P, P’ jsou sousedici
pole a f € F.

Nasim cilem je ukazat, Zze a = 0. Tim bude uloha vyresena.
/ definice suprema existuje posloupnost f, € F, ze

mmm—mmm>a—%



ResSen( ulohy za miizemi

Polt (i, j) je v roviné spocetné mnoho, proto je mizeme
sefadit do posloupnosti a postupné z (f,), vybirat
podposloupnosti, aby (f, (i, j))x konvergovalo. To je mozné
diky kompaktnosti oboru hodnot (0, 1).
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diky kompaktnosti oboru hodnot (0, 1).

Nakonec pouzijeme diagonalni argument a ziskame
podposloupnost (f,, )« konvergujict pro kazdé (i, j).



ResSen( ulohy za miizemi

Polt (i, j) je v roviné spocetné mnoho, proto je mizeme
sefadit do posloupnosti a postupné z (f,), vybirat
podposloupnosti, aby (f, (i, j))x konvergovalo. To je mozné
diky kompaktnosti oboru hodnot (0, 1).

Nakonec pouzijeme diagonalni argument a ziskame
podposloupnost (f,, )« konvergujict pro kazdé (i, j).

Bl Definujeme

(i, j) = lim £, (i, )
k—o0

a nahlédneme, ze plati f € F a a = f(1,0) — (0, 0).



ResSen( ulohy za miizemi

Definujeme-li g(i, j) = f(i + 1, j) — f(i, j), pak ziejmé
g(0,0)=aag(ij) <a Také g € F.
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Definujeme-li g(i, j) = f(i + 1, j) — f(i, j), pak ziejmé
g(0,0)=aag(ij) <a Také g € F.

Z principu maxima plyne, ze g = a. Specialné

a=g(i,0) = f(i +1,0)— £(i,0) pro kazdé i.
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Definujeme-li g(i, j) = f(i + 1, j) — f(i, j), pak ziejmé
g(0,0)=aag(ij) <a Také g € F.

Z principu maxima plyne, ze g = a. Specialné
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f(m,0) — £(0,0) = ma.



ResSen( ulohy za miizemi

Definujeme-li g(i, j) = f(i + 1, j) — f(i, j), pak ziejmé
g(0,0)=aag(ij) <a Také g € F.

Z principu maxima plyne, ze g = a. Specialné
a=¢g(i,0)=1f(i+1,0)—£(i,0) pro kazdé i.

Predchozi rovnosti se¢teme pro i =0,1,...,m—1 a
dostaneme
f(m,0) — £(0,0) = ma.

Protoze f(m,0), f(0,0) € (0, 1), musi bgt nutné a = 0.



Co kdyz mrize zabednime, vsechny skviry utésnime?




Co kdyz mrize zabednime, vsechny Skviry utésnime?

Spojity problém
Necht je f omezena spojita funkce v roviné s vlastnosti, ze pro
kazdou kruznici k se stredem v bodé s a s polomérem 1 plati

f(s) = %ﬁ/{f(x) ds.

Pak je f konstantni funkce.




Pro nastin reseni zabloudime za trojdhelntk




Definic chcem znat vic

Necht V je v dalsim prabéhu prednadsky realny vektorovy prostor.

Definice (Konvexni mnoZzina)

Mnozina K C V je konvexni, pokud s kazdgmi dvéma body
x,y € K lezi v K také usecka xy. Formalnéji: Pro kazdé x,y € K
aAe (0,1) plati Ax + (1 = A)y € K.




Definic chcem znat vic

Necht V je v dalsim prabéhu prednadsky realny vektorovy prostor.

Definice (Konvexni mnoZzina)

MnoZina K C V je konvexni, pokud s kazdgmi dvéma body
x,y € K lezi v K také usecka xy. Formalnéji: Pro kazdé x,y € K
aAe (0,1 platt Ax + (1 = A)y € K.




A jesté vic

Definice (Konvexni obal)

Konvexnim obalem mnoziny A C V se myslt nejmensi konvexnt
nadmnoZina A, neboli priinik vSech konvexnich nadmnozin A,
neboli

convA = {Z Aixj; kdex; € A A >0, Z)‘f =1}

j=1 j=1




A jesté vic
Definice (Konvexni obal)

Konvexnim obalem mnoziny A C V' se mysli nejmenst konvexnt

nadmnoZzina A, neboli priinik vsech konvexnich nadmnozin A,
neboli

convvA={) A kdex; €A% >0, A =1}

j=1 j=1

A



A jesté vic

Definice (Konvexnt obal)

Konvexnim obalem mnoziny A C V' se mysli nejmenst konvexnt
nadmnozina A, neboli prunik vSech konvexnich nadmnozin A,
neboli

convA = {Z Aixj; kdex; € A A >0, Z)‘f =1}

j=1 j=1

Otazka

Je konvexni obal uzaviené mnoziny vzdy uzaviena mnozina?




Dalst definice? Kdo je vice!

Definice (Extremalni body)

Bod z € K C V nazveme extremalnim bodem K, pokud nent
vnitinim bodem zadné usecky obsazené v K. Formalnéji: Plati-li
pro néjaké x,y € K, A € (0,1) rovnost z = Ax + (1 — A)y, pak

X =y.

MnoZinu extremalnich bodd K znacime ext K.




Dalst definice? Kdo je vice!

Definice (Extremalnt body)

Bod z € K C V nazveme extremalnim bodem K, pokud nent
vnitfnim bodem zadné Usecky obsazené v K. Formalnéji: Plati-li
pro néjaké x,y € K, A € (0,1) rovhost z = Ax + (1 — A)y, pak

X =y.

Mnozinu extremalnich bodd K znacime ext K.

Pozorovant
Vnitint body nejsou nikdy extremalnt.

Body na hranict mohou byt extremalnt.
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Definice (Extremalni body)

Bod z € K C V nazveme extremalnim bodem K, pokud nent
vnitfnim bodem zadné usecky obsazené v K. Formalnéji: Plati-li
pro néjaké x,y € K, A € (0,1) rovhost z = Ax + (1 — A)y, pak

X =y.

Mnozinu extremalnich bodd K znacdime ext K.

Urcete extremalnt body mnozin:




Dalst definice? Kdo je vice!

Definice (Extremalni body)

Bod z € K C V nazveme extremalnim bodem K, pokud nent
vnitinim bodem zadné Usecky obsazené v K. Formalnéji: Plati-Li
pro néjaké x,y € K, A € (0,1) rovhost z = Ax + (1 — A)y, pak

X =y.

Mnozinu extremalnich bodd K znacdime ext K.

Otazky

Ma kazda neprazdna kompaktnt konvexni mnozina v R”
aspon jeden extremalni( bod?

Je mnozina extremalnich bod( uzaviené konvexni mnoziny v
roviné vzdy uzaviend?




/namosti v kone¢né dimenzi

Véta (Minkowského véta)

Kazdy bod kompaktni konvexni mnoziny K C R" je konvexni
kombinaci extremdlnich bodd K, tj.

conv(ext K) = K.




/namosti v kone¢né dimenzi

Véta (Minkowského véta)

Kazdy bod kompaktni konvexni mnoziny K C R" je konvexni
kombinaci extremdlnich bodd K, tj.

conv(ext K) = K.

Véta (Carathéodoryho véta)

KazZdy bod kompaktni konvexni mnoZiny K C R" je konvexni
kombinaci nejvgse n + 1 afinné nezdvislych extremdlnich bodd K.

v




Nekonec¢na dimenze

Otazky
Urcete ext K, pokud:

K je mnozina vSech posloupnosti (a,), takovych, Ze

>, laa < 1.
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Otazky
Urcete ext K, pokud:

K je mnozina vSech posloupnosti (a,), takovych, Ze

Zn |Cll7| S 1

K je mnozina vSech posloupnosti s hodnotami mezi —1 a 1.
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Otazky
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K je mnozina vSech posloupnosti (a,), takovych, Ze

Zn |Cl,~,| S 1

K je mnozina vSech posloupnosti s hodnotami mezi —1 a 1.

K je mnozina vSech spojitych funkct s hodnotami mezi —1 a 1.
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Nekonec¢na dimenze

Otazky
Urcete ext K, pokud:

K je mnozina vSech posloupnosti (a,), takovych, Ze

Zn |Cl,~,| S 1

K je mnozina vSech posloupnosti s hodnotami mezi —1 a 1.

K je mnozina vSech spojitych funkct s hodnotami mezi —1 a 1.

v

Véta (Kreinova-Milmanova véta)

Pro kazdou kompaktni konvexni mnozinu K C V plati

conv(ext K) = K.




Navrat za mrize

Problém mrizky

Na polich celociselné mrizky v roviné je definovdna funkce f s
hodnotami v (0, 1), pficemz hodnota f(i, j) je primérem hodnot na
Ctyrech sousednich polich. Dokazte, ze pak je f konstantni.




Jing dikaz

Oznacme F mnozinu viech takovych funkci (v normovaném
vektorovém prostoru se supremovou normou).
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Oznacme F mnozinu viech takovych funkci (v normovaném
vektorovém prostoru se supremovou normou).

Mnozina F je ziejmé konvexni.

Nent tézké ukazat, ze je také kompaktni (to jsme prakticky
jiz udélali vyuzitim diagondlntho argumentu!).




Jing dakaz

Oznacme F mnozinu viech takovych funkci (v normovaném
vektorovém prostoru se supremovou normou).

MnoZina F je zfejmé konvexni.

Nent tézké ukazat, ze je také kompaktni (to jsme prakticky
jiz udélali vyuzitim diagondlntho argumentu!).

Predpokldddjme, ze f je extremaln{ bod F. Oznac¢me T
posunutt o (0,1) a S posunutt o (1,0). Pak mame
1 1 1 1
f=_—Tf+-T'"f+_-Sf+-S7'f,
4 4 4 4
takze z definice extremalntho bodu plyne f = Tf = Sf, a
proto je f konstantni funkce.




Jing dakaz

Oznacme F mnozinu viech takovych funkci (v normovaném
vektorovém prostoru se supremovou normou).

MnoZina F je zfejmé konvexni.

Nent tézké ukazat, ze je také kompaktni (to jsme prakticky
jiz udélali vyuzitim diagondlntho argumentu!).

Predpokldddjme, ze f je extremaln{ bod F. Oznac¢me T
posunutt o (0,1) a S posunutt o (1,0). Pak mame
1 1 1 1
f=_—Tf+-T'"f+_-Sf+-S7'f,
4 4 4 4
takze z definice extremalntho bodu plyne f = Tf = Sf, a
proto je f konstantni funkce.

Protoze extF tvori konstantnt funkce, plyne z K-M véty
plyne, ze v F nic jiného nez konstantni funkce nent!




Uloha

Obdobné muzete dokdzat i zminénou spojitou verzi tlohy.
Pokuste se o to!




Nezazvonil zvonec, ale tloh uz je konec!




Dékuji za pozornost!




