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Slibena matematicka hymna!

/ATEMATIK\

Trust | seek and I find in you

Everyday for us something new

Open mind for a different view

And
NOTHING ELSE MATTERS
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Maratonci a maratonkyné, béhejte rychle a beztétivné

Sportovnt okénko

Dne 16. listopadu 2013 ubéhla Molly Huddlova trat 12 km v case
37:49, coz je svétovy rekord pro tuto (nestandardni) vzdalenost.
Svétovy rekord Mary Keitanyové na palmaraton, trat 21.1 km,
tehdy ¢inil 65:50.
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Maratonci a maratonkyné, béhejte rychle a beztétivné

Sportovnt okénko

Dne 16. listopadu 2013 ubéhla Molly Huddlova trat 12 km v case
37:49, coz je svétovy rekord pro tuto (nestandardni) vzdalenost.
Svétovy rekord Mary Keitanyové na pulmaraton, trat 21.1 km,
tehdy ¢inil 65:50.

m Primérné tempo Mary Keitanyové bylo 3:07 min/km.

m Prdmérné tempo Molly Huddlové bylo 3:09 min/km.

Otazka

Musela Mary Keitanyova béhem svého rekordntho zavodu
ubéhnout néjakych souvislgch 12 km rychleji nez Molly
Huddlova?



Uloha ze shirky rekreacné matematickych uloh

4 Fifty Miles an Hour

A train goes 500 miles along a straight track, without stopping,
completing the trip with an average speed of exactly 50 miles per hour.
It travels, however, at different speeds along the way. It seems plausible
that nowhere along the 500 miles of track is there a segment of 50
miles that the train traverses in precisely one hour.

Prove that this is not the case.



J.D. Memory ma problém

Kinematics Problem for Joggers

J. D, MEMORY

School of Physical and Mathematical Sciences
Nortk Carolina Stale University

Raleigh, North Carolina 27607

(Received 3 April 1973; revised 18 May 1973)

T am a confirmed jogger, and while I was on the
track one day, the following question occurred
to me: If one runs a distance greater than a mile,
not necessarily at a constant rate, but averaging,
say, eight minutes to the mile, for what distances,
if any, can he be sure that he ran at least one
confinuous mile in eight minutes or less? In other
words, for a given distance = run in 8z minutes,
can one construet a way to run it so that there is
no eontinuous one mile segment run in eight
minutes or less? The rather surprising answer is

“yes,” except when the distance run is an integral
number of miles. Proving this turns out to be a
stimulating exercise in kinematies for undergradu-
ates, and one whiech admits an instruetive and
fairly elegant solution.

For the case of two miles in sixteen minutes the
answer is obvious: Either the first mile or the
second mile must have been run in eight minutes
or less. The ease of 1} miles in twelve minutes is
slightly trickier and gives a different answer. If
one considers the course divided into three half-
mile intervals, then the first and last half miles
could be run in three minutes each, with six
minutes left for the central half. Any continuous
one-mile segment will include the ecentral half
mile and a total of a half mile from the segments
run at the faster rate, so the mile time will be
nine minutes.

In general, if any integral number of miles n is
run in Sn minutes, then the jogger must have
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Maratonci a maratonkyné, béhejte rychle a beztétivné

21.1km+

12km + -
9.1km + -

27:00 3850 6550
Pokud by Keitanova bézela prvnich a poslednich 9.1 km za 27:00
a zbytek za 11:50, pak by byl celkovy zavodni c¢as

2 x27:00+411:50 = 65:50.

Kazdy 12km podinterval vS8ak zabéhla za 27:00 4 11:50 = 38:50.
A to je horsi ¢as nez rekordni vysledek Molly Huddlove.
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4 Fifty Miles an Hour

Divide the 500-mile track into 10 segments of 50 miles each. If any
segment is traversed in one hour, the problem is solved, and so it must
be assumed that traversing each segment takes either less than an hour
or more than an hour. It then follows that somewhere along the track
there will be at least one pair of adjacent segments, one (call it A)
traversed in less than an hour and the other (call it B) traversed in more
than an hour.

Imagine an enormous measuring rod 50 miles long that is placed
over segment A, In your mind slide the rod slowly in the direction of
segment B until it coincides with B. As you slide the rod the average time
taken by the train to go the 50 miles covered by the rod varies continu-
ously from less than an hour (for A) to more than an hour (for B).
Therefore there must be at least one position where the rod covers a 50-
mile length of track that was traversed by the mrain in exactly one hour.

For a more technical analysis of the problem, in terms of a jogger
who averages a mile in eight minutes and runs an integral number of
miles, see “Comments on ‘Kinematics Problem for Joggers,’ by R. P.
Boas, in the American Journal of Physics (Vol. 42, page 695, August
1974).



Uloha ze shirky rekreacné matematickych uloh

Neformalni odvozent




Uloha ze shirky rekreacné matematickych uloh

Neformalni odvozent

Rozdélme celou trat na 10 dsekd po 50 milich.




Uloha ze shirky rekreacné matematickych uloh

Neformalni{ odvozent
Rozdélme celou trat na 10 dsekd po 50 milich.

Pokud ujel néjaky usek za hodinu, je problém vyresen.




Uloha ze shirky rekreacné matematickych uloh

Neformalni odvozent
Rozdélme celou trat na 10 dsekd po 50 milich.
Pokud ujel néjaky usek za hodinu, je problém vyresen.

Pokud ne, musel nékteré ujet za ¢asovy interval delsi a jiné
za interval kratsi jedné hodiny.




Uloha ze shirky rekreacné matematickych uloh

Neformalni odvozent
Rozdélme celou trat na 10 dsekd po 50 milich.
Pokud ujel néjaky usek za hodinu, je problém vyresen.

Pokud ne, musel nékteré ujet za ¢asovy interval delsi a jiné
za interval kratsi jedné hodiny.

Existuje tedy nejméné jedna dvojice sousedicich usek, kde
jeden je pomalejsi (Usek A) a druhy rychlejsi hodiny (B).




Uloha ze shirky rekreacné matematickych uloh

Neformalni odvozent
Rozdélme celou trat na 10 dsekd po 50 milich.
Pokud ujel néjaky usek za hodinu, je problém vyresen.

Pokud ne, musel nékteré ujet za ¢asovy interval delsi a jiné
za interval kratsi jedné hodiny.

Existuje tedy nejméné jedna dvojice sousedicich usek, kde
jeden je pomalejsi (Usek A) a druhy rychlejsi hodiny (B).

Predstavte si ty¢ dlouhou 50 mil, kterd pokrgva A a
posouvame ji do useku B.




Uloha ze shirky rekreacné matematickych uloh

Neformalni odvozent

Rozdélme celou trat na 10 dsekd po 50 milich.

Pokud ujel néjaky usek za hodinu, je problém vyresen.

Pokud ne, musel nékteré ujet za ¢asovy interval delsi a jiné
za interval kratsi jedné hodiny.

Existuje tedy nejméné jedna dvojice sousedicich usek, kde
jeden je pomalejsi (Usek A) a druhy rychlejsi hodiny (B).

Predstavte si tyc¢ dlouhou 50 mil, ktera pokrgva A a
posouvame ji do useku B.

V pocatecnl pozici je doba projett Useku pokrytého tyct mensi
nez 1 h a v koncové je vétsi.




Uloha ze shirky rekreacné matematickych uloh

Neformalni odvozent
Rozdélme celou trat na 10 dsekd po 50 milich.
Pokud ujel néjaky usek za hodinu, je problém vyresen.

Pokud ne, musel nékteré ujet za ¢asovy interval delsi a jiné
za interval kratsi jedné hodiny.

Existuje tedy nejméné jedna dvojice sousedicich usek, kde
jeden je pomalejsi (Usek A) a druhy rychlejsi hodiny (B).
Predstavte si tyc¢ dlouhou 50 mil, ktera pokrgva A a
posouvame ji do useku B.

V pocatecnl pozici je doba projett Useku pokrytého tyct mensi
nez 1 h a v koncové je vétsi.

Doba projeti iseku uréeného tyci se mént spojité, a proto je
v néjakém bodé rovna pravé jedné hodiné.
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Snazsi otdzka A

Plynule se pohybujici bézec mél v bodé a okamzitou rychlost v,
a v bodé b okamzitou rychlost v,. Necht v je ¢islo mezi v, a vp.
Musel bézec nékde mezi a a b dosdhnout okamzité rychlosti v?

Véta (O nabgvant mezihodnot)

Spojitd funkce f definovand na intervalu (a, b) nabyvad vsech
hodnot mezi f(a) a f(b).
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Cesta k matematické formulaci problému

Snazsi otdzka B
Bézec zabéhl svou trat priimérnou rychnostt v. Existuje na trati
bod, v némz by také bézcova okamzita rychlost méla hodnotu v?

Véta (O stredni hodnoté)

Ma-li funkce f spojitd na intervalu {(a, b) na intervalu (a, b) také
derivaci, pak existuje bod c € (a, b), Ze

f(b) — f(a)

b—a

f'(c) =
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Nase otazka

Necht je f spojita funkce definovana na intervalu délky L a

0 < [ < L. Existuje pak podinterval délky [, na némz je priimérna
rychlost zmény f stejnd jako na celém intervalu?
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Matematicka reformulace problému

Definice
Tétivou spojité funkce f nazveme Usecku, jejiz oba jeji krajni body
lezl na grafu f.

Véta (VSeobecna tétivova véta)

Existuje-li vodorovnd tétiva spojité funkce f, kterd ma délku L,
pak existuji vodorovné tétivy f o délkdach L/n pro vsechna
prirozend n. Pokud vsak n neni prirozené, vodorovnd tétiva f o
délce L/n existovat nemust.

Jingmi slovy: Necht je f spojitd funkce na (a, b), f(a) = f(b) a

b —a = L. Pak pro n > 1 prfirozené existuje alespori jedno

x € (a,b), ze f(x + L/n) = f(x). Naopak pro n > 1, které neni
prirozengym &islem existuje spojitd funkce f na (a, b) a x € (a, b),
Ze f(x + L/n) # f(x).



O historii véty

m Kladnou ¢ast véty dokazal roku 1806 André-Marie Ampére.




O historii véty

m Kladnou ¢ast véty dokazal roku 1806 André-Marie Ampére.

m Obé tvrzeni véty dokazal jako Universal Chord Theorem
roku 1934 francouzsky matematik Paul Pierre Lévy.




O historii véty

m Kladnou ¢ast véty dokazal roku 1806 André-Marie Ampeére.
m Obé tvrzent véty dokdzal jako Universal Chord Theorem
roku 1934 francouzsky matematik Paul Pierre Lévy.

m Véta si nenasla cestu do klasick(ch ucebnic a byla
opakované ,znovuobjevena®“.




O historii véty

m Kladnou ¢ast véty dokazal roku 1806 André-Marie Ampére.

m Obé tvrzent véty dokdzal jako Universal Chord Theorem
roku 1934 francouzsky matematik Paul Pierre Lévy.

m Véta si nenasla cestu do klasick(ch ucebnic a byla
opakované ,znovuobjevena®“.

m Existuje rada aplikacl a zobecnént véty.
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Véta

Necht je f spojitd funkce na {a, b), f(a) =f(b)=0a b —a = L
Pokud graf f neprotind osu x, pak pro kazdé 0 < | < L existuje
alespori jedno x € (a, b), Ze f(x + ) = f(x).

Dakaz

Bez Gjmy na obecnosti mGizeme predpokladat, ze f >0
(jinak bychom pracovali s funkct —f).

Pro x € (a, b — l) definujeme funkci h(x) = f(x + [) — f(x).

Platl h(a) =f(a+ 1) >0a h(b—-1l)=—f(b—-1) <O0.

Neni-li zddna z hodnot vise nulovad, existuje podle Véty o

nabgvani mezihodnot x € (a, b — [), kde h(x) = 0. V takovém
bodé pak f(x + ) = f(x).
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Necht f je spojitd periodicka funkce s periodou L a [ > 0 je
libovolné. Chceme ukazat, ze pro néjak c platt f(c) = f(c + [).

Najdeme body x,,, xps € (0, L), ve ktergch f nabgva svch
extrémd. Tj. f(x,) = min,go,) f(x) = ming f(x) a
f(xm) = maxyeo,0) f(x) = maxg f(x).

Uvazme pomocnou funkci g(x) = f(x + [) — f(x). Ukadzeme, ze
g ma alespon dva nulové body v (0, L).

Funkce g je spojitd a L-periodicka.

Platt g(x,) > 0 > g(xuv). Z Véty o nabgvani mezihodnot
plyne existence nulového bodu g v (0, L).

,rL : , ,
Plati [, g(x) dx = 0. Funkce g je tedy bud konstantni 0, nebo
ma kladné i zaporné hodnoty.

Platt g(0) = g(L). Je-li tato hodnota nulova, je diikaz hotov.
Neni-li, musi mit g v (0, L) alespori dva nulové body, ma-li
tam jeden a nabyva-li kladnych i zaporngch hodnot.




Dasledek

Tvrzent

Spojita funkce f s vodorovnou tétivou délky 1 ma bud vodorovnou
tétivu délky a nebo dvé rdzné vodorovné tétivy délky 1 — a (kde
0<ac<).




Tvrzent

Spojita funkce f s vodorovnou tétivou délky 1 ma bud vodorovnou
tétivu délky a nebo dvé rizné vodorovné tétivy délky 1 — a (kde
0<ac<).

Dakaz

BUNO f(0) = f(1). Uvazme 1-periodickou funkci g, kterd
vznikne jako opakovant f.




Tvrzent

Spojita funkce f s vodorovnou tétivou délky 1 ma bud vodorovnou
tétivu délky a nebo dvé rizné vodorovné tétivy délky 1 — a (kde
0<ac<).

Dakaz

BUNO f(0) = f(1). Uvazme 1-periodickou funkci g, kterd
vznikne jako opakovant f.

Funkce g ma jisté dvé r(izné vodorovné tétivy délky a s
levymi krajnimi body v (0, 1) (viz dfive).




Tvrzent

Spojita funkce f s vodorovnou tétivou délky 1 ma bud vodorovnou
tétivu délky a nebo dvé rizné vodorovné tétivy délky 1 — a (kde
0<ac<).

Dakaz

BUNO f(0) = f(1). Uvazme 1-periodickou funkci g, kterd
vznikne jako opakovant f.

Funkce g ma jisté dvé r(izné vodorovné tétivy délky a s
levymi krajnimi body v (0, 1) (viz dfive).

Vodorovna tétiva g zacinajicl v x je také tétivou f, pokud je
x+a<1.




Tvrzent
Spojita funkce f s vodorovnou tétivou délky 1 ma bud vodorovnou

tétivu délky a nebo dvé rizné vodorovné tétivy délky 1 — a (kde
0<ac<).

Dakaz

BUNO f(0) = f(1). Uvazme 1-periodickou funkci g, kterd
vznikne jako opakovant f.

Funkce g ma jisté dvé r(izné vodorovné tétivy délky a s
levymi krajnimi body v (0, 1) (viz dfive).

Vodorovna tétiva g zacinajicl v x je také tétivou f, pokud je
x+a<1.

Pokud pro obé& tétivy g plati x+a > 1, pak 0 < x+a—1 < 1,
fix+a—1)=gx+a—1)=g(x+ a) = g(x) = f(x).




Tvrzent

Spojita funkce f s vodorovnou tétivou délky 1 ma bud vodorovnou
tétivu délky a nebo dvé rizné vodorovné tétivy délky 1 — a (kde
0<ac<).

Dakaz

BUNO f(0) = f(1). Uvazme 1-periodickou funkci g, kterd
vznikne jako opakovant f.

Funkce g ma jisté dvé r(izné vodorovné tétivy délky a s
levymi krajnimi body v (0, 1) (viz dfive).

Vodorovna tétiva g zacinajicl v x je také tétivou f, pokud je
x+a<1.

Pokud pro obé& tétivy g plati x+a > 1, pak 0 < x+a—1 < 1,
fix+a—1)=gx+a—1)=g(x+ a) = g(x) = f(x).

Funkce f ma tedy dvé rtzné vodorovné tétivy délky 1 — a
(mezi x +a —1 a x).




Uloha pro laskavé posluchace

Spojita periodicka funkce ma (ne nutné vodorovnou) tétivu
libovolné délky, jejiz stfed navic lezi na grafu funkce. Tj. pro
kazdou [ > 0 existuje x, ze f(x + a) — f(x) = f(x) — f(x — a).




Diikaz vSeobecné tétivové véty




Dakaz kladné ¢asti VIV

Tvrzent

Necht f je spojitd funkce na (a, b), f(a) = f(b) a b—a = L. Pro

n > 1 prirozené potom existuje alespon jedno x € (a, b) takové,
ze f(x + L/n) = f(x).




Dakaz kladné ¢asti VIV

Tvrzent

Necht f je spojitd funkce na (a, b), f(a) = f(b)a b—a = L. Pro
n > 1 prirozené potom existuje alespoi jedno x € (a, b) takové,
ze f(x + L/n) = f(x).

Dikaz
Bez ujmy na obecnosti uvazujme a =0, b =1 (tedy L = 1).

Necht n > 1 je pfirozené &slo.




Dakaz kladné ¢asti VIV

Tvrzent

Necht f je spojitd funkce na (a, b), f(a) = f(b)a b—a = L. Pro
n > 1 prirozené potom existuje alespoi jedno x € (a, b) takové,
ze f(x + L/n) = f(x).

Dikaz
Bez ujmy na obecnosti uvazujme a =0, b =1 (tedy L = 1).

Necht n > 1 je pfirozené &slo.

Predpokladejme, ze f nema vodorovnou tétivou délky 1/n.




Dakaz kladné ¢asti VIV

Tvrzent

Necht f je spojitd funkce na (a, b), f(a) = f(b)a b—a = L. Pro
n > 1 prirozené potom existuje alespoi jedno x € (a, b) takové,
ze f(x + L/n) = f(x).

Dikaz
Bez ujmy na obecnosti uvazujme a =0, b =1 (tedy L = 1).

Necht n > 1 je pfirozené &slo.
Predpokladejme, ze f nema vodorovnou tétivou délky 1/n.
Uvazme funkci g(x) = f(x +1/n) — f(x), kde 0 < x <1 —1/n.




Dakaz kladné ¢asti VIV

Tvrzent

Necht f je spojitd funkce na (a, b), f(a) = f(b)a b—a = L. Pro
n > 1 prirozené potom existuje alespoi jedno x € (a, b) takové,
ze f(x + L/n) = f(x).

Dikaz
Bez ujmy na obecnosti uvazujme a =0, b =1 (tedy L = 1).

Necht n > 1 je pfirozené &slo.
Predpokladejme, ze f nema vodorovnou tétivou délky 1/n.
Uvazme funkci g(x) = f(x +1/n) — f(x), kde 0 < x <1 —1/n.

Podle predpokladu nent f(x + 1/n) nikdy rovno f(x), takze g
je nenulova funkce na (0,1 —1/n).




Dakaz kladné ¢asti VIV

Tvrzent

Necht f je spojitd funkce na (a, b), f(a) = f(b)a b—a = L. Pro
n > 1 prirozené potom existuje alespoi jedno x € (a, b) takové,
ze f(x + L/n) = f(x).

Dikaz
Bez ujmy na obecnosti uvazujme a =0, b =1 (tedy L = 1).

Necht n > 1 je pfirozené &slo.

Predpokladejme, ze f nema vodorovnou tétivou délky 1/n.

Uvazme funkci g(x) = f(x +1/n) — f(x), kde 0 < x <1 —1/n.

Podle predpokladu nent f(x + 1/n) nikdy rovno f(x), takze g
je nenulova funkce na (0,1 —1/n).

Spojitd funkce g neméni na svém definicnim oboru znaménko.
BUNO g > 0.

'



Ddkaz

Specialné pro g plati
g(1—1/n) >0,
g(1—2/n) >0,

g(1 — nfn) = g(0) > 0.




Ddkaz

Specialné pro g plati
g(1—1/n) >0,
g(1—2/n) >0,

g(1—n/n) = g(O)'> 0.
Coz je v intencich funkce f
f(1)—f(1—=1/n)>0,
f(1—1/n)—f(1—2/n) >0,

f(1—1/n)— F(1 — n/n) > 0.




Ddkaz

Specialné pro g plati
g(1—1/n) >0,
g(1—2/n) >0,

g(1 — nfn) = g(0) > 0.
Coz je v intencich funkce f
f(1)—f(1—=1/n) >0,
f(1—1/n)—f(1—2/n) >0,

f(1—1/n)— F(1 — n/n) > 0.
Po sectent obdrzime f(1) — f(0) > 0, coz je spor s f(0) = f(1).




Ddkaz

Specialné pro g plati
g(1—1/n) >0,
g(1—2/n) >0,

g(1 — nfn) = g(0) > 0.
Coz je v intencich funkce f
f(1)—f(1—=1/n) >0,
f(1—1/n)—f(1—2/n) >0,

f(1—1/n)— F(1 — n/n) > 0.
Po sectent obdrzime f(1) — f(0) > 0, coz je spor s f(0) = f(1).
Z toho plyne, Ze existuje x, ze f(x + 1/n) — f(x) = 0.




Dtkaz zdporné casti VIV

Tvrzent

Necht f je spojita funkce na (a, b), f(a) =f(b)ab—a = L.
Pokud je [ # L/n pro vSechna n € N, pak nemust existovat
x € (a, b) takové, ze f(x + [) = f(x).




Tvrzent

Necht f je spojitd funkce na (a, b), f(a) = f(b)a b—a = L.
Pokud je [ # L/n pro vSechna n € N, pak nemust existovat
x € (a, b) takové, ze f(x + [) = f(x).

Ddkaz

Bez djmy na obecnosti uvazujme a =0, b =1 (tedy L = 1). Pro
dané [ € (0,1)\ {1/n; n > 2} zkonstruujeme f, kterd nema
vodorovnou tétivu délky L.




Tvrzent

Necht f je spojitd funkce na (a, b), f(a) = f(b)a b—a = L.
Pokud je [ # L/n pro vSechna n € N, pak nemust existovat
x € (a, b) takové, ze f(x + [) = f(x).

Ddkaz

Bez djmy na obecnosti uvazujme a =0, b =1 (tedy L = 1). Pro
dané [ € (0,1)\ {1/n; n > 2} zkonstruujeme f, kterd nema
vodorovnou tétivu délky L.

il Definuj
e f(x) = sin’(7x/l) — x sin?(s/1).




Tvrzent

Necht f je spojitd funkce na (a, b), f(a) = f(b)a b—a = L.
Pokud je [ # L/n pro vSechna n € N, pak nemust existovat
x € (a, b) takové, ze f(x + [) = f(x).

Ddkaz

Bez djmy na obecnosti uvazujme a =0, b =1 (tedy L = 1). Pro
dané [ € (0,1)\ {1/n; n > 2} zkonstruujeme f, kterd nema
vodorovnou tétivu délky L.

il Definuj
e f(x) = sin’(7x/l) — x sin?(s/1).

Pak f(0) = f(1) = 0.




Dukaz
Bez Gjmy na obecnosti uvazujme a =0, b =1 (tedy L = 1). Pro

dané [ € (0,1)\ {1/n; n > 2} zkonstruujeme f, kterd nema

vodorovnou tétivu délky L.
Definuieme ) _ qin2(ex/l) — x sin?( /).
Pak f(0) = f(1) = 0.
Pokud ma f vodorovnou tétivu délky [, pak existuje ¢ € (0,1),
ze f(c) =f(c+ 1), tj
sin’(stc/l) — csin®(n/l) = sin’(7t(c + 1)/1) — (c + ) sin?(s/1).




Dukaz
Bez Gjmy na obecnosti uvazujme a =0, b =1 (tedy L = 1). Pro

dané [ € (0,1)\ {1/n; n > 2} zkonstruujeme f, kterd nema

vodorovnou tétivu délky L.

@l Definuj
l Definujeme f(x) = sin’(zix/l) — x sin®(7t/l).

Pak f(0) = f(1) = 0.
Pokud ma f vodorovnou tétivu délky [, pak existuje ¢ € (0,1),
ze f(c) = f(c + 1), tj.
sin’(stc/l) — csin®(n/l) = sin’(7t(c + 1)/1) — (c + ) sin?(s/1).
Po tipravé [sin’(s/l) = 0, neboli 77/l = nx pro néjaké n € N.
Tedy [ =1/n a to je spor s volbou [.




Aplikace a zobecnéni VTV




Aplikace 1

Uzaviena rovinna krivka, kterd se otoct n-krat kolem urcitého
bodu, se musi nejméné (n — 1)-krat sama protnout.




Aplikace 1

Uzaviend rovinna krivka, kterd se otoc¢i n-krat kolem urcitého
bodu, se musi nejméné (n — 1)-krat sama protnout.

Dakaz
Tentokrat bez dukazu.




Aplikace 2
Je-li f spojité funkce a f(x + y) = g(f(x), y) pro vSechna x, y, pak
je f bud ryze monoténni, nebo konstantnt funkce.




Aplikace 2
Je-li f spojité funkce a f(x + y) = g(f(x), y) pro vSechna x, y, pak
je f bud ryze monoténni, nebo konstantni funkce.

Dakaz

Pokud f nent ryze monoténni, pak existuji c a [ > 0, ze
flc+ 1) = f(c).




Aplikace 2
Je-li f spojité funkce a f(x + y) = g(f(x), y) pro vSechna x, y, pak
je f bud ryze monoténni, nebo konstantni funkce.

Ddkaz
Pokud f nent ryze monoténni, pak existuji c a [ > 0, ze
flc+ 1) = f(c).
Pak pro vSechna x plati
fix+ ) =f((c+)+(x—0))=g(flc+1),x—c)
=g(f(c),x—c) =f(c+ (x —¢)) = f(x).




Aplikace 2
Je-li f spojité funkce a f(x + y) = g(f(x), y) pro vSechna x, y, pak
je f bud ryze monoténni, nebo konstantni funkce.

Ddkaz
Pokud f nent ryze monoténni, pak existuji c a [ > 0, ze
flc+ 1) = f(c).
Pak pro vSechna x plati
fix+ ) =f((c+)+(x—0))=g(flc+1),x—c)
=g(f(c),x—c) =f(c+ (x —¢)) = f(x).
Funkce f ma tedy vodorovnou tétivu délky [. Z VTV plyne, ze
ma libovolné malé vodorovné tétivy.




Aplikace 2
Je-li f spojité funkce a f(x + y) = g(f(x), y) pro vSechna x, y, pak
je f bud ryze monoténni, nebo konstantni funkce.

Ddkaz
Pokud f nent ryze monoténni, pak existuji c a [ > 0, ze

flc+ 1) = f(c).
Pak pro vSechna x plati

fix+ ) =f((c+)+(x—0))=g(flc+1),x—c)
= g(f(c),x — C) = f(c + (x — c)) = f(x).

Funkce f ma tedy vodorovnou tétivu délky [. Z VTV plyne, ze

ma libovolné malé vodorovné tétivy.

V{pocet v bodu [2] pak ukazuje, Ze f je periodicka funkce s
libovolné malou periodou. Takova funkce je ale konstantni.




Aplikace 2

Je-li f spojitad funkce a f(x + y) = g(f(x), y) pro vSechna x, y, pak
je f bud ryze monotonnt, nebo konstantnt funkce.

Poznamka

Naopak lze ukdzat, Ze pro kazdou spojitou funkci f, kterd je bud
ryze monotonni, nebo konstatni, existuje funkce g takova, ze

Hx +y) = g(f(x), y)-

Ziskali jsme tedy charakterizaci spojitgch funkci, které jsou
ryze monotonni, nebo konstatni.




Zobecnént

Pro libovolné n € N a funkci f spojitou na (0, 1) s vlastnosti

f(0) = f(1) plati, ze f ma nejméné n vodorovnych tétiv, které jsou
nasobky 1/n.




Zobecnént

Pro libovolné n € N a funkci f spojitou na (0, 1) s vlastnosti
f(0) = f(1) plati, ze f ma nejméné n vodorovnych tétiv, které jsou
nasobky 1/n.

Dikaz
Necht 1 < k< n-—1.




Zobecnént

Pro libovolné n € N a funkci f spojitou na (0, 1) s vlastnosti
f(0) = f(1) plati, ze f ma nejméné n vodorovnych tétiv, které jsou
nasobky 1/n.

Dikaz
Necht 1 < k< n-—1.

Pokud nema f vodorovnou tétivu délky k/n, pak must mit dvé
razné tétivy délky (n — k)/n (viz drive).




Zobecnént

Pro libovolné n € N a funkci f spojitou na (0, 1) s vlastnosti

f(0) = f(1) plati, ze f ma nejméné n vodorovnych tétiv, které jsou
nasobky 1/n.

Ddkaz

Necht 1 < k< n-—1.

Pokud nema f vodorovnou tétivu délky k/n, pak must mit dvé
razné tétivy délky (n — k)/n (viz drive).

Pokud nemé f vodorovnou tétivu délky (n — k)/n, pak must
mit dvé tétivy délky k/n (stejng argument).




Zobecnént

Pro libovolné n € N a funkci f spojitou na (0, 1) s vlastnosti

f(0) = f(1) plati, ze f ma nejméné n vodorovnych tétiv, které jsou
nasobky 1/n.

Diikaz
Necht 1 < k< n-—1.

Pokud nema f vodorovnou tétivu délky k/n, pak must mit dvé
razné tétivy délky (n — k)/n (viz drive).

Pokud nemé f vodorovnou tétivu délky (n — k)/n, pak must
mit dvé tétivy délky k/n (stejng argument).

Funkce f ma tedy vzdy alespon dvé tétivy délky (n — k)/n
nebo k/n, pokud se tato c¢isla nerovnaji. Pokud ano, ma tétiva
nutné délku 1/2 a existuje alespon jedna.




Zobecnént

Pro libovolné n € N a funkci f spojitou na (0, 1) s vlastnosti

f(0) = f(1) plati, ze f ma nejméné n vodorovnych tétiv, které jsou
nasobky 1/n.

Diikaz
Necht 1 < k< n-—1.

Pokud nema f vodorovnou tétivu délky k/n, pak must mit dvé
razné tétivy délky (n — k)/n (viz drive).

Pokud nemé f vodorovnou tétivu délky (n — k)/n, pak must
mit dvé tétivy délky k/n (stejng argument).

Funkce f ma tedy vzdy alespon dvé tétivy délky (n — k)/n
nebo k/n, pokud se tato c¢isla nerovnaji. Pokud ano, ma tétiva
nutné délku 1/2 a existuje alespon jedna.

Raznych tétiv s délkou k/n, kde 1 < k < n—1 ma f alespon
n —1. Jisté ma také tétivu délky n/n. Tim je véta dokazana.




Dalst smér vyzkumu

Matematiky zajimalo, jak vlastné mohou mnoziny vsech
vodorovn(ch tétiv spojité funkce vypadat.




Dalst smér vyzkumu

Matematiky zajimalo, jak vlastné mohou mnoziny vsech
vodorovn(ch tétiv spojité funkce vypadat.

Definice
Pro funkce f definujeme mnoZzinu vSech vodorovnych tétiv jako

S(f) = {l € R; existuje x € R, Ze f(x) = f(x + [)}.




Dalst smér vyzkumu

Matematiky zajimalo, jak vlastné mohou mnoziny vsech
vodorovn(ch tétiv spojité funkce vypadat.

Definice
Pro funkce f definujeme mnoZzinu vSech vodorovnych tétiv jako

S(f) = {l € R; existuje x € R, Ze f(x) = f(x + [)}.

Co bychom o S(f) uméli povédét?
Necht je f spojitda na (0,1) a f(0) = f(1).




Dalst smér vyzkumu

Matematiky zajimalo, jak vlastné mohou mnoziny vsech
vodorovn(ch tétiv spojité funkce vypadat.

Definice
Pro funkce f definujeme mnoZzinu vSech vodorovnych tétiv jako

S(f) = {l € R; existuje x € R, Ze f(x) = f(x + [)}.

Co bychom o S(f) uméli povédét?
Necht je f spojitda na (0,1) a f(0) = f(1).
m Trividlné 0 € S(f).




Dalst smér vyzkumu

Matematiky zajimalo, jak vlastné mohou mnoziny vsech
vodorovn(ch tétiv spojité funkce vypadat.

Definice
Pro funkce f definujeme mnoZzinu vSech vodorovnych tétiv jako

S(f) = {l € R; existuje x € R, Ze f(x) = f(x + [)}.

Co bychom o S(f) uméli povédét?
Necht je f spojitda na (0,1) a f(0) = f(1).
m Trividlné 0 € S(f).
m S(f) obsahuje 1/n pro n € N.




Dalst smér vyzkumu

Matematiky zajimalo, jak vlastné mohou mnoziny vsech
vodorovn(ch tétiv spojité funkce vypadat.

Definice
Pro funkce f definujeme mnoZzinu vSech vodorovnych tétiv jako

S(f) = {l € R; existuje x € R, Ze f(x) = f(x + [)}.

Co bychom o S(f) uméli povédét?
Necht je f spojitda na (0,1) a f(0) = f(1).
m Trividlné 0 € S(f).
m S(f) obsahuje 1/n pro n € N.
m Pokud [ ¢ S(f), pak 1 — [ € S(f).




Hopfovy mnoziny

V roce 1937 podal némecky matematik Heinz Hopf Gplné (a snad
trochu prekvapivé) reseni problému mnozin vsech vodorovnych

tétiv.




Hopfovy mnoziny

V roce 1937 podal némecky matematik Heinz Hopf Gplné (a snad
trochu prekvapivé) reseni problému mnozin vsech vodorovnych

tétiv.




Hopfovy mnoziny

V roce 1937 podal némecky matematik Heinz Hopf tplné (a snad
trochu prekvapivé) reseni problému mnozin vsech vodorovnych
tétiv.

Véta (Hopf)

MnoZina S C (0, 00) je mnoZinou vsech vodorovnych tétiv pro
néjakou spojitou funkci f, pravé kdyz je jeji doplnék S* oteviend
a aditivni mnoZina.




Hopfovy mnoziny

Definice
Mnozina X je aditivni, pokud platt

a,beX=a+becX.




Hopfovy mnoziny

Definice
Mnozina X je aditivni, pokud platt

abeX=a+belX.

Priklad
Necht je

S=(0;0,9U(1,1;1,8)U(2,2,2,7)U(3,3;3,6) U {4, 4}.
Pak je
$*=(0,91,1U(1,82,2)U(2,7;3,3) U(3,6;4,4) U (4, 4; )

oteviena a aditivhi mnozina. Ovéfte!




Definice
Mnozina X je aditivni, pokud platt

a,beX=>a+beX.

Priklad
Necht je

S=(0;0,9U(1,1;1,8)U(2,2,2,7)U(3,3;3,6) U {4, 4}.
Pak je
$*=(0,91,1U(1,82,2)U(2,7;3,3) U(3,6;4,4) U (4, 4; )

oteviena a aditivhi mnozina. Ovéfte!




Otdazka

Jak to bude vypadat s S(f), pokud od funkce f nebudeme
pozadovat spojitost?




Dékuji za pozornost!




