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Zacneme s jednotkovou kouli v 3D
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Véta Stefana Banacha a Alfreda Tarského (1924)

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Hrasek a slunicko aneb Jak pohnevat verejnost matematiko



Véta Stefana Banacha a Alfreda Tarského (1924)

Jednotkovou kouli v 3D lze rozlozit na sjednoceni peti
podmnozin a z nich potom slozit dveé koule, obé identické s
pivodni kouli.
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Véta Stefana Banacha a Alfreda Tarského (1924)

Jednotkovou kouli v 3D lze rozlozit na sjednoceni peti
podmnozin a z nich potom slozit dveé koule, obé identické s
pivodni kouli.

A to jesté jedna z onéch péti mnozin je jednobodova.
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Véta Stefana Banacha a Alfreda Tarského (1924)

Jednotkovou kouli v 3D lze rozlozit na sjednoceni peti
podmnozin a z nich potom slozit dvé koule, obé identické s
pivodni kouli.

A to jesté jedna z onéch péti mnozin je jednobodova.
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Disledek B-T véty: hrasek a slunicko
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Disledek B-T véty: hrasek a slunicko

Kazdé dvé mnoziny v 3D s neprazdnymi vnitiky jsou po castech
kongruentni.
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Disledek B-T véty: hrasek a slunicko

Kazdé dvé mnoziny v 3D s neprazdnymi vnitiky jsou po castech
kongruentni.

Tedy jednu lze rozstfihat na kone¢né mnoho kouski, a z nich
potom sestavit druhou.

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Hrasek a slunicko aneb Jak pohnevat verejnost matematiko



Disledek B-T véty: hrasek a slunicko
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Ze to nedava smysl?
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Ze to nedava smysl?

Mate na mysli fyzikalni smysl|?
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Ze to nedava smysl?
Mate na mysli fyzikalni smysl|?

A musi viibec vse, co délame, davat fyzikalni smysl?
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Ze to nedava smysl?
Mate na mysli fyzikalni smysl|?
A musi viibec vse, co délame, davat fyzikalni smysl?

My nejsme fyzici, my jsme matematikové!
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na proti namitkam
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Obrana proti namitkam

V matematice se pohybujeme ve svete axiomii.
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Obrana proti namitkam

V matematice se pohybujeme ve svete axiomii.

Vsechno, co v matematice tvrdime, s nimi musi byt v
souladu.
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Obrana proti namitkam

V matematice se pohybujeme ve svete axiomii.

Vsechno, co v matematice tvrdime, s nimi musi byt v
souladu.

To nevyhnutelne vede ke vzniku rozlicnych paradoxi.
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Priléhava prezdivka
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Priléhava prezdivka

Ne nadarmo se Banachové—Tarského vété Casto rika
Banachiv—Tarského paradox.
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Banachova—Tarského véta: propagacni verze
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Banachova—Tarského véta: propagacni verze

Kdyz se prihlasite na matfyz
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Banachova—Tarského véta: propagacni verze

Kdyz se prihlasite na matfyz

a vydrzite aspon do tfetiho semestru,
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Banachova—Tarského véta: propagacni verze

Kdyz se prihlasite na matfyz
a vydrzite aspon do tfetiho semestru,

budete se ucit teorii miry!
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Banachova—Tarského véta: propagacni verze

Kdyz se prihlasite na matfyz
a vydrzite aspon do tfetiho semestru,
budete se ucit teorii miry!

A tam vas naucime nasledujici uziteénou dovednost.
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Banachova—Tarského véta: propagacni verze
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Banachova—Tarského véta: propagacni verze

Libovolnou bankovku, napriklad 100 Euro je mozné
rozstrihat na konecné mnoho kouski, z nichz potom lze
sestavit bankovku jinou, napriklad 500 Euro.
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Banachova—Tarského véta: propagacni verze

Libovolnou bankovku, napriklad 100 Euro je mozné
rozstrihat na konecné mnoho kouski, z nichz potom lze
sestavit bankovku jinou, napriklad 500 Euro.

K tomu staci vlastnit velice specialni nizky.
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Banachova—Tarského véta: verze pro exoty
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Banachova—Tarského véta: verze pro exoty

Libovolnou bankovku, napriklad 500 Euro je mozné
rozstrihat na konecné mnoho kouski, z nichz potom lze
sestavit bankovku jinou, napriklad 100 Euro.
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Publikace véty: 1924
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Publikace véty: 1924
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Publikace véty: 1924

Figure 1.8. Stefan Banach (1892-1945).
(Courtesy of the Mathematical Institute

of the Polish Academy of Sciences.

Sur la décomposition des ensembles de points en
parties respectivement congruentes.

Par

St. Banach (Lwéw) et A. Tarski (Varsovie).

Nous étudions dans cette Note les notions de Zéquivalence des
ensembles de poinks par décomposition finie, resp. dénombrable. Deux
ensembles de points situés dans un espace métrique sont dits équi-
valents par déeomposition finie (ou dénombrable), lorsqu'ils peuvent
étre décomposés en un nombre fini ‘et égal (ou uno infinité dénom-
brable) de parties disjointes respectivement congruentes.

Les principaux résultats contonus dans lo présent article son
les suivants:

Dans un espace euclidien & n>> 3 dimensions deuz ensembles arbi-
traires, bornés et contenant des points intéricurs (p. ex. deuw sphéres
& rayons différents), sont dquivalents par décomposition finie.

Un théoréme analogue subsiste pour les ensombles situds sur la
surface d'une sphére; mais le théordme correspondant concernant Ues-
pace euclidien & 1 ou 2 dimensions cst fauz.

Diautre part:

i

Pick (KMA MFF UK Praha) nost matema
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Nasledovala vina kontroverze mezi matematiky.
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Nasledovala vina kontroverze mezi matematiky.

Studenti se chodili ptat: opravdu matematici uméji zdvojnasobovat
objem?
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Nasledovala vina kontroverze mezi matematiky.

Studenti se chodili ptat: opravdu matematici uméji zdvojnasobovat
objem?

Na zastupitele statu lllinois se rozzlobeny pocestny obcan obratil se
Zadosti o okamzité prijeti zakona, ktery by vyuku takovych
nesmyslii zakazoval, alespon na skolach ve staté lllinois.

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Hrasek a slunicko aneb Jak pohnevat verejnost matematiko



Kdo za to maze?

Lubos Pick (KMA MFF UK Pr: Hrasek a slunicko aneb Jak pohnévat verejnost matematiko



Kdo za to maze?

samozrejmé matematici
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Kdo za to maze?

samozrejmé matematici

jejich teorie miry
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Kdo za to maze?

samozrejmé matematici
jejich teorie miry

existence nemeritelnych mnozin

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Hrasek a slunicko aneb Jak pohnevat verejnost matematiko



Kdo za to maze?

samozrejmé matematici
jejich teorie miry
existence nemeritelnych mnozin

a hlavné axiom vyberu
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Georg Cantor (1845-1918)
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Cantor a nekone¢no
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Cantor a nekoneé&no

Cantorav objev: kardinalita mnoziny
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Cantor a nekoneé&no

Cantorav objev: kardinalita mnoziny

U konecnych mnozin je to pocet jejich prvki.
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Cantor a nekoneé&no

Cantorav objev: kardinalita mnoziny
U konecnych mnozin je to pocet jejich prvki.

Prava zabava zacina pro nekonecné mnoziny.
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Cantor a nekoneé&no

Cantorav objev: kardinalita mnoziny
U konecnych mnozin je to pocet jejich prvki.
Prava zabava zacina pro nekonecné mnoziny.

Dvé mnoziny jsou ekvivalentni, jestlize mezi nimi existuje bijekce.
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Uskali prace s nekone¢nem
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Uskali prace s nekone¢nem

Mame vice kosticek nez kolecek.
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Uskali prace s nekone¢nem

Mame vice kosticek nez kolecek.

Mame vice kosticek nez kolecek?
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Prvni Cantor@iv sok
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Prvni Cantor@iv sok

Mnozina miize byt ekvivalentni své vlastni podmnoziné!
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Prvni Cantor@iv sok

Mnozina miize byt ekvivalentni své vlastni podmnoziné!

Priklad: prirozena Cisla a suda cisla.
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Prvni Cantor@iv sok

Mnozina miize byt ekvivalentni své vlastni podmnoziné!

Priklad: prirozena Cisla a suda cisla.
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Spocetné mnoziny
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Spocetné mnoziny

Mnoziny, majici nejvyse tolik prvki jako N, nazyvame spocetné.
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Druhy Cantortv Sok
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Druhy Cantortv Sok

Racionalnich cisel neni vice, nez prirozenych!
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Druhy Cantortv Sok

Racionalnich cisel neni vice, nez prirozenych!

Racionalni €isla jsou spocetna.
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Druhy Cantortv Sok

Racionalnich cisel neni vice, nez prirozenych!

Racionalni €isla jsou spocetna.
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Treti Cantoriiv Sok
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Treti Cantoriiv Sok

Realnych cisel je podstatné vice nez prirozenych!
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Treti Cantoriiv Sok

Realnych cisel je podstatné vice nez prirozenych!

Realna cisla jsou nespocetna.
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Treti Cantoriiv Sok

Realnych cisel je podstatné vice nez prirozenych!
Realna cisla jsou nespocetna.

To vyplyva z diagonalizacni metody, kterou Cantor vyvinul.
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Treti Cantoriiv Sok

Realnych cisel je podstatné vice nez prirozenych!
Realna cisla jsou nespocetna.

To vyplyva z diagonalizacni metody, kterou Cantor vyvinul.

#1) ooy

#2) bbb,...
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Ctvrty Cantortv ok
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Ctvrty Cantortv ok

Existuje vice druhii nekonecen!
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Ctvrty Cantortv ok

Existuje vice druhii nekonecen!

Cantor predpovédél existenci hierarchie nekonecen.
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Ctvrty Cantortv ok

Existuje vice druhii nekonecen!

Cantor predpovédél existenci hierarchie nekonecen.

Nog <Ny <Ny < ...
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Ctvrty Cantortv ok

Existuje vice druhii nekonecen!
Cantor predpovédél existenci hierarchie nekonecen.
Nog <Ny <Ny < ...

Hypotéza kontinua:
c=2% = N7
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Ctvrty Cantortv ok

Existuje vice druhii nekonecen!
Cantor predpovédél existenci hierarchie nekonecen.
Nog <Ny <Ny < ...

Hypotéza kontinua:
c=2% = N7

Cantor Véril, ze ano, ale nedokazal to.
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Hilberttiv seznam
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Hilberttiv seznam

David Hilbert (Pariz 1900): 23 nejdulezitéjsich nefesenych
matematickych problémi.
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Hilberttiv seznam

David Hilbert (Pariz 1900): 23 nejdulezitéjsich nefesenych
matematickych problémi.

Prvni misto na seznamu: hypotéza kontinua.
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Axiomy teorie mnozin
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Axiomy teorie mnozin

Cantor, Zermelo, Frankel (1908) (dle Eukleidova vzoru)
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Axiomy teorie mnozin

Cantor, Zermelo, Frankel (1908) (dle Eukleidova vzoru)

) axiom existence mnoziny
) axiom extenzionality
) axiom vydéleni
) axiom dvojice
5) axiom sumy
) axiom potence
) axiom nahrazeni
) axiom nekonecna
) axiom vybéru
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Pozor, na seznamu je ukryt skodic!
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Pozor, na seznamu je ukryt skodic!

S jednim z axiomi budou problémy.
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Pozor, na seznamu je ukryt skodic!

S jednim z axiomi budou problémy.

Ktery to je?
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Pozor, na seznamu je ukryt skodic!

S jednim z axiomi budou problémy.
Ktery to je?

1
2

) axiom existence mnoziny
) axiom extenzionality

3) axiom vydéleni

4) axiom dvojice

5) axiom sumy

6) axiom potence

7) axiom nahrazeni

8) axiom nekonecna

9) axiom vyberu
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Axiom vyberu: Pro libovolny soubor mnozin existuje vybérova
mnozina, ktera obsahuje po jednom prvku z kazdé mnoziny v
daném souboru.

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Hrasek a slunicko aneb Jak pohnevat verejnost matematiko



Axiom vybéru

Axiom vyberu: Pro libovolny soubor mnozin existuje vybérova
mnozina, ktera obsahuje po jednom prvku z kazdé mnoziny v
daném souboru.

B c

{u‘.f"'.(‘;
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Axiom vybéru v praxi
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Axiom vybéru v praxi

Pro konecny pocet mnozin je to snadné.
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Axiom vybéru v praxi

Pro konecny pocet mnozin je to snadné.

Pro nekoneéné soubory mnozin zacinaji problémy.
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Axiom vybéru v praxi

Pro konecny pocet mnozin je to snadné.
Pro nekoneéné soubory mnozin zacinaji problémy.

Priklad Bertranda Russella:
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Axiom vybéru v praxi

Pro konecny pocet mnozin je to snadné.
Pro nekoneéné soubory mnozin zacinaji problémy.
Priklad Bertranda Russella:

e nekone¢nd mnozina parii bot
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Axiom vybéru v praxi

Pro konecny pocet mnozin je to snadné.

Pro nekoneéné soubory mnozin zacinaji problémy.
Priklad Bertranda Russella:

e nekone¢nd mnozina parii bot

e nekone¢na mnozina parii ponozek
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Na scénu vstupuje Kurt Godel
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Na scénu vstupuje Kurt Godel

k (KMA MFF UK Praha)



Kurt Godel v roce 1931 dokazal existenci tzv. nerozhodnutelnych
tvrzeni.
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Axiom vybéru — konzistence a nezavislost
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Axiom vybéru — konzistence a nezavislost

Otazky kolem axiomu vybéru: jeho konzistence a nezavislost na
ostatnich axiomech.
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Axiom vybéru — konzistence a nezavislost

Otazky kolem axiomu vybéru: jeho konzistence a nezavislost na
ostatnich axiomech.
Kurt Godel 1940: Axiom vybéru nelze vyvratit
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Axiom vybéru — konzistence a nezavislost

Otazky kolem axiomu vybéru: jeho konzistence a nezavislost na
ostatnich axiomech.
Kurt Godel 1940: Axiom vybéru nelze vyvratit

(tedy je konzistetni s ostatnimi axiomy).
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Axiom vybéru — konzistence a nezavislost

Otazky kolem axiomu vybéru: jeho konzistence a nezavislost na
ostatnich axiomech.
Kurt Godel 1940: Axiom vybéru nelze vyvratit

(tedy je konzistetni s ostatnimi axiomy).

Zaroven dokazal konzistenci hypotézy kontinua.
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Axiom vybéru — konzistence a nezavislost

Otazky kolem axiomu vybéru: jeho konzistence a nezavislost na
ostatnich axiomech.

Kurt Godel 1940: Axiom vybéru nelze vyvratit

(tedy je konzistetni s ostatnimi axiomy).

Zaroven dokazal konzistenci hypotézy kontinua.

Snazil se dokazat jejich nezavislost, ale nepodarilo se.
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Axiom vybéru — konzistence a nezavislost

Otazky kolem axiomu vybéru: jeho konzistence a nezavislost na
ostatnich axiomech.

Kurt Godel 1940: Axiom vybéru nelze vyvratit

(tedy je konzistetni s ostatnimi axiomy).

Zaroven dokazal konzistenci hypotézy kontinua.

Snazil se dokazat jejich nezavislost, ale nepodarilo se.

Na tu bylo tfeba pockat jesté dalsich 25 let.
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Paul Cohen
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dokazal (1965) nezavislost axiomu vybéru a hypotézy kontinua.
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Matematické paradoxy
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Matematické paradoxy

Existuji tfi typy paradoxi:
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Matematické paradoxy

Existuji tfi typy paradoxi:

paradoxy typu 1. tvrzeni vypada absurdné, ale plati;
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Matematické paradoxy

Existuji tfi typy paradoxi:
paradoxy typu 1. tvrzeni vypada absurdné, ale plati;

paradoxy typu 2: tvrzeni vypada vérohodné, ale neplati;
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Matematické paradoxy

Existuji tfi typy paradoxi:
paradoxy typu 1. tvrzeni vypada absurdné, ale plati;
paradoxy typu 2: tvrzeni vypada vérohodné, ale neplati;

(obvykle jde o né&jaky svindl)
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Matematické paradoxy

Existuji tfi typy paradoxi:

paradoxy typu 1. tvrzeni vypada absurdné, ale plati;
paradoxy typu 2: tvrzeni vypada vérohodné, ale neplati;
(obvykle jde o né&jaky svindl)

paradoxy typu 3 (antinomy): vyroky vedouci ke spornym disledkiim
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Paradoxy typu 3 (antinomy - logické paradoxy)
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Paradoxy typu 3 (antinomy - logické paradoxy)

Burali-Fortitiv paradox (1897): Mnozina vsech ordinalnich Eisel
definuje ordinalni cislo vétsi, nez libovolny jeji prvek. Takze
mnozina vsech ordinalnich cisel neni mnozina.
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Paradoxy typu 3 (antinomy - logické paradoxy)

Burali-Fortitiv paradox (1897): Mnozina vsech ordinalnich Eisel
definuje ordinalni cislo vétsi, nez libovolny jeji prvek. Takze
mnozina vsech ordinalnich cisel neni mnozina.

Cantoriiv paradox (1899): Necht S je mnozina vsech mnozin.
Potom P(S) je jeji podmnozina, takze ma nejvyse stejnou
mohutnost, jako S.
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Paradoxy typu 3 (antinomy - logické paradoxy)

Burali-Fortitiv paradox (1897): Mnozina vsech ordinalnich Eisel
definuje ordinalni cislo vétsi, nez libovolny jeji prvek. Takze
mnozina vsech ordinalnich cisel neni mnozina.

Cantoriiv paradox (1899): Necht S je mnozina vsech mnozin.
Potom P(S) je jeji podmnozina, takze ma nejvyse stejnou
mohutnost, jako S.

Russelliv paradox (1901): Definujeme mnozinu vsech mnozin, které
nejsou samy sobé& svym prvkem. Je tato mnozina svym vlastnim
prvkem?
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Paradoxy typu 3
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Paradoxy typu 3

Vsechny uvedené paradoxy obsahuji samovztaznost (mnozina vsech
mnozin apod.).
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Paradoxy typu 3

Vsechny uvedené paradoxy obsahuji samovztaznost (mnozina vsech
mnozin apod.).

Ta se objevuje i jinde, napriklad ve fyzice, uméni a humanitnich
védach.
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Paradoxy typu 3

Vsechny uvedené paradoxy obsahuji samovztaznost (mnozina vsech
mnozin apod.).

Ta se objevuje i jinde, napriklad ve fyzice, uméni a humanitnich
védach.

pocatek 19. stoleti: Pierre Simon Laplace - védecky determinismus
(vSe se da predpovédét)
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Paradoxy typu 3

Vsechny uvedené paradoxy obsahuji samovztaznost (mnozina vsech
mnozin apod.).

Ta se objevuje i jinde, napriklad ve fyzice, uméni a humanitnich
védach.

pocatek 19. stoleti: Pierre Simon Laplace - védecky determinismus
(vSe se da predpovédét)

1927 Werner Heisenberg: blbost (princip neurcitosti)
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Samovztaznost v uméni
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Samovztaznost v um
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Richardiiv paradox
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Richardiiv paradox

OTAZKA:
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Richardiiv paradox

OTAZKA: Urcete &islo definované nasledujicim slovnim spojenim.
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Richardiiv paradox

OTAZKA: Urcete &islo definované nasledujicim slovnim spojenim.

“Nejmensi prirozené cislo, které neni mozné zadnym
zpisobem definovat slovnim Gtvarem v cestine obsahujicim
mensi pocet slov nez dvacet.”
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Princip neurcitosti v praxi
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Princip neurcitosti v praxi

Heisenberg may have
slept here!

Road attraction

Lubos Pick (KMA MFF UK Pra Hrasek a slunicko aneb Jak pohnévat verejnost matematiko



Paradoxy typu 2 (3vindly)
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Paradoxy typu 2 (3vindly)

Sam Loyd.
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The Vanishing Astronaut
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The Vanishing Astronaut

Figure 2.6. The Vanishing Astronaut.

(reprinted by permission of the AIMS Education Foundation from Puzzle Play
© 2001 AIMS Education Foundation. All rights reserved.)
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W.A. Elliott Company (Toronto): The Vanishing Leprechaun
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W.A. Elliott Company ( . The Vanishing Leprechaun
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Mame patnact pidizvyka.
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Zmizely pidizvyk
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Zmizely pidizvyk

Po zaméné hornich dila jich je jen 14.
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Zmizely pidizvyk

Po zaméné hornich dila jich je jen 14.

Kam zmizel patnacty pidizvyk?
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Jak se obohatit pomoci matematiky

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Hrasek a slunicko aneb Jak pohnevat verejnost matematiko



ko aneb Jak pohnevat verejnost matema

ky

)
©
£
s
©
IS

It pomoci

Pick (KMA MFF UK P

—

e

Jak se obohat




Figl se ¢tvercem
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Figl se ¢tvercem
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Figl se ¢tvercem

a jeho vysvétleni:
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Figl se ¢tvercem
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Néco podobného se sachovnici
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Néco podobného se sachovnici

$=64 Cut and shift 9x7=63
—
I T fa 1
- [ ] 1 )
= ]
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Figure 2.11. Another chessboard dissection.
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Trojahelnik Mylese Curryho
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Figure 2.12. Curry triangle.
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Zlo¢in v kralikarné
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Zlo¢in v kralikarné

Figure 2.13. The Disappearing Rabbit Paradox.
(Courtesy of Myles Curry.)
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Paradoxy typu 1
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Paradoxy typu 1

Braessiiv paradox (kazdy si mize ovéfit)
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Paradoxy typu 1

Braessiiv paradox (kazdy si mize ovéfit)

Zavésime zavazi na pruzinu pferusenou strunou, obé ¢asti pruziny
pfichytime dvéma dalsimi strunami a piivodni strunu prestfihneme.
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Paradoxy typu 1

Braessiiv paradox (kazdy si mize ovéfit)

Zavésime zavazi na pruzinu pferusenou strunou, obé ¢asti pruziny
pfichytime dvéma dalsimi strunami a piivodni strunu prestfihneme.

Je zfejmé, ze zavazi klesne?
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Klesne zavazi?
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Klesne zavazi?
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Opak je pravdou!
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Simpsondv paradox
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Simpsondv paradox

Posuzujeme efektivnost dvou druhii léku proti zakefné chorobé.
Mame k dispozici data aplikace Iékii na 245
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Simpsondv paradox
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Simpsondv paradox

Polozte si dvé otazky:
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Simpsondv paradox

Polozte si dvé otazky:

1) jste-li pacient, kterému léku date prednost?
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Simpsondv paradox

Polozte si dvé otazky:
1) jste-li pacient, kterému léku date prednost?

2) jste-li lékar, jaky Iék nabidnete pacientovi, jestlize nevite, zda je
to muz nebo Zena?
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ruence
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Kongruence

Dva objekty se nazyvaji kongruentni, jestlize Ize jeden prevést na
druhy pomoci izometrie.
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Kongruence

Dva objekty se nazyvaji kongruentni, jestlize Ize jeden prevést na
druhy pomoci izometrie.

Izometrie je rigidni pohyb télesa zachovavajici vzdalenosti mezi
bodly.
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Kongruence

Dva objekty se nazyvaji kongruentni, jestlize Ize jeden prevést na
druhy pomoci izometrie.

Izometrie je rigidni pohyb télesa zachovavajici vzdalenosti mezi
bodly.

Priklady izometrii:

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Hrasek a slunicko aneb Jak pohnevat verejnost matematiko



Kongruence

Dva objekty se nazyvaji kongruentni, jestlize Ize jeden prevést na
druhy pomoci izometrie.

Izometrie je rigidni pohyb télesa zachovavajici vzdalenosti mezi
bodly.

Priklady izometrii: posun
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Kongruence

Dva objekty se nazyvaji kongruentni, jestlize Ize jeden prevést na
druhy pomoci izometrie.

Izometrie je rigidni pohyb télesa zachovavajici vzdalenosti mezi
bodly.

Priklady izometrii: posun, pootoceni
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Kongruence

Dva objekty se nazyvaji kongruentni, jestlize Ize jeden prevést na
druhy pomoci izometrie.

Izometrie je rigidni pohyb télesa zachovavajici vzdalenosti mezi
bodly.

Priklady izometrii: posun, pootoceni, zrcadleni.
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Kongruence — ilustrace
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ruence — ilustrace

Isometric transformations - isometries

Non-isometric transformations

\§

bos Pick (KMA MFF UK P Hrasek a slunicko aneb Jak pohnévat verejnost matematiko



Lubos Pick (KMA MFF UK Pr: Hrasek a slunicko aneb Jak pohnévat verejnost matematiko



Nazkova kongruence

Dva rovinné objekty jsou ntizkove kongruentni, jestlize |ze jeden
rozstfihat na koneéné mnoho €asti a z nich slozit druhy.
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Nazkova kongruence

Dva rovinné objekty jsou ntizkove kongruentni, jestlize |ze jeden
rozstfihat na koneéné mnoho €asti a z nich slozit druhy.

Veta (Wallace—Bdlyai—Borwein): Dva mnohouhelniky jsou
ntizkové kongruentni pravé tehdy, kdyz maji stejny obsah.
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Nazkova kongruence

Dva rovinné objekty jsou ntizkove kongruentni, jestlize |ze jeden
rozstfihat na koneéné mnoho €asti a z nich slozit druhy.

Veta (Wallace—Bdlyai—Borwein): Dva mnohouhelniky jsou
ntizkové kongruentni pravé tehdy, kdyz maji stejny obsah.

Hilbertiiv treti problém: existuje 3D verze této véty?
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Nazkova kongruence

Dva rovinné objekty jsou ntizkove kongruentni, jestlize |ze jeden
rozstfihat na koneéné mnoho €asti a z nich slozit druhy.

Veta (Wallace—Bdlyai—Borwein): Dva mnohouhelniky jsou
ntizkové kongruentni pravé tehdy, kdyz maji stejny obsah.

Hilbertiiv treti problém: existuje 3D verze této véty?

Max Dehn (1900): NE
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Ntzkova kongruence — priklady
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Ntzkova kongruence — priklady

Ctverec a trojuhelnik
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Ntzkova kongruence — priklady

Ctverec a trojuhelnik

oktagon a Ctverec
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Ntzkova kongruence — priklady
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Ntzkova kongruence — priklady

5
PROPOSITION—Stow

Loydova zidle
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Ntzkova kongruence — priklady

5
PROPOSITION—Stow

Loydova zidle

N

Loydova zidle - feseni
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Ntzkova kongruence — priklady
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Ntzkova kongruence — priklady

Cinsky tangram
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Ntzkova kongruence — priklady

Cinsky tangram

0
5%

a. Cat b. Candle c. Bunny

tangramové figurky
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Aplikace Wallaceovy-Bolyaiovy-Gerweinovy véty
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Aplikace Wallaceovy-Bolyaiovy-Gerweinovy véty

O 0
ZANN

obdélnik a trojahelnik
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Aplikace Wallaceovy-Bolyaiovy-Gerweinovy véty

O 0
ZANN

obdélnik a trojahelnik

T\\ IS S—
S =

—a—

obdélnik a ¢tverec
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Aplikace Wallaceovy-Bolyaiovy-Gerweinovy véty

O 0
ZANN

obdélnik a trojahelnik

T\\ IS S—
S =

—a—

obdélnik a ¢tverec

] —

b

b

dva Ctverce a jeden Ctverec
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PROPOSITION-—Show how to change & spade into 2 heart,

pik a srdce
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PROPOSITION-—Show how to change & spade into 2 heart,

pik a srdce
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Uskali nazkové kongruence
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Uskali nazkové kongruence

Pozor na body na okraji stfihu!
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Uskali nazkové kongruence

Pozor na body na okraji stfihu!

Priklad: Etverec a trojahelnik.
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Uskali nazkové kongruence

Pozor na body na okraji stfihu!
Priklad: Etverec a trojahelnik.

Co se déje s diagonalou?
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Uskali nazkové kongruence

Pozor na body na okraji stfihu!
Priklad: Etverec a trojahelnik.
Co se déje s diagonalou?

A které body se zobrazi do mista slepu?
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Uskali nazkové kongruence

Pozor na body na okraji stfihu!

Priklad: Etverec a trojahelnik.

Co se déje s diagonalou?

A které body se zobrazi do mista slepu?

Ctverec a trojuhelnik nejsou kongruentni.
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Uskali nazkové kongruence

Pozor na body na okraji stfihul!

Priklad: Etverec a trojahelnik.

Co se déje s diagonalou?

A které body se zobrazi do mista slepu?
Ctverec a trojuhelnik nejsou kongruentni.

Jsou vsak kongruentni po castech.
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Kongruence po castech
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Kongruence po castech

Dva objekty jsou kongruentni po castech, Ize-li jeden rozlozit na
sjednoceni kone€né mnoha ¢asti a z mnozin jim kongruentnich
sestavit druhy.
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Kongruence po ¢astech — priklady
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Kongruence po ¢astech — priklady

e {1,23,...} a{4,5,6,...} jsou kongruentni
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Kongruence po ¢astech — priklady

e {1,23,...} a{4,5,6,...} jsou kongruentni

e {1,2,3,...} a{2,4,6,...} nejsou kongruentni
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Kongruence po ¢astech — priklady

e {1,23,...} a{4,5,6,...} jsou kongruentni
e {1,2,3,...} a{2,4,6,...} nejsou kongruentni

e {1,2,3,...} a{1,2,3}U{5,6,7...}

nejsou kongruentni, ale jsou kongruentni po ¢astech,
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Kongruence po ¢astech — priklady

e {1,23,...} a{4,5,6,...} jsou kongruentni
e {1,2,3,...} a{2,4,6,...} nejsou kongruentni

e {1,2,3,...} a{1,2,3}U{5,6,7...}

nejsou kongruentni, ale jsou kongruentni po ¢astech,

protoze mnozina {5,6,7...} je kongruentni mnoziné
(4,5,6,7...}.
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Kongruence po ¢astech — priklady

e {1,23,...} a{4,5,6,...} jsou kongruentni
e {1,2,3,...} a{2,4,6,...} nejsou kongruentni

e {1,2,3,...} a{1,2,3}U{5,6,7...}

nejsou kongruentni, ale jsou kongruentni po ¢astech,

protoze mnozina {5,6,7...} je kongruentni mnoziné
(4,5,6,7...}.
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Kruhatura ¢tverce
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Kruhatura ¢tverce

1925 Alfred Tarski: circle-squaring problem
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Kruhatura ¢tverce

1925 Alfred Tarski: circle-squaring problem

je kruh (niizkové) kongruentni Etverci?
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Kruhatura ¢tverce

1925 Alfred Tarski: circle-squaring problem
je kruh (niizkové) kongruentni Etverci?

1963 Dubins, Hirsch, Karush: n&zkové ne
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Kruhatura ¢tverce

1925 Alfred Tarski: circle-squaring problem
je kruh (niizkové) kongruentni Etverci?
1963 Dubins, Hirsch, Karush: n&zkové ne

1990 Laczkovich: kongruentni ano!

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Hrasek a slunicko aneb Jak pohnevat verejnost matematiko



Kruhatura ¢tverce
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Kruhatura ¢tverce

Laczkovich pouzil axiom vybéru (takze €asti nejdou presné
definovany)
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Kruhatura ¢tverce

Laczkovich pouzil axiom vybéru (takze €asti nejdou presné
definovany)

pocet dilki: asi 10%°
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Kruhatura ¢tverce

Laczkovich pouzil axiom vybéru (takze €asti nejdou presné
definovany)

pocet dilki: asi 10%°

Figure 3.25. Disc to square—10°° pieces.
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Kruhatura ¢tverce

Laczkovich pouzil axiom vybéru (takze €asti nejdou presné
definovany)

pocet dilki: asi 10%°

Figure 3.25. Disc to square—10°° pieces.

Pozor! Neplést kruhaturu ¢tverce (circle-squaring problem) s
kvadraturou kruhu (squaring of the circle)!
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Krychlopitva

S (TP

Figure 3.26. Cube dissection—Version 1.*

D@m%%

Figure 3.27. Cube dissection—Version 2.*

% o
Fp g9 O 59
Figure 3.28. Cube dissection—Version 3.*

tri verse krychlopitvy
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Soma krychle
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Soma krychle

¥ 8

a. Snake. b. Gallows. c. Tunnel.

nejbéznéjsi objekty Soma
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Posun z/do nekone¢na
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Posun z/do nekone¢na

Kruznice je po castech kongruentni kruznici bez bodu.

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Hrasek a slunicko aneb Jak pohnevat verejnost matematiko



Posun z/do nekone¢na

Kruznice je po castech kongruentni kruznici bez bodu.
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Posun z/do nekone¢na

Kruznice je po castech kongruentni kruznici bez bodu.

Myslenka:
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Posun z/do nekone¢na

Kruznice je po castech kongruentni kruznici bez bodu.

Myslenka:
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Obdoba pro kruh bez poloméru
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Obdoba pro kruh bez poloméru

Kruh je po castech kongruentni kruhu bez ploméru.
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Obdoba pro kruh bez poloméru

Kruh je po castech kongruentni kruhu bez ploméru.

Myslenka:

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Hrasek a slunicko aneb Jak pohnevat verejnost matematiko



Obdoba pro kruh bez poloméru

Kruh je po castech kongruentni kruhu bez ploméru.

Myslenka:
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Hilbertiiv hotel
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Hilbertiiv hotel

Hilbertav hotel ma nekone¢né mnoho pokojii
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Hilbertiiv hotel

Hilbertav hotel ma nekone¢né mnoho pokojii

a viechny jsou obsazené.
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Hilbertiiv hotel

Hilbertav hotel ma nekone¢né mnoho pokojii
a viechny jsou obsazené.

PFijizdi novy turista.
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Hilbertiiv hotel

Hilbertav hotel ma nekone¢né mnoho pokojii
a viechny jsou obsazené.
PFijizdi novy turista.

Hilbert posune vsechny hosty do pokoje s cislem o jednicku vyssim.
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Hilbertiiv hotel

Hilbertav hotel ma nekone¢né mnoho pokojii

a viechny jsou obsazené.

PFijizdi novy turista.

Hilbert posune vsechny hosty do pokoje s cislem o jednicku vyssim.

Prijizdi autobus s nekonecné mnoha turisty.
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Hilbertiiv hotel

Hilbertav hotel ma nekone¢né mnoho pokojii

a viechny jsou obsazené.

PFijizdi novy turista.

Hilbert posune vsechny hosty do pokoje s cislem o jednicku vyssim.
Prijizdi autobus s nekonecné mnoha turisty.

Hilbert posune kazdého hosta do pokoje s dvojndsobnym cislem.
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Hotel Infinity

Hotel Infinity

Copyright Lawrence M. Lesser
All righs reserved
Reprinted with permission

On a dark desert highway — not much scenery
Except this long hotel stretchin’ far as I could sce.
Neon sign in front read “No Vacancy,”
But it was late and I was tired, so I went inside to plea.

The clerk said, “No problem. Here’s what can be done—

We'll move those in a room to the next higher one.
That will free up the first room and that’s where you can stay.”
1 tried understanding that as T heard him say:
CHORUS: “Welcome to the HOTEL INFINITY—
Where every room is full (every room s full)

Yet there’s room for more.

Yeah, plenty of room at the HOTEL INFINITY—
Move ‘em down the floor (move ‘em down the floor)
To make room for more.”

I'd just gotten setled, I'd finally unpacked
When I saw 8 more cars pull into the back.

T had to move to room 9; others moved up 8 rooms as well.
Never more will I confuse a Hilton with a Hilbert Hotel!
My mind got more ewisted when I saw a bus without end
With an infinite number of riders coming up to check in.

“Relax,” said the nightman. “Here’s what we'll do:
Move to the double of your room number: that frees the
odd-numbered rooms.”
(Repeat Chorus)
Last thing I remember at the end of my stay—

It was time to pay the bill but I had no means to pay.
The man in 19 smiled, “Your bill is on me.
20 pays mine, and 5o on, 5o you get yours for fr
Hrasek a slunicko aneb Jak pohnévat verejnost matema
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Jsou trojuhelnik a ¢tverec po Castech kongruentni?

dvé potize: diagonala a Sev
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Jsou trojuhelnik a ¢tverec po Castech kongruentni?

Asi nam bude chybét diagonala.
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Jsou trojuhelnik a ¢tverec po Castech kongruentni?

fod

Chybi nam diagonala. Ale prebyva nam vyska.
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Jsou trojuhelnik a ¢tverec po Castech kongruentni?

Chaby pokus o napravu (tzv. skorotrojahelnik).
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Jsou trojuhelnik a ¢tverec po Castech kongruentni?

Chaby pokus o napravu (tzv. skorotrojahelnik).

[
|

|

|

Zachranime to posunem z nekonecnal
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Predchiidci Banachova—Tarského paradoxu
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Predchiidci Banachova—Tarského paradoxu

Vitaliova konstrukce nemeritelnych mnozin:
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Predchiidci Banachova—Tarského paradoxu

Vitaliova konstrukce nemeritelnych mnozin:

Cisla a a b jsou ekvivalentni, je-li jejich rozdil racionaln.
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Predchiidci Banachova—Tarského paradoxu

Vitaliova konstrukce nemeritelnych mnozin:
Cisla a a b jsou ekvivalentni, je-li jejich rozdil racionaln.

[0, 1] se rozpadne na tridy ekvivalence.
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Predchiidci Banachova—Tarského paradoxu

Vitaliova konstrukce nemeritelnych mnozin:
Cisla a a b jsou ekvivalentni, je-li jejich rozdil racionaln.
[0, 1] se rozpadne na tridy ekvivalence.

Axiom vyberu: sestrojime vybérovou mnozinu M.

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha)
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Predchiidci Banachova—Tarského paradoxu

Vitaliova konstrukce nemeritelnych mnozin:

Cisla a a b jsou ekvivalentni, je-li jejich rozdil racionaln.
[0, 1] se rozpadne na tridy ekvivalence.

Axiom vyberu: sestrojime vybérovou mnozinu M.

Pro g € Q definujeme My := {x + q; x € M}.
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Predchiidci Banachova—Tarského paradoxu

Vitaliova konstrukce nemeritelnych mnozin:

Cisla a a b jsou ekvivalentni, je-li jejich rozdil racionaln.
[0, 1] se rozpadne na tridy ekvivalence.

Axiom vyberu: sestrojime vybérovou mnozinu M.

Pro g € Q definujeme My := {x + q; x € M}.

Pak R = (J,cq Mq.
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Predchiidci Banachova—Tarského paradoxu

Vitaliova konstrukce nemeritelnych mnozin:

Cisla a a b jsou ekvivalentni, je-li jejich rozdil racionaln.
[0, 1] se rozpadne na tridy ekvivalence.

Axiom vyberu: sestrojime vybérovou mnozinu M.

Pro g € Q definujeme My := {x + q; x € M}.

Pak R = U,cq Me-

Tedy M nemiize byt meritelna.
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Superslovnik Hyperwebster
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Superslovnik Hyperwebster

Vsechny vyrazy, které |ze formulovat z 26 pismen anglické abecedy.
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Superslovnik Hyperwebster

Vsechny vyrazy, které |ze formulovat z 26 pismen anglické abecedy.

Zacina: A, AA, AAA, AAAA, ...
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Superslovnik Hyperwebster

Vsechny vyrazy, které |ze formulovat z 26 pismen anglické abecedy.
Zacina: A, AA, AAA, AAAA, ...

Po nekonecné mnoha vyrazech: AB, ABA, ABAA, ...
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Superslovnik Hyperwebster

Vsechny vyrazy, které |ze formulovat z 26 pismen anglické abecedy.
Zacina: A, AA, AAA, AAAA, ...
Po nekonecné mnoha vyrazech: AB, ABA, ABAA, ...

Neni to sice vykladovy slovnik, ale definice a poucky v ném budou
(bohuzel platné i neplatné):
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Superslovnik Hyperwebster

Vsechny vyrazy, které |ze formulovat z 26 pismen anglické abecedy.
Zacina: A, AA, AAA, AAAA, ...
Po nekonecné mnoha vyrazech: AB, ABA, ABAA, ...

Neni to sice vykladovy slovnik, ale definice a poucky v ném budou
(bohuzel platné i neplatné):

PREDSEDA-VLADY-JE-HOVADO
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Superslovnik Hyperwebster

Vsechny vyrazy, které |ze formulovat z 26 pismen anglické abecedy.
Zacina: A, AA, AAA, AAAA, ...
Po nekonecné mnoha vyrazech: AB, ABA, ABAA, ...

Neni to sice vykladovy slovnik, ale definice a poucky v ném budou
(bohuzel platné i neplatné):

PREDSEDA-VLADY-JE-HOVADO

PREDSEDA-VLADY-NENI-HOVADO

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Hrasek a slunicko aneb Jak pohnevat verejnost matematiko



Vydani Hyperwebsteru
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Vydani Hyperwebsteru

Vydavatel se rozhodne vydat slovnik ve 26 dilech:
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Vydani Hyperwebsteru

Vydavatel se rozhodne vydat slovnik ve 26 dilech:

Dil A: A, AA, AAA, ..., AB, ABA, ..., ABB,
Dil B: B, BA, BAA, ..., BB, BBA, ..., BBB,
Dil C: C, CA, CAA, ..., CB, CBA, ..., CBB,

Dil Z: Z, ZA, ZAA, ..., ZB, ZBA, ..., ZBB,
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Vydani Hyperwebsteru

Vydavatel se rozhodne vydat slovnik ve 26 dilech:

Dil A: A, AA, AAA, ..., AB, ABA, ..., ABB,
Dil B: B, BA, BAA, ..., BB, BBA, ..., BBB,

Dil C: C, CA, CAA, ..., CB, CBA, ..., CBB,

Dil Z: Z, ZA, ZAA, ..., ZB, ZBA, ..., ZBB,

Pak skrtne zbytecné prvni pismenko.
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Vydani Hyperwebsteru

Vydavatel se rozhodne vydat slovnik ve 26 dilech:

Dil A: A, AA, AAA, ..., AB, ABA, ..., ABB,
Dil B: B, BA, BAA, ..., BB, BBA, ..., BBB,
Dil C: C, CA, CAA, ..., CB, CBA, ..., CBB,
Dil Z: Z, ZA, ZAA, ..., ZB, ZBA, ..., ZBB,

Pak skrtne zbytecné prvni pismenko.

Pak zjisti, ze jsou vsechny dily stejné, takze vyda jen dil A.
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Vydani Hyperwebsteru

Vydavatel se rozhodne vydat slovnik ve 26 dilech:

Dil A: A, AA, AAA, ..., AB, ABA, ..., ABB,

Dil B: B, BA, BAA, ..., BB, BBA, ..., BBB,
Dil C: C, CA, CAA, ..., CB, CBA, ..., CBB,
Dil Z: Z, ZA, ZAA, ..., ZB, ZBA, ..., ZBB,

Pak skrtne zbytecné prvni pismenko.
Pak zjisti, ze jsou vsechny dily stejné, takze vyda jen dil A.

A zmeéni jeho nazev na Hyperwebster.
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Sierpinského—Mazurkiewicziiv paradox
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Sierpinského—Mazurkiewicziiv paradox

Wactaw Sierpinski: Lze rozlozit néjakou mnozinu E na disjunktni
sjednoceni dvou mnozin E; a E, tak, aby kazda z nich byla
kongruentni piivodni mnoziné?
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Sierpinského—Mazurkiewicziiv paradox

Wactaw Sierpinski: Lze rozlozit néjakou mnozinu E na disjunktni
sjednoceni dvou mnozin E; a E, tak, aby kazda z nich byla
kongruentni piivodni mnoziné?

S. Mazurkiewicz: ANO
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Sierpinského—Mazurkiewicziiv paradox

Wactaw Sierpinski: Lze rozlozit néjakou mnozinu E na disjunktni
sjednoceni dvou mnozin E; a E, tak, aby kazda z nich byla
kongruentni piivodni mnoziné?

S. Mazurkiewicz: ANO

Odbydeme obrazkem.
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Sierpinského—Mazurkiewicziv paradox - obrazek
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Sierpinského—Mazurkiewicziv paradox - obrazek

Mnozina E:
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Sierpinského—Mazurkiewicziv paradox - obrazek
Mnozina E:
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Souvislost s Hyperwebsterem
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Souvislost s Hyperwebsterem
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Banachova—Tarského véta - formulace
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Banachova—Tarského véta - formulace

Kazdé dvé mnoziny v 3D s neprazdnymi vnitrky jsou po Castech
kongruentni.
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Banachova—Tarského véta - formulace

Kazdé dvé mnoziny v 3D s neprazdnymi vnitrky jsou po Castech
kongruentni.
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Diikaz Banachovy—Tarského véty
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Diikaz Banachovy—Tarského véty

Osnova dikazu:
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Diikaz Banachovy—Tarského véty

Osnova dikazu:

e 1. krok: grupa rotaci na stére
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Diikaz Banachovy—Tarského véty

Osnova dikazu:
e 1. krok: grupa rotaci na stére

e 2. krok: rozklad stéry na mnoziny, splnujici Hausdorffiiv paradox
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Diikaz Banachovy—Tarského véty

Osnova dikazu:
e 1. krok: grupa rotaci na stére
e 2. krok: rozklad stéry na mnoziny, splnujici Hausdorffiiv paradox

e 3. krok: povinné ztloustnuti (mentalni antianorexie)
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rotaci kolem osy v 3D nazyvame rigidni pohyb vsech bodii télesa
po stejné kruhové draze
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rotaci kolem osy v 3D nazyvame rigidni pohyb vsech bodii télesa
po stejné kruhové draze

veskeré distorze jsou zakazany
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Dvé zakladni rotace
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Dvé zakladni rotace

T ... rotace o 120° kolem osy z po sméru hodinovych rucicek
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Dvé zakladni rotace

T ... rotace o 120° kolem osy z po sméru hodinovych rucicek

o ... rotace o 180° kolem osy z = x po sméru hodinovych rucicek
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Dvé zakladni rotace

T ... rotace o 120° kolem osy z po sméru hodinovych rucicek

o ... rotace o 180° kolem osy z = x po sméru hodinovych rucicek
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Kombinace rotaci
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Kombinace rotaci

Uvazujeme vsechny mozné kombinace zéakladnich rotaci.
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Kombinace rotaci

Uvazujeme vsechny mozné kombinace zéakladnich rotaci.

Priklady:
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Kombinace rotaci

Uvazujeme vsechny mozné kombinace zéakladnich rotaci.

Priklady:

e 77 = 72 ... rotace o 240° kolem osy z po sméru hodinovych

rucicek
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Kombinace rotaci

Uvazujeme vsechny mozné kombinace zéakladnich rotaci.

Priklady:

e 77 = 72 ... rotace o 240° kolem osy z po sméru hodinovych
rucicek

e 00 = 02 ... rotace 0 360° kolem osy z — x po sméru hodinovych
rucicek
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Kombinace rotaci

Uvazujeme vsechny mozné kombinace zéakladnich rotaci.

Priklady:

e 77 = 72 ... rotace o 240° kolem osy z po sméru hodinovych
rucicek

e 00 = 02 ... rotace 0 360° kolem osy z — x po sméru hodinovych
rucicek

tj. nestane se nic
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Vztahy mezi rotacemi
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Vztahy mezi rotacemi

Identickou rotaci / nazyvame rotaci, pfi niz se poloha bodii
nemeni.
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Vztahy mezi rotacemi

Identickou rotaci / nazyvame rotaci, pfi niz se poloha bodii
nemeni.

Priklady vztahii:
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Vztahy mezi rotacemi

Identickou rotaci / nazyvame rotaci, pfi niz se poloha bodii
nemeni.

Priklady vztahii:

lo=0cl=0, It=71l=1

ol=73=1

= r=llr=r

0372 = 3r0%01? = ItloT = 1072
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Vztahy mezi rotacemi

Identickou rotaci / nazyvame rotaci, pfi niz se poloha bodii
nemeni.

Priklady vztahii:

lo=0cl=0, It=71l=1

ol=73=1

= r=llr=r

0372 = 3r0%01? = ItloT = 1072

Pozorovani: Kazda rotace je slozenim konecné posloupnosti

zékladnich rotaci T, T2, o.
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Délka rotace

Délkou rotace nazyvame pocet symbold v definici rotace v
zakladnim tvaru.
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Délka rotace

Délkou rotace nazyvame pocet symbold v definici rotace v
zakladnim tvaru.

Priklady
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Délka rotace

Délkou rotace nazyvame pocet symbold v definici rotace v
zakladnim tvaru.

Priklady

e | ma délku 0;

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Hrasek a slunicko aneb Jak pohnevat verejnost matematiko



Délka rotace

Délkou rotace nazyvame pocet symbold v definici rotace v
zakladnim tvaru.

Priklady
e | ma délku 0;

e 07207 ma délku 4.
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mnozinu vsech rotaci na sfére oznaéime G
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mnozinu vsech rotaci na sfére oznaéime G

Potom plati:
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mnozinu vsech rotaci na sfére oznacéime G
Potom plati:

e G je grupa
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mnozinu vsech rotaci na sféfe oznacime G
Potom plati:
e G je grupa

e Kazda rotace z G ma jednoznacnou reprezentaci v zékladnim
tvaru.
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Rozklad grupy G
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Rozklad grupy G

Grupu G rozlozime na tfi Casti:
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Rozklad grupy G

Grupu G rozlozime na tfi Casti:

G=GUGUG;s
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Algoritmus rozkladu
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Algoritmus rozkladu

If 2eG, If o If wved

[f the leftmost character assign assign assign
ofistort’ oo oG, oo to G, oo to G,

en assign assign

to to G, 10 to G, 10 to G,

If the leftmost character
ofnis o

assign as assign

T'a to G, t’a to G, o to G,
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[lustrace rozkladu
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[lustrace rozkladu

Stroj Roberta Frenche:
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[lustrace rozkladu

Stroj Roberta Frenche:
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Vztahy mezi tfidami
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Vztahy mezi tridami

Pozorovani: provedeme-li T na rotaci z Gy, dostaneme rotaci z Gp.
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Vztahy mezi tridami

Pozorovani: provedeme-li T na rotaci z Gy, dostaneme rotaci z Gp.

Plati to ale i naopak!
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Vztahy mezi tridami

Pozorovani: provedeme-li T na rotaci z Gy, dostaneme rotaci z Gp.
Plati to ale i naopak!

Kazda rotace v G, je tohoto tvaru.
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Vztahy mezi tridami

Pozorovani: provedeme-li T na rotaci z Gy, dostaneme rotaci z Gp.
Plati to ale i naopak!
Kazda rotace v G, je tohoto tvaru.

Tento fakt zapiseme ve formé identity
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Vztahy mezi tridami

Pozorovani: provedeme-li T na rotaci z Gy, dostaneme rotaci z Gp.
Plati to ale i naopak!
Kazda rotace v G, je tohoto tvaru.

Tento fakt zapiseme ve formé identity

7 G = Go.
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Vztahy mezi tfidami — souhrn
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Vztahy mezi tfidami — souhrn

Obdobné dostaneme dalsi vztahy.
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Vztahy mezi tfidami — souhrn

Obdobné dostaneme dalsi vztahy.

7 Gy = Go
2 G = G3
o Gy = G U Gs.
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Druhy krok — rozklad sféry
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Druhy krok — rozklad sféry

Kazda rotace ma dva pély.
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Druhy krok — rozklad sféry

Kazda rotace ma dva pély.

Pél je bod, ktery se pfi dané rotaci neméni.
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Druhy krok — rozklad sféry

Kazda rotace ma dva pély.
Pél je bod, ktery se pfi dané rotaci neméni.

Rotaci je spocetné mnoho, tedy také poli je spocetné mnoho.

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Hrasek a slunicko aneb Jak pohnevat verejnost matematiko



Druhy krok — rozklad sféry

Kazda rotace ma dva pély.
Pél je bod, ktery se pfi dané rotaci neméni.
Rotaci je spocetné mnoho, tedy také poli je spocetné mnoho.

Ozna¢ime P mnozinu viech péli viech rotaci.
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Druhy krok — rozklad sféry

Kazda rotace ma dva pély.

Pél je bod, ktery se pfi dané rotaci neméni.

Rotaci je spocetné mnoho, tedy také poli je spocetné mnoho.
Ozna¢ime P mnozinu viech péli viech rotaci.

Pak P je spocetna.
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Druhy krok — rozklad sféry

Kazda rotace ma dva pély.

Pél je bod, ktery se pfi dané rotaci neméni.

Rotaci je spocetné mnoho, tedy také poli je spocetné mnoho.
Ozna¢ime P mnozinu viech péli viech rotaci.

Pak P je spocetna.

Mnozinu P nechame stranou a vénujeme se zbytku S\ P.
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Rozklad mnoziny S\ P na orbity
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Rozklad mnoziny S\ P na orbity

Mnozinu S \ P rozlozime na tridy ekvivalence.
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Rozklad mnoziny S\ P na orbity

Mnozinu S \ P rozlozime na tridy ekvivalence.

Do jedné tridy patfi body, které |ze spojit néjakou rotaci z G.
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Rozklad mnoziny S\ P na orbity

Mnozinu S \ P rozlozime na tridy ekvivalence.
Do jedné tridy patfi body, které |ze spojit néjakou rotaci z G.

Tyto tfidy nazyvame orbity.
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Rozklad mnoziny S\ P na orbity

Mnozinu S \ P rozlozime na tridy ekvivalence.
Do jedné tridy patfi body, které |ze spojit néjakou rotaci z G.
Tyto tfidy nazyvame orbity.

Kazdy bod z S\ P patfi pravé do jedné orbity.
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Rozklad mnoziny S\ P na orbity

Mnozinu S \ P rozlozime na tridy ekvivalence.

Do jedné tridy patfi body, které |ze spojit néjakou rotaci z G.
Tyto tfidy nazyvame orbity.

Kazdy bod z S\ P patfi pravé do jedné orbity.

Kazda orbita je spocetna.
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Rozklad mnoziny S\ P na orbity

Mnozinu S \ P rozlozime na tridy ekvivalence.

Do jedné tridy patfi body, které |ze spojit néjakou rotaci z G.
Tyto tfidy nazyvame orbity.

Kazdy bod z S\ P patfi pravé do jedné orbity.

Kazda orbita je spocetna.

A pochopitelné jich je nespocetné mnoho.
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Nadesla chvile axiomu vybéru!
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Nadesla chvile axiomu vybéru!

Stvofime vybérovou mnozinu C, ktera obsahuje pravé jeden bod z
kazdé orbity.
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Nadesla chvile axiomu vybéru!

Stvofime vybérovou mnozinu C, ktera obsahuje pravé jeden bod z
kazdé orbity.

Pak
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Nadesla chvile axiomu vybéru!

Stvofime vybérovou mnozinu C, ktera obsahuje pravé jeden bod z
kazdé orbity.

Pak

e C je nespocetna
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Nadesla chvile axiomu vybéru!

Stvofime vybérovou mnozinu C, ktera obsahuje pravé jeden bod z
kazdé orbity.

Pak
e C je nespocetna

e CNP=10
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Nadesla chvile axiomu vybéru!

Stvofime vybérovou mnozinu C, ktera obsahuje pravé jeden bod z
kazdé orbity.

Pak
e C je nespocetna
e CNP=1(

e zadné dva body z C nelze spojit zadnou rotaci z G

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Hrasek a slunicko aneb Jak pohnevat verejnost matematiko



Nadesla chvile axiomu vybéru!

Stvofime vybérovou mnozinu C, ktera obsahuje pravé jeden bod z
kazdé orbity.

Pak

e C je nespocetna

e CNP=1(

e zadné dva body z C nelze spojit zadnou rotaci z G

e do kazdého bodu z S\ P se Ize dostat z néjakého bodu z C
néjakou rotaci z G.
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Rozklad sféry
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Rozklad sféry

Definujeme
Ki = G C
Ky, = G,C
K; = G3C.
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Rozklad sféry

Definujeme
Ki= G C
Ky, = G, C
K; = G3C.
Pak

S=PUK; UK, U Ks.

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Hrasek a slunicko aneb Jak pohnevat verejnost matematiko



Vztahy mezi tfidami K1, K>, K3
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Vztahy mezi tfidami K1, K>, K3

Rotaci 7 se dostaneme z kteréhokoli bodu z K7 do néjakého bodu z
Ks.
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Vztahy mezi tfidami K1, K>, K3

Rotaci 7 se dostaneme z kteréhokoli bodu z K7 do néjakého bodu z
Ks.

A vsechny body z K takto vycerpamel!
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Vztahy mezi tfidami K1, K>, K3

Rotaci 7 se dostaneme z kteréhokoli bodu z K7 do néjakého bodu z
Ks.

A vsechny body z K takto vycerpamel!

Tedy K1 a Ko jsou kongruentni tj. Ky ~ K>!
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Vztahy mezi tfidami K1, K>, K3

Rotaci 7 se dostaneme z kteréhokoli bodu z K7 do néjakého bodu z
Ks.

A vsechny body z K takto vycerpamel!
Tedy K1 a Ko jsou kongruentni tj. Ky ~ K>!

Obdobné: Ki ~ K3 (pomoci rotace 72)
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Vztahy mezi tfidami K1, K>, K3

Rotaci 7 se dostaneme z kteréhokoli bodu z K7 do néjakého bodu z
Ks.

A vsechny body z K takto vycerpamel!
Tedy K1 a Ko jsou kongruentni tj. Ky ~ K>!
Obdobné: Ki ~ K3 (pomoci rotace 72)

a K1 =~ K> U K3 (pomoci rotace o).
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Vztahy mezi tfidami K1, K>, K3

Rotaci 7 se dostaneme z kteréhokoli bodu z K7 do néjakého bodu z
Ks.

A vsechny body z K, takto vycerpame!
Tedy K1 a Ko jsou kongruentni tj. Ky ~ K>!
Obdobné: Kj ~ K3 (pomoci rotace 72)

a K1 =~ K> U K3 (pomoci rotace o).

Celkem:
Ki~ K, ~ K3~ Ky U K3.
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Hausdorffév paradox
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Hausdorffév paradox

Téz paradox tretiny a poloviny:
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Hausdorffév paradox

Téz paradox tretiny a poloviny:

Skoro K = K1 U K> U K3 (az na pdly, ale téch je malo).
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Hausdorffév paradox

Téz paradox tretiny a poloviny:
Skoro K = K1 U K> U K3 (az na pdly, ale téch je malo).

Tedy K je kongruentni své skorotretiné.
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Hausdorffév paradox

Téz paradox tretiny a poloviny:
Skoro K = K1 U K> U K3 (az na pdly, ale téch je malo).
Tedy K je kongruentni své skorotretiné.

Zaroven je ale K kongruentni své skoropoloviné.
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Pozor, blizi se klicovy krok!
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Pozor, blizi se klicovy krok!

Mnozinu K> U K3 pouzijeme jako rozkladovy vzor.
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Pozor, blizi se klicovy krok!

Mnozinu K> U K3 pouzijeme jako rozkladovy vzor.

S jeji pomoci rozlozime kazdou z K7, K> a K3 na dvé Easti.
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Pozor, blizi se klicovy krok!

Mnozinu K> U K3 pouzijeme jako rozkladovy vzor.
S jeji pomoci rozlozime kazdou z K7, K> a K3 na dvé Easti.

Jedna bude kongruentni K> a druha Kj.
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Pozor, blizi se klicovy krok!

Mnozinu K> U K3 pouzijeme jako rozkladovy vzor.
S jeji pomoci rozlozime kazdou z K7, K> a K3 na dvé Easti.

Jedna bude kongruentni K> a druha Kj.
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A jsme skoro hotovi

Tim jsme rozlozili mnozinu S\ P na Sest ¢asti, z nichz kazda je
kongruentni bud K3 nebo Kj.
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A jsme skoro hotovi

Tim jsme rozlozili mnozinu S\ P na Sest ¢asti, z nichz kazda je
kongruentni bud K3 nebo Kj.

Vezmeme vzdy tfi a tfi a deklarujeme kongruenci mnozinam Ki, K>
a K3.
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A jsme skoro hotovi

Tim jsme rozlozili mnozinu S\ P na Sest ¢asti, z nichz kazda je
kongruentni bud K3 nebo Kj.

Vezmeme vzdy tfi a tfi a deklarujeme kongruenci mnozinam Ki, K>
a K3.

Tim ziskdame dvé identické kongruentni kopie S\ P, jejichz
sjednocenim je ale opét S\ P.

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Hrasek a slunicko aneb Jak pohnevat verejnost matematiko



A jsme skoro hotovi

Tim jsme rozlozili mnozinu S\ P na Sest Casti, z nichz kazda je
kongruentni bud K, nebo Kj.

Vezmeme vzdy tfi a tfi a deklarujeme kongruenci mnozinam Ki, K>
a K3.

Tim ziskdame dvé identické kongruentni kopie S\ P, jejichz
sjednocenim je ale opét S\ P.
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Zbyva zbavit se pdlii.
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Zbyva zbavit se pdlii.

Na to ale staci posun z nekonecna.
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Zbyva zbavit se pdlii.

Na to ale staci posun z nekonecna.
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Treti krok — mentalni antianorexie
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Treti krok — mentalni antianorexie

Odbydeme to obrazkem!
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Treti krok — mentalni antianorexie

Odbydeme to obrazkem!

(Tezké matiky uz bylo dost.)
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Treti krok — mentalni antianorexie

Odbydeme to obrazkem!

(Tezké matiky uz bylo dost.)
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Treti krok — mentalni antianorexie

Odbydeme to obrazkem!

(Tezké matiky uz bylo dost.)

Diru v poc¢atku zaplnime posunem z nekoneéna.
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Je ¢as na oslavy!
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Je ¢as na oslavy!

No vidite, dokazali jsme to!
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Je ¢as na oslavy!

No vidite, dokazali jsme to!

Dokazali jsme duplikacni verzi Banachovy—Tarského vety.
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Je ¢as na oslavy!

No vidite, dokazali jsme to!
Dokazali jsme duplikacni verzi Banachovy—Tarského vety.

Dokazali jsme néco, co odporuje zdravému rozumul!
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Je ¢as na oslavy!

No vidite, dokazali jsme to!
Dokazali jsme duplikacni verzi Banachovy—Tarského vety.
Dokazali jsme néco, co odporuje zdravému rozumul!

K tomu musime zaujmout nejaké stanovisko.
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Jak chapat Banachovu-Tarského vétu?
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Jak chapat Banachovu-Tarského vétu?

Moznost 1: exemplarné ji zavrhnout jakozto zjevny naprosty
nesmysl.
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Jak chapat Banachovu-Tarského vétu?

Moznost 1: exemplarné ji zavrhnout jakozto zjevny naprosty
nesmysl.

Dobre, ale pak musime zavrhnout axiom vybéru.

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Hrasek a slunicko aneb Jak pohnevat verejnost matematiko



Jak chapat Banachovu-Tarského vétu?

Moznost 1: exemplarné ji zavrhnout jakozto zjevny naprosty
nesmysl.

Dobre, ale pak musime zavrhnout axiom vybéru.

A rozloudit se s rozsahlymi partiemi nadherné matematiky.
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Jak chapat Banachovu-Tarského vétu?

Moznost 1: exemplarné ji zavrhnout jakozto zjevny naprosty
nesmysl.

Dobre, ale pak musime zavrhnout axiom vybéru.
A rozloudit se s rozsahlymi partiemi nadherné matematiky.

Moznost 2: prijmout bez vyhrad a bez dalsi interpretace.
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Jak chapat Banachovu-Tarského vétu?

Moznost 1: exemplarné ji zavrhnout jakozto zjevny naprosty
nesmysl.

Dobre, ale pak musime zavrhnout axiom vybéru.
A rozloudit se s rozsahlymi partiemi nadherné matematiky.
Moznost 2: prijmout bez vyhrad a bez dalsi interpretace.

Pak zase ale musime zaéit zdvojovat hmotu.
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Nastésti je tu jesté jedna moznost
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Nastésti je tu jesté jedna moznost

Moznost 3: uvédomit si, Ze jde (pouze) o matematickou vétu.
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Nastésti je tu jesté jedna moznost

Moznost 3: uvédomit si, Ze jde (pouze) o matematickou vétu.

V Zermelo-Frankelové axomatickém systému toto tvrzeni plati,
pfijmeme-li axiom vybéru.
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Nastésti je tu jesté jedna moznost

Moznost 3: uvédomit si, Ze jde (pouze) o matematickou vétu.

V Zermelo-Frankelové axomatickém systému toto tvrzeni plati,
pfijmeme-li axiom vybéru.

Axiom vybeéru je matematicky axiom, nikoli fyzikalni!
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Nastésti je tu jesté jedna moznost

Moznost 3: uvédomit si, Ze jde (pouze) o matematickou vétu.

V Zermelo-Frankelové axomatickém systému toto tvrzeni plati,
pfijmeme-li axiom vybéru.

Axiom vybeéru je matematicky axiom, nikoli fyzikalni!

Celé je to mozné jediné diky tomu, ze pracujeme s mnozinami,
které nemaji objem.
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Nastésti je tu jesté jedna moznost

Moznost 3: uvédomit si, Ze jde (pouze) o matematickou vétu.

V Zermelo-Frankelové axomatickém systému toto tvrzeni plati,
pfijmeme-li axiom vybéru.

Axiom vybeéru je matematicky axiom, nikoli fyzikalni!

Celé je to mozné jediné diky tomu, ze pracujeme s mnozinami,
které nemaji objem.

Zdvojovat hmotu tedy asi nebudeme.
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Nastésti je tu jesté jedna moznost

Moznost 3: uvédomit si, Ze jde (pouze) o matematickou vétu.

V Zermelo-Frankelové axomatickém systému toto tvrzeni plati,
pfijmeme-li axiom vybéru.

Axiom vybeéru je matematicky axiom, nikoli fyzikalni!

Celé je to mozné jediné diky tomu, ze pracujeme s mnozinami,
které nemaji objem.

Zdvojovat hmotu tedy asi nebudeme.

Ale na ten matfyz se prihlaste.
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The last slide
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The last slide
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