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Věta. (AG nerovnost)

Pro každou n-tici kladných reálných č́ısel x1, x2, ... xn plat́ı

n
1
x1

+ 1
x2

+ · · ·+ 1
xn

≤ n
√

x1x2 · · · xn ≤
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
,

p̌ričemž (v každé z nerovnost́ı) rovnost nastane právě tehdy, je-li

x1 = x2 = · · · = xn.

n
1
x1

+ 1
x2

+···+ 1
xn

... harmonický pr̊uměr,

n
√

x1x2 · · · xn ... geometrický pr̊uměr,

x1+x2+···+xn
n

... aritmetický pr̊uměr.
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Důkaz AG nerovnosti (A.L.Cauchy, 1820)

Tvrzeńı žrejmě plat́ı pro n = 2, protože

√
x1x2 ≤

x1 + x2

2
⇔ 4x1x2 ≤ x2

1 + 2x1x2 + x2
2 ⇔ 0 ≤ (x1 − x2)2.

Ukažme, že plat́ı-li tvrzeńı pro nějaké n ∈ N, plat́ı i pro 2n, tj. ukažme

∀x1, x2, ... , xn > 0 : n
√
x1x2 · · · xn ≤

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

⇓

∀y1, y2, ... , y2n > 0 : 2n
√
y1y2 · · · y2n ≤

y1 + y2 + · · ·+ y2n

2n
.
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2n
√
y1y2 · · · y2n =

√
n
√
y1y2 · · · yn · n

√
yn+1yn+2 · · · y2n ≤

≤
√

y1 + y2 + · · ·+ yn
n

· yn+1 + yn+2 + · · ·+ y2n

n
≤

≤
y1+y2+···+yn

n + yn+1+yn+2+···+y2n

n

2
=

=
y1 + y2 + · · ·+ y2n

2n
.

Takže už máme dokázáno, že AG nerovnost plat́ı pro každou n-tici kladných č́ısel,
kde

n ∈ {2, 4, 8, 16, 32, 64, ...}.
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Uvědomme si, že k dokončeńı důkazu stač́ı dokázat, že
plat́ı-li tvrzeńı pro n + 1 ∈ N, plat́ı i pro n, tzn.

∀x1, x2, ... , xn+1 > 0 : n+1
√
x1x2 · · · xn+1 ≤

x1 + x2 + · · ·+ xn+1

n + 1

⇓

∀y1, y2, ... , yn > 0 : n
√
y1y2 · · · yn ≤

y1 + y2 + · · ·+ yn
n

.

Bud’ y1, y2, ... , yn > 0 dáno. Volme

x1 := y1, x2 := y2, ... , xn := yn, xn+1 :=
y1 + y2 + · · ·+ yn

n
.

Pak

n+1
√
x1x2 · · · xn+1 ≤

y1 + y2 + · · ·+ yn + y1+y2+···+yn
n

n + 1
=

y1 + y2 + · · ·+ yn
n

.
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n+1
√
x1x2 · · · xn+1 ≤

y1 + y2 + · · ·+ yn + y1+y2+···+yn
n

n + 1
=

y1 + y2 + · · ·+ yn
n

.

Odtud

y1y2 · · · yn ·
y1 + y2 + · · ·+ yn

n
≤
(
y1 + y2 + · · ·+ yn

n

)n+1

,

a proto

n
√
y1y2 · · · yn ≤

y1 + y2 + · · ·+ yn
n

.

�
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AG nerovnost.

Vánočńı problém.

Vánočńı problém. Z kartónu tvaru čtverce o straně a (cm) chceme vysťrihnout
čty̌ri čtverce o straně b (cm) uḿıstěné v roźıch tak, aby krabice (bez v́ıka) složená
ze zbytku kartónu měla maximálńı objem. Jak velké b máme zvolit?

Máme vlastně zjistit, pro jaká b ∈ (0, a
2 ) je V (b) := (a− 2b)2b nejvěťśı.

∀b ∈
(

0,
a

2

)
: V (b) =

1

4
(a−2b)2(4b)≤ 1

4

(
a− 2b + a− 2b + 4b

3

)3

=
1

4

(
2a

3

)3

,

p̌ričemž rovnost nastane p̌ri a− 2b = 4b, tj. pro b = a
6 .

Závěr. Složená krabice bude ḿıt nejvěťśı objem
(
a to 2

27a
3 (cm3)

)
, odsťrihneme-li

čtverečky o straně b = a
6 (cm).
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Vánočńı problém.

Domáćı úkol 1. Zjistěte (pomoćı AG nerovnosti), jak velké čtverečky (o straně
c cm) muśıte vysťrihnout z kartónu tvaru obdélńıku o stranách 15 cm a 7 cm, aby
krabice složená ze zbytku kartónu měla maximálńı objem.
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e = 2.7182818284590452353602874713526625...

Pozorováńı. Uvažujme posloupnosti

an :=

(
1 +

1

n

)n

.

Pak pro každé n ∈ N plat́ı

an =
(
1 + 1

n

)n · 1 < ( n(1+ 1
n )+1

n+1

)n+1

=
(

1 + 1
n+1

)n+1

= an+1,

tzn. že posloupnost {an}∞n=1 je rostoućı. Dá se dokázat, že

lim
n→∞

an = e = 2.7182818284590452353602874713526625...

Domáćı úkol 2. Dokažte, že posloupnost

bn :=

(
1 +

1

n

)n+1

je klesaj́ıćı.
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?

Domáćı úkol 3. Rozhodněte, které z č́ısel

eπ, πe

je věťśı.
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