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Formulace problému

Uvazujme posloupnost {a(n)}52; a definujme posloupnost {b(n)}5°; jejich
»Casteénych souctl” predpisem

b(n) =" a(d).

d|n
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Formulace problému

Uvazujme posloupnost {a(n)}52; a definujme posloupnost {b(n)}5°; jejich
»Casteénych souctl” predpisem

b(n) =" a(d).

d|n

Ve vyse uvedené sumé scCitame pres vSechny kladné délitele cisla n.
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Formulace problému

Uvazujme posloupnost {a(n)}52; a definujme posloupnost {b(n)}5°; jejich
»Casteénych souctl” predpisem

b(n) =" a(d).

d|n
Ve vyse uvedené sumé scCitame pres vSechny kladné délitele cisla n. J
Napriklad
b(20) = a(1) + a(2) + a(4) + a(5) + a(10) + a(20). J
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Formulace problému

Uvazujme posloupnost {a(n)}52; a definujme posloupnost {b(n)}5°; jejich
»Casteénych souctl” predpisem

b(n) =" a(d).

d|n
Ve vyse uvedené sumé scCitame pres vSechny kladné délitele cisla n. J
Napriklad
b(20) = a(1) + a(2) + a(4) + a(5) + a(10) + a(20). J

Problém.

Pro kazdé n € N bychom chtéli zpétné vyjadfit a(n) pomoci &isel b(1), b(2),.. ..

Petr Vodstr&il (VSB-TU Ostrava) Mébiova inverzni formule 20.6.-22.6.2018



~ -~ _

— —~ o

O (o) i

~ ~ ~

T ()] T
% %=
—~ —~ —~ —~ —~
< 3] < O 1o
~—~ ~ — — —
T T U @ @
T

o T on e e e e e

Y~ Y N~ Y — — ~— ~— —

e N N N T N N s e T

Y N N N N N ' ~— — —

e s Ton s on on ek Toon en s

o
>
g
k3
(o]
=)
i
m
0N
2
2
k)
3
>
=1
©
a

Y N N N N Y ~— ~— ~—

b

b

b

b

b

b

b

b

b
b(10




a(1) = b(1),
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b(2) - b(1),
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Dirichletav soucin %

Pro dvé posloupnosti u = {u(n)}2; a v = {v(n)}52; bude symbol u* v
(Dirichletiv soucin) predstavovat posloupnost

(uxv)(n) d:efz u(4)v(d)

d|n
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Dirichletav soucin %

Pro dvé posloupnosti u = {u(n)}2; a v = {v(n)}52; bude symbol u* v
(Dirichletiv soucin) predstavovat posloupnost

(uxv)(n) d:efz u(g) v(d) = Z u(d)v(ﬁ)

d|n d|n
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Dirichletav soucin %

Pro dvé posloupnosti u = {u(n)}2; a v = {v(n)}52; bude symbol u* v
(Dirichletiv soucin) predstavovat posloupnost

(ux)(n) E u(2)v(d) = Y u(d)v(z) = Y uldi)v(dy).

d|n d|n didr=n
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Dirichletav soucin %

Pro dvé posloupnosti u = {u(n)}5; a v ={v(n)}32, bude symbol u* v
(Dirichletiv soucin) predstavovat posloupnost

(ux)(n) E u(2)v(d) = Y u(d)v(z) = Y uldi)v(dy).

d|n d|n dido=n

Operace * je zfejm& komutativni (rovnost >_ u(4)v(d) = > u(d)v(4)) a neni
d|n d|n

obtizné ukazat i jeji asociativitu
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Dirichletav soucin %

Pro dvé posloupnosti u = {u(n)}5; a v ={v(n)}32, bude symbol u* v
(Dirichletiv soucin) predstavovat posloupnost

(ux)(n) E u(2)v(d) = Y u(d)v(z) = Y uldi)v(dy).

d|n d|n dido=n

Operace * je zfejm& komutativni (rovnost >_ u(4)v(d) = > u(d)v(4)) a neni
d|n d|n

obtizné ukazat i jeji asociativitu, nebot

[(rv)emwl(n) = 37 (urv)(do)w(ds) = 3 [( > u(dl)v(d2)> w(dg)] -

d0d3:n d0d3:n d1d2:d0

= Z Z u(dl)V(dz)W(d3)‘| = Z u(dl)V(dz)W(d3)

dods=n Ldidr=dy didhds=n

20.6.-22.6. 2018

Petr Vodstr&il (VSB-TU Ostrava) Mébiova inverzni formule



Dirichletav soucin %

Pro dvé posloupnosti u = {u(n)}5; a v ={v(n)}32, bude symbol u* v
(Dirichletiv soucin) predstavovat posloupnost

(ux)(n) E u(2)v(d) = Y u(d)v(z) = Y uldi)v(dy).

d|n d|n dido=n

Pozndmka.
Operace * je zfejm& komutativni (rovnost >_ u(4)v(d) = > u(d)v(4)) a neni
d|n d|n

obtizné ukazat i jeji asociativitu, nebot

[(rv)emwl(n) = 37 (urv)(do)w(ds) = 3 [( > u(dl)v(d2)> w(dg)] -

d0d3:n d0d3:n d1d2:d0

= Z Z u(dl)v(dz)w(d3)‘| = Z u(di)v(da)w(ds) = - - - = [ux(vaw)](n).

dods=n Ldidr=dy didhds=n

20.6.-22.6. 2018
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(x)(n) = Su(Dv(e) = T uldv(5) = 5 u(ch)v(e)

|n didr=n

Necht 1 predstavuje posloupnost samych jednicek, tj 1(n) = 1 pro kaZdé n € N.
Pak (1 x1)(n) je
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(x)(n) = Su(Dv(e) = T uldv(5) = 5 u(ch)v(e)

|n didr=n

Necht 1 predstavuje posloupnost samych jednicek, tj 1(n) = 1 pro kaZdé n € N.
Pak (1 x1)(n) je pocet vsech kladnych délitelii &isla n.
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(uxv)(n) = dz: u(4)v(d) = % u(d)v(5) = > u(di)v(dr)

|n didr=n

Priklad.

Necht 1 predstavuje posloupnost samych jednicek, tj 1(n) = 1 pro kaZdé n € N.
Pak (1 x1)(n) je pocet vsech kladnych délitelii &isla n.

Poznamka.

| A

Neutrdlnim prvkem operace * je posloupnost e = (1,0,0,0,0,0,...), nebot pro
kazdou posloupnost u plati ux e = u.
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(uxv)(n) = dZ: u(4)v(d) = dz‘: u(d)v(g) = > u(di)v(d)

|n didr=n

Necht 1 pfedstavuje posloupnost samych jednicek, tj 1(n) = 1 pro kaZdé n € N.
Pak (1 x1)(n) je pocet vsech kladnych délitelii &isla n.

Poznamka.

Neutrdlnim prvkem operace * je posloupnost e = (1,0,0,0,0,0,...), nebot pro
kazdou posloupnost u plati ux e = u.

Poznamka.

| \

Uvédomme si, Ze vztah mezi posloupnosti a = {a(n)}5°; a posloupnosti jejich
oo

~CasteCnych souctl” b= {b(n)}s2; = { > a(d)} |ze zapsat pomoci
n=1

operace * jako

\

Petr Vodstr&il (VSB-TU Ostrava) Mébiova inverzni formule 20.6.-22.6.2018
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Mébiovou funkei p: N — {—1,0,1} rozumime funkci definovanou ndsledovné:

o u(1) ¥,

Petr Vodstr&il (VSB-TU Ostrava) Mébiova inverzni formule



Mobiova funkce

Mébiovou funkei p: N — {—1,0,1} rozumime funkci definovanou ndsledovné:

o u(1) ¥,

@ pron €N, n> 2, uvazujme rozklad cisla n na prvocinitele, tzn.
n=pps?...p.%, kde p1,p2, ..., Pk jsou vzdjemné riznd prvocisla a

a1, qp,...,ax €N, a definujme

0, existuje-lii € {1,2,... k} takové, Ze o; > 1.

def{(—l)k, Je-liog ==+ =ax =1,

Petr Vodstr&il (VSB-TU Ostrava) Mébiova inverzni formule 20.6.-22.6.2018



Mobiova funkce

Mébiovou funkei p: N — {—1,0,1} rozumime funkci definovanou ndsledovné:

o u(1) ¥,

@ pron €N, n> 2, uvaZujme rozklad &sla n na prvocinitele, tzn.
l
n=p'py*...p*, kde pi,po, ..., pk jsou vzajemné rizna prvocisla a

1,00, ...,0 €N, a definujme

def | (=K, Jedlioy=ar = =a,=1,
0, existuje-lii € {1,2, ..., k} takové, ze a; > 1.

v

Priklad.

u(10) = p(2-5) = (-1)* =1,

Petr Vodstr&il (VSB-TU Ostrava) Mébiova inverzni formule 20.6.-22.6.2018



Mobiova funkce

Mébiovou funkei p: N — {—1,0,1} rozumime funkci definovanou ndsledovné:

o u(1) ¥,

@ pron €N, n> 2, uvaZujme rozklad &sla n na prvocinitele, tzn.
l
n=p'py*...p*, kde pi,po, ..., pk jsou vzajemné rizna prvocisla a

1,00, ...,0 €N, a definujme

def | (=K, Jedlioy=ar = =a,=1,
0, existuje-lii € {1,2, ..., k} takové, ze a; > 1.

v

Priklad.

p(10) = pu(2-5) = (<12 =1, u(20) = u(2*-5) =0,
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Mobiova funkce

Mébiovou funkei p: N — {—1,0,1} rozumime funkci definovanou ndsledovné:

o u(1) ¥,

@ pron €N, n> 2, uvaZujme rozklad &sla n na prvocinitele, tzn.
l
n=p'py*...p*, kde pi,po, ..., pk jsou vzajemné rizna prvocisla a

1,00, ...,0 €N, a definujme

def | (=K, Jedlioy=ar = =a,=1,
0, existuje-lii € {1,2, ..., k} takové, ze a; > 1.

v

Priklad.

p(10) = pu(2-5) = (<12 =1, u(20) = u(2*-5) =0,

u(30) = p(2-3-5) = (-1° = -1.

Petr Vodstr&il (VSB-TU Ostrava) Mébiova inverzni formule 20.6.-22.6.2018



Nyni dokazeme jednu dileZitou vlastnost Mobiovy funkce . )

Plati 1% = e,
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Nyni dokazeme jednu dileZitou vlastnost Mobiovy funkce . )

Plati 1% u = e, tzn.

_J1, pron=1,
Z“(d)_{o pron e N\ {1}.

d|n ?

Petr Vodstr&il (VSB-TU Ostrava) Mébiova inverzni formule 20.6.-22.6. 2018 7/ 24



Nyni dokazeme jednu dileZitou vlastnost Mobiovy funkce . J

Plati 1% u = e, tzn.

_J1, pron=1,
Z“(d)_{o, pron € N\ {1}.

d|n

Diikaz.
Pfipad n =1 je trividlni, nebot p(1) = 1.
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Nyni dokazeme jednu dileZitou vlastnost Mobiovy funkce . J

Plati 1% u = e, tzn.

_J1, pron=1,
Z“(d)_{o pron € N\ {1}.

d|n ?

Diikaz.
Pfipad n =1 je trividlni, nebot p(1) = 1.

a1 O

Predpokladejme, ze n € N, n> 2, n= p{"'p5? ... p* (rozklad na prvolinitele).
Z definice Mobiovy funkce
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Nyni dokazeme jednu dileZitou vlastnost Mobiovy funkce . J

Plati 1% u = e, tzn.

_J1, pron=1,
Z“(d)_{o pron € N\ {1}.

d|n ?

Diikaz.
Pfipad n =1 je trividlni, nebot p(1) = 1.

Predpokladejme, ze n € N, n> 2, n= p{"'p5? ... p* (rozklad na prvolinitele).
Z definice Mobiovy funkce a z binomické véty pak dostaneme

Su@ =1 () +(5) =+ cv(;) =a-1t =0

coz jsme chtéli dokazat. O

7/ 24
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Mobiova inverzni formule

Necht {a(n)}52; a {b(n)}22, jsou dvé posloupnosti spliiujici vztah

(VneN): b(n) = Z a(d).

d|n
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Mobiova inverzni formule

Necht {a(n)}52; a {b(n)}22, jsou dvé posloupnosti spliiujici vztah

(VneN): b(n) = Z a(d).

d|n

Pak plati
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Mobiova inverzni formule

Necht {a(n) °, a{b(n)}52; jsou dvé posloupnosti splfiujici vztah

(VneN): b(n) = a(d).

d|n

Pak plati
(Vn € N) => b(2)p

Poznamka

N
| \

Napriklad plati, ze

a(12) = b(12)p(1) + b(6)14(2) + b(4)(3) + b(3)11(4) + b(2)1(6) + b(1)u(12)
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Mobiova inverzni formule

Necht {a(n)}52, a {b(n)}52, jsou dvé posloupnosti splriujici vztah

(VneN): b(n) = a(d).

Pak plati
(VneN): a(n) =" b(5)u(d).

Poznamka.

Napriklad plati, ze

a(12) = b(12)p(1) + b(6)1(2) + b(4)u(3) + b(3)11(4) + b(2)u(6) + b(1)p(12) =
= b(12) - 1+ b(6) - (—1) + b(4) - (=1) + b(3) - 0 + b(2) - 1 + b(1) - 0
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Mobiova inverzni formule

Necht {a(n)}52, a {b(n)}52, jsou dvé posloupnosti splriujici vztah

(VneN): b(n) = a(d).

Pak plati

Poznamka.

Napriklad plati, ze
a(12) = b(12)p(1) + b(6)1(2) + b(4)1(3) + b(3)4(4) + b(2)(6) + b(1)(12) =
=b(12) -1+ b(6) - (—1) + b(4) - (1) + b(3) -0+ b(2) -1+ b(1) -0 =
= b(12) — b(6) — b(4) + b(2).
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Diikaz Mobiovy inverzni formule  (Pamatujme, 7e 1% =e.)

(VYneN): b(n) = Z a(d) = (YneN): a(n) = Z b(%)u(d)

d|n d|n
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Diikaz Mobiovy inverzni formule  (Pamatujme, 7e 1% =e.)

(VYneN): b(n) = Za(d) = (YneN): a(n) = Z b(%)u(d)

d|n d|n

Diikaz.

Predpoklad
(vn€N): b(n) = a(d)

d|n

znamena, ze b= ax 1.
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Diikaz Mobiovy inverzni formule  (Pamatujme, 7e 1% =e.)

(VYneN): b(n) = Za(d) = (YneN): a(n) = Z b(%)u(d)

d|n d|n

Diikaz.

Predpoklad
(vn€N): b(n) = a(d)

d|n

znamena, ze b = ax 1. Pak je ale jasné, ze

bxp=(ax1l)xp=ax(lxp)=axe=a.
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Diikaz Mobiovy inverzni formule  (Pamatujme, 7e 1% =e.)

(VneN): b(n)=> a(d)| = |(¥neN):a(n)=> b(%)u(d)

d|n d|n

Diikaz.

Predpoklad
(vn€N): b(n) = a(d)

d|n

znamena, ze b = ax 1. Pak je ale jasné, ze

bxpu=(ax)xp=ax(lxp)=axe=a.

|D

Poznamka
Ve skuteénosti plati i opacna implikace, nebot

a=bxpu = axl=(bxp)xl=>bx(ux1l)=bxe=h.
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Aplikace Mobiovy inv. formule — Eulerova funkce ¢

Eulerovu funkci ¢ : N — N definujeme predpisem

def

o(n) E {keN: k<n A nsd(k,n) =1}|
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Aplikace Mobiovy inv. formule — Eulerova funkce ¢

Eulerovu funkci ¢ : N — N definujeme predpisem

def

o(n) E {keN: k<n A nsd(k,n) =1}|

Pro n € N tedy ¢(n) pfedstavuje pocet Cisel z mnoziny {1, ..., n}, kterd jsou
s Cislem n nesoudélna.
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Aplikace Mobiovy inv. formule — Eulerova funkce ¢

Eulerovu funkci ¢ : N — N definujeme predpisem

o(n) E|{keN: k<n A nsd(k,n) = 1}|.

Pro n € N tedy ¢(n) pfedstavuje pocet Cisel z mnoziny {1, ..., n}, kterd jsou
s Cislem n nesoudélna. )

p(4) = [{1,3} =2,

20.6.-22.6. 2018 10 / 24
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Aplikace Mobiovy inv. formule — Eulerova funkce ¢

Eulerovu funkci ¢ : N — N definujeme predpisem

o(n) E|{keN: k<n A nsd(k,n) = 1}|.

Pro n € N tedy ¢(n) pfedstavuje pocet Cisel z mnoziny {1, ..., n}, kterd jsou
s Cislem n nesoudélna. )

e(4) =|{1,3}| =2, ¢(12)=|{1,5,7,11}| = 4,

20.6.-22.6. 2018 10 / 24
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Aplikace Mobiovy inv. formule — Eulerova funkce ¢

Eulerovu funkci ¢ : N — N definujeme predpisem

def

o(n) E {keN: k<n A nsd(k,n) =1}|

Pro n € N tedy ¢(n) pfedstavuje pocet Cisel z mnoziny {1, ..., n}, kterd jsou
s Cislem n nesoudélna.

e(4) =|{1,3}| =2, ¢(12)=|{1,5,7,11}| = 4,
©(1000000) =?

Petr Vodstr&il (VSB-TU Ostrava)

Mébiova inverzni formule
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Aplikace Mobiovy inv. formule — Eulerova funkce ¢

Eulerovu funkci ¢ : N — N definujeme predpisem

def

o(n) E {keN: k<n A nsd(k,n) =1}|

Pro n € N tedy ¢(n) pfedstavuje pocet Cisel z mnoziny {1, ..., n}, kterd jsou
s Cislem n nesoudélna.

e(4) =|{1,3}| =2, ¢(12)=|{1,5,7,11}| = 4,

(1000 000) =?

Poznamka.

Eulerova funkce hraje naprosto zdsadni Glohu v kryptografii.

Petr Vodstr&il (VSB-TU Ostrava) Mébiova inverzni formule
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Aplikace Mobiovy inv. formule — Eulerova funkce ¢

Pro vsechna n € N plati

Z o(d) = n.
e
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Aplikace Mobiovy inv. formule — Eulerova funkce ¢

Pro vsechna n € N plati

Z o(d) = n.
e

| \

Diikaz.

Uvazujme n zlomkid 2,2, 2 které prevedeme do zakladniho tvaru a roztfidime
podle jmenovatell. Jmenovatelé po vykrdceni jsou pak pravé délitelé &isla n.
Z3arover je jasné, Ze riznych zlomkid se jmenovatelem d je presné ¢(d). O

W

20.6.-22.6. 2018 11/ 24
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Aplikace iovy inv. formule — Eulerova funkce ¢

Véta.
Pro vsechna n € N plati

Zgo(d) =n.
d|n

Uvazujme n zlomki %, %, ..., =, které prevedeme do zdkladniho tvaru a roztfidime
podle jmenovatell. Jmenovatelé po vykrdceni jsou pak pravé délitelé &isla n.

Z3arover je jasné, Ze riznych zlomkid se jmenovatelem d je presné ¢(d). Ol
Konkrétni situace pro n = 12.

1 2 3 4 5 6 e 8 9 10 u

120 12> 12» 120 12 120 120 120 120 120 12

\
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Aplikace iovy inv. formule — Eulerova funkce ¢

Véta.
Pro vsechna n € N plati

Zgo(d) =n.
d|n

Uvazujme n zlomki %, %, ..., =, které prevedeme do zdkladniho tvaru a roztfidime
podle jmenovatell. Jmenovatelé po vykrdceni jsou pak pravé délitelé &isla n.

Z3arover je jasné, Ze riznych zlomkid se jmenovatelem d je presné ¢(d). Ol
Konkrétni situace pro n = 12.

1 2 3 4 5 6 e 8 9 10 u

120 12> 12» 120 12 120 120 120 120 120 12

\
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Aplikace iovy inv. formule — Eulerova funkce ¢

Véta.
Pro vsechna n € N plati

Z o(d) = n.
T

Uvazujme n zlomki %, %, ..., =, které prevedeme do zdkladniho tvaru a roztfidime

podle jmenovatell. Jmenovatelé po vykrdceni jsou pak pravé délitelé &isla n.

Z3arover je jasné, Ze riznych zlomkid se jmenovatelem d je presné ¢(d). Ol
Konkrétni situace pro n = 12.
1 2 3 4 5 6 e 8 9 10 u
120 12> 12» 120 12 120 120 120 120 120 12
1
o

\
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Aplikace iovy inv. formule — Eulerova funkce ¢

Véta.
Pro vsechna n € N plati

Z o(d) = n.
T

| \

Dukaz.

Uvazujme n zlomki %, %, ..., 7, které pfevedeme do zakladniho tvaru a roztfidime
podle jmenovatell. Jmenovatelé po vykrdceni jsou pak pravé délitelé &isla n.

Z3arover je jasné, Ze riznych zlomkid se jmenovatelem d je presné ¢(d). Ol
Konkrétni situace pro n = 12.
1 2 3 4 5 6 e 8 9 10 u 12
120 120 12> 120 120 120 120 120 120 120 120 12
1 1 2
3 2 3

\
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Aplikace iovy inv. formule — Eulerova funkce ¢

Véta.
Pro vsechna n € N plati

Z o(d) = n.
T

Uvazujme n zlomki %, %, ..., 2 které prevedeme do zakladniho tvaru a roztfidime

) nt

podle jmenovatell. Jmenovatelé po vykrdceni jsou pak pravé délitelé &isla n.

Z3arover je jasné, Ze riznych zlomkid se jmenovatelem d je presné ¢(d). Ol
.
Konkrétni situace pro n = 12.
1 2 3 4 5 6 e 8 9 10 u
120 12> 12» 120 12 120 120 120 120 120 12
1 1 1 2 3
e 3 2 3 4

\
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Aplikace iovy inv. formule — Eulerova funkce ¢

Véta.
Pro vsechna n € N plati

Zgo(d) =n.
d|n

Uvazujme n zlomki %, %, ..., =, které prevedeme do zdkladniho tvaru a roztfidime
podle jmenovatell. Jmenovatelé po vykrdceni jsou pak pravé délitelé &isla n.
Z3arover je jasné, Ze riznych zlomkid se jmenovatelem d je presné ¢(d). Ol
.
Konkrétni situace pro n = 12.
1 2 3 4 5 6 e 8 9 10 u
2> 120 120 120 120 120 120 120 120 120 123
1 1 1 1 2 3 5
6' 3] 3 2 37 g) 6°

\
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Aplikace iovy inv. formule — Eulerova funkce ¢

Véta.
Pro vsechna n € N plati

Zgo(d) =n.
d|n

Uvazujme n zlomki %, %, ..., =, které prevedeme do zdkladniho tvaru a roztfidime

podle jmenovatell. Jmenovatelé po vykrdceni jsou pak pravé délitelé &isla n.

Z3arover je jasné, Ze riznych zlomkid se jmenovatelem d je presné ¢(d). Ol
.
Konkrétni situace pro n = 12.
1 2 3 4 5 6 e 8 9 10 u
120 12> 12» 120 12 120 120 120 120 120 12
11 1 1 5 1 7 2 3 5 11
12° 6 e 3 120 27 120 30 4 6’ 12°

\
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Eulerova funkce (Pamatujme, se S a(d) = b(n) = a(n)
d|n

Je-lineN, n>2, n=pi"p3?...p*, pak

gO(n):nﬁ@__)
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Eulerova funkce (Pamatujme, se S a(d) = b(n) = a(n)

d|n

Véta.
Je-lineN, n>2, n=pi"p3?...p*, pak

Z M&biovy inverzni formule (a(n) = p(n), b(n) = ) a vztahu ) ¢(d) = n plyne

d|n
oln) = a(n) = 3 b(3) () = 3 2 () = n Y0 1
d|n

A\
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Eulerova funkce (Pamatujme, se S a(d) = b(n) = a(n)

d|n

Véta.
Je-lineN, n>2, n=pi"p3?...p*, pak

Z M&biovy inverzni formule (a(n) = p(n), b(n) = ) a vztahu ) ¢(d) = n plyne

d|n

w(n) = a(n) = Zbg —Zgu(d):n @:

:n<1+z(;_1)+ 3 _1_+...+ (—1)k)

PiPj P1--- Pk

A\
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Eulerova funkce (Pamatujme, se S a(d) = b(n) = a(n)

d|n

Véta.
Je-lineN, n>2, n=pi"p3?...p*, pak

Z M&biovy inverzni formule (a(n) = p(n), b(n) = ) a vztahu ) ¢(d) = n plyne
d|n

oln) = sl = 3 (3) (@)= ") =n 3 1D -

R R T}

PiPj P1--- Pk
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Eulerova funkce — vypocet

Priklad.

©(2018) = (2 - 1009) = 2018 (1 - 1) (1 - L) = 1008,

2 1009
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Eulerova funkce — vypocet

Priklad.

1 1
©(2018) = (2 - 1009) = 2018 (1 - 5) (1 - m) = 1008,

1 1
©(1000000) = ©(2° - 5°) = 1000000 (1 — 5) (1 — g) = 400000,
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Eulerova funkce — vypocet

Priklad.

1 1
©(2018) = (2 - 1009) = 2018 (1 - 5) (1 - m) = 1008,

1 1
©(1000000) = ©(2° - 5°) = 1000000 (1 — 5) (1 — g) = 400000,

Cviceni.

Najdéte vsechna prirozena Cisla n, pro ktera plati
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Piiklady ((u* )

Necht T(n) predstavuje polet délitelt &isla n a o(n) jejich soucet. DokaZte, Ze

(YneN): o(n) = ZT(%)Q&(C]).
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Piiklady ((u*v)(n)

Necht T(n) predstavuje polet délitelt &isla n a o(n) jejich soucet. DokaZte, Ze

(YneN): o(n) = ZT(E)Q&(C]).

d|n

Vime, ze

1x1=7, 1xp=id a 1xid=o.
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Piiklady ((u*v)(n)

Necht T(n) predstavuje polet délitelt &isla n a o(n) jejich soucet. DokaZte, Ze

(YneN): o(n) = ZT(E)Q&(C]).

Vime, ze

1x1=7, 1xp=id a 1xid=o.

Proto plati
c=1xid=1x(1xp)=1A*1)xp=T7x*0.
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Piiklady
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Piiklady

(Cviceni. |

(o)
7 v 2 . v v
Je zndmo, %e Y % = . Pokuste se stanovit soucty Fad

n=1

WK

Sun) S el el

n=1 n=1 n=1 n=1

Zobecnéni pro Riemannovu funkci.
o0

Vime, 7e ((x) = 3 L. Vyjadrete soucty fad
n=1

pomoci Riemannovy funkce (.

\
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Necht a = {a,}52, a b= {b,}5°, jsou dvé posloupnosti a x € R.
Predpokladejme, Ze rady 3 22 a 3 % konverguji absolutné. Pak pro posloupnost

n=1 n=1
¢ = {cn}52, definovanou predpisem ¢ = a* b (Dirichletiv soucin) plati

o0 o0 o0
Y a_y g
n n nx’

n=1 n=1 n=1

Petr Vodstr&il (VSB-TU Ostrava) Mébiova inverzni formule




Véta

Necht a = {a,}5°, a b= {b Je Jsou dvé posloupnosti a x € R.

Predpoklddejme, Ze rady Z Z konverguji absolutné. Pak pro posloupnost

¢ = {cn}52, definovanou predplsem ¢ = ax b (Dirichletiv soucin) plati

n=1 kl=n n=1

Petr Vodstr&il (VSB-TU Ostrava)

Mébiova inverzni formule

20.6.-22.6. 2018 16 / 24



Petr Vodstr&il (VSB-TU Ostrava) Mébiova inverzni formule



Lambertova rada.

oo n oo
anz e

E ] - Tuto fadu budeme chtit vyjad¥it ve tvaru E bnz".
— =

n=1 n=1
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Lambertova rada.

oo n >
2z e

Z ﬁ Tuto fadu budeme chtit vyjadFit ve tvaru E byz".
-z

pt n=1

az
1—z

= a1z -+ 2122 + 3123 -+ 3124 + 3125 -+ alz6 —+ ...
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o0
Yo
1—2zn

oo

Tuto fadu budeme chtit vyjadrit ve tvaru Z b,z".

Lambertova rada.

n=1 n=1
az
1 = a1z -+ 2122 + 3123 -+ 3124 + 3125 -+ alz6 =+ ..
—z
2
aZ 2 4 6
1— 2 = + axz + axz + axz +..
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Lambertova rada.

oo n >
2z y e
Z ﬁ Tuto fadu budeme chtit vyjadFit ve tvaru E b,z".
n=1 -z n=l
a1z
1 1 z:alz +3122 Jralz?l +3124 Jral25 +3126 AF oo
2
arz
1-22 + apz + apz* +az' 4.
3
azz
1-23 + a2 +asz® ..

2018

Petr Vodstr&il (VSB-TU Ostrava)
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Lambertova rada.

i 12172;7 Tuto fadu budeme chtit vyjadrit ve tvaru i b,z".
n=1 n=1
1aizz =az ta taz ta taz t+az® +.
1aiz; = + axz + apz* + a2 4.
13%2; - +a32° + a2 4.
13172; - +ap 2" T
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Lambertova rada.

|

Yo
1—2zn

oo

Tuto fadu budeme chtit vyjadrit ve tvaru Z b,z".

n=1 n=1
az
1 i 5 = a1z -+ 2122 + 3123 -+ 3124 + 3125 -+ alz6 =+ ..
az? 2 4 6
71_22: +322 +322 +322 +~-
3
asz
St + a3 t+as® ..
1-23
4
asZ
-2 haes A
anz" 2 3 4 5 6
TR bz + bz + b3z + byz + bsz + bgz + ..
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Lambertova rada.

|

Yo
1—2zn

Tuto fadu budeme chtit vyjadrit ve tvaru Z b,z".

oo

n=1 n=1 )
a1z
1 i 5 = a1z -+ 2122 + 3123 -+ 3124 + 3125 -+ alz6 —+ ...
az? 2 4 6
71_22: +322 +322 +322 +~-~
3
aszz
22 = + a3 tas® ...
1-23
4
asZ
m = —+ 3424 + ...
bn = Z ad }
d|n
anz" 2 3 4 5 6
1_Zn_b12 + byz + b3z + byz + bsz + bgz + ...

Petr Vodstr&il (VSB-TU Ostrava)
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Priklad.

Vime, Ze

1 pron=1,

dz;,u(d) =eln) = 0 proneN\{1}.
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Priklad

|
N

Vime, Ze

—e(m) — 1 pron=1,
dz;,u(d)— (n) {0 pron e N\ {1}.

Proto plati

oo

p(n)z" n_
Z T Ze(n)z =2z

n=1
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Priklad.

Vime, Ze
1 pron=1,
> u(d) = e(n) = {
e 0 proneN\{1}.

Proto plati

oo n oo
> MO S elryer ==
n=1" Z n=1 J
Priklad.
ProtoZe plati >~ o(d) = n,
d|n

5\
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Priklad.

Vime, Ze
1 pron=1,
> u(d) = e(n) = {
e 0 proneN\{1}.

Proto plati

oo n oo
> U S enz =~z
n=1 n=1
Priklad.
ProtoZe plati Y o(d) = n, dostaneme
d|n
o0 o0
p(nz" _ n
PO e DL
n=1 n=1
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Priklad.

Vime, Ze
1 pron=1,
> u(d) = e(n) = {
e 0 proneN\{1}.

Proto plati

oo n oo
> MO S elryer ==
n=1 -z n=1

Priklad.

ProtoZe plati Y o(d) = n, dostaneme
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Priklad.

Vime, Ze
1 pron=1,
> u(d) = e(n) = {
e 0 proneN\{1}.

Proto plati

oo n oo
> MO S elryer ==
n=1 -z n=1

Priklad.

ProtoZe plati Y o(d) = n, dostaneme

Priklad.
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Zobecnéni Mobiovy inverzni formule

Necht f a g jsou dvé funkce definované na intervalu (1,+00). Pak plati
[x]
(Vx € (1,+00)) : g(x) = Z £(%) =
k=1
[x]
= (Vx € (1,+00)) : f(x) = Zg(f)u(k)
k=1
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Zobecnéni Mobiovy inverzni formule

Necht f a g jsou dvé funkce definované na intervalu (1,+00). Pak plati

[x]
(Vx € (1,4+0)) : g(x) = Z £(%) —
k=1
[x]
= [re o) =3 g(H)ulk)
k=1

Symbol | x| predstavuje dolni celou &ast &isla x, tj. | x| je celé Cislo spliiujici

Ix] <x<|x]+1
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Poznamka.

Jsou-li {a(n)}52; a {b(n)}32, dvé posloupnosti, klasickou verzi Mébiovy inverzni
formule dostaneme z vyse uvedené véty tak, ze definujeme

£) def a(x) proxé€eN, . ) def b(x) prox €N,
o pro x € R\ N o pro x € R\ N.
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Poznamka.

Jsou-li {a(n)}52; a {b(n)}32, dvé posloupnosti, klasickou verzi Mébiovy inverzni
formule dostaneme z vySe uvedené véty tak, ze definujeme

F(x) def a(x) proxé€eN, . ) def b(x) prox €N,
0  poxeR\N & 0  proxeR\N

Uvédomme si totiz, Ze pak plati

[x]
[(Vn eN): b(n) = % a(d)] = l(Vx € (1,4)): g(x) = /<Z::1 (%)
Lx] |
l(Vn eN): a(n) = % b(g)u(d)] — l(Vx € (1,400)): f(x) = glg(f),u(k)
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Jind verze Mobiovy inverzni formule

Necht f a g jsou funkce definované na intervalu (1,+00). Ddle bud's € R takove,
Ze pro kazdé x € (1,+00) Fady

> X

k,I=1

(kl ; i g(k/x

absolutné konverguji. Pak plati

(vx e (1,+00)): g(x) =Y f(kx)l —

Petr Vodstr&il (VSB-TU Ostrava) Mébiova inverzni formule
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A jesté jedna uloha na zavér

Pro x € R" najdéte soucet Fady
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[3 Michal Bulant, Algebra 2 — Teorie &sel,
https://www.math.muni.cz/ bulik/vyuka/Algebra-2/alg2-screen.pdf.

ﬁ https://en.wikipedia.org/wiki/Mébius_inversion_formula.
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https://en.wikipedia.org/wiki/M�bius_inversion_formula

Dékuji za pozornost.
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