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Zápisy èísel v minulosti

Øímský zápis: I ,V ,X , L,C ,M

objev kvazikrystalù MCMLXXXII

Desítková soustava: 0, 1, 2, . . . , 9 objev kvazikrystalù 1982 pozièní

79 krát 37 = LXXIX krát XXXVII

Cauchy: desítková soustava s ciframi −5,−4, . . . , 0, 1, . . . , 5

objev kvazikrystalù 2022

79 krát 37 = 12 1 krát 43

Co ovlivòuje volbu zápisu èísel:

za jakým úèelem èíslo zaznamenáváme

jednoduchost algoritmù

technické dannosti vykonavatele (velká pamìt? hodnì procesorù? )
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Rozvoje èísla do nekoneèných øad

Vìta

Nech» (wn) je klesající posloupnost kladných èísel taková, ¾e
∞∑
n=1

wn je

konvergentní a wn ≤
∞∑

k=n+1
wk . Pak ka¾dé x ∈ [0,

∞∑
n=1

wn] lze zapsat ve

tvaru

x =
∞∑
n=1

dnwn, kde dn ∈ {0, 1}.

Hladový algoritmus pro hledání dn

t0 = 0, tn = tn−1 + dnwn, dn =

{
1 kdy¾ tn−1 + wn ≤ x ,
0 jinak.

Pak x = lim
n→∞

tn = lim
n→∞

n∑
k=1

dkwk .
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Výpoèet exp(x)

Tabelovány hodnoty wn = ln(1 + 2−n) pro n = 1, 2, 3, . . ..

Najdi rozvoj x =
∞∑
i=1

di ln(1 + 2−i ). Pak

exp x = exp
( ∞∑
i=1

di ln(1 + 2−i )
)

=
∞∏
i=1

(1 + 2−i )di =
∞∏
i=1

(1 + di2−i ).

Výpoèet ex

E0 := 1, En = En−1(1 + dn2−n) = En−1 + dn2−nEn−1.

Odhad chyby: Pro x ∈ [0, ln 2] lze ukázat 0 ≤ ex − En ≤ 1
2n−1 .
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Výpoèet exp(x)

Pro velká x posun promìnné do vhodného intervalu:

Algoritmus: vstup x

Najdi k ∈ N tak, aby y = x − k ln 2 ∈ [0, ln 2].

Spoèítej pøedchozí metodou ey .

Polo¾ ex = ey+k ln 2 = 2key (tj. posuò binární teèku v ey o k míst).

Pro výpoèet sin a cos : rozvoj do øady∑
dn arctan 2−n, kde dn ∈ {−1, 1} ,

tzv. algoritmus CORDIC.
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Pozièní soustavy

Základ α ∈ C, cifry A ⊂ Z. Pak (α,A)-reprezentace èísla x je

x =
n∑

k=−∞
xkα

k , kde xk ∈ A

Zapisujeme

x = xnxn−1 . . . x0 • x−1x−2 . . . nebo x = 0 • xnxn−1 . . .

Po¾adujeme

abeceda A koneèná

|α| > 1 kvùli konvergenci

aby bylo dost èísel, která mají (α,A)-reprezentaci
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Pozièní soustavy
Mírná exotika základ b ∈ N, cifry D = {0, 1, 2, . . . b − 1}.
Ka¾dé x ∈ N lze jednoznènì zapsat

x = anb
n + an−1b

n−1 + . . .+ a1b + a0 , kde ai ∈ D.

Napø. b = 2, D = {0, 1}

54 = 1.25 + 1.24 + 0.23 + 1.22 + 1.21 + 0.20

Ale co x ∈ Z, x < 0?

Grunwald 1854 báze b = −2, D = {0, 1}
Ka¾dé x ∈ Z lze zapsat jednoznaènì ve tvaru
x = an(−2)n + an−1(−2)n−1 + . . .+ a1(−2)1 + a0(−2)0, kde ai ∈ {0, 1}.

54 = 1.(−2)6 +0.(−2)5 +0.(−2)4 +1.(−2)3 +0.(−2)2 +1.(−2)1 +0.(−2)0
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Pozièní soustavy
Mírná exotika II Úloha: kolik záva¾í je tøeba k laboratorním vahám, aby
¹lo navá¾it 0, 1, 2, . . . , 40 gramù ?

symetrická ternární soustava báze b = 3, D = {−1, 0, 1}
Ka¾dé x ∈ Z lze zapsat jednoznaènì ve tvaru
x = an3n + an−13n−1 + . . .+ a131 + a030, kde ai ∈ {1, 0, 1}.

54 = 34 + 1.33 + 0.32 + 0.31 + 0.30

V této soustavì poèítaly první ruské poèítaèe

Výhody:

krat¹í zápis èísla ne¾ binárnì
lze zpasat kladné i záporné èísla
rozvoj −x snadno z rozvoje x ,
staèí umìt sèítat, odèítání stejné
vhodná abeceda na násobení
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Komplexní báze γ = i − 1, abeceda A = {0, 1}

Penney 1965

Nech» γ = i − 1 a A = {0, 1}. Pak

ka¾dé x ∈ C lze zapsat ve tvaru x =
n∑

k=−∞
xkγ

k , kde xk ∈ A;

ka¾dé x ∈ Z[i ] = {a + ib : a, b ∈ Z} lze zapsat ve tvaru

x =
n∑

k=0
xkγ

k , kde xk ∈ A jednoznaènì.

γ = i − 1, γ2 = −2i , γ3 = 2 + 2i , γ4 = −4, . . .
2 = γ3 + γ2 =⇒ (2)γ = 1100•
(3)γ = 1101• (4)γ = 111010000 • (−1)γ = 11101•

Jak sèítat v této soustavì?
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Paralelní sèítání (libovolný poèet procesorù )

Hledáme algoritmus na paralelní sèítání, tj. algoritmus, který by na¹el
výsledek v èase nezávislém ne délce sèítancù

x = . . . xj+t . . . xj+1xjxj−1 . . . xj−r . . . xj ∈ A
y = . . . yj+t . . . yj+1yjyj−1 . . . yj−r . . . yj ∈ A

uj = xj + yj . . . uj+t . . . uj+1ujuj−1 . . . uj−r︸ ︷︷ ︸ . . . uj ∈ A+A

vj = φ(uj+t . . . uj−r ) . . . vj+t . . . vj+1vjvj−1 . . . vj−r . . . vj ∈ A
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Hledáme algoritmus na paralelní sèítání, tj. algoritmus, který by na¹el
výsledek v èase nezávislém ne délce sèítancù

x = . . . xj+t . . . xj+1xjxj−1 . . . xj−r . . . xj ∈ A
y = . . . yj+t . . . yj+1yjyj−1 . . . yj−r . . . yj ∈ A

uj = xj + yj . . . uj+t . . . uj+1ujuj−1 . . . uj−r︸ ︷︷ ︸ . . . uj ∈ A+A

vj = φ(uj+t . . . uj−r ) . . . vj+t . . . vj+1vjvj−1 . . . vj−r . . . vj ∈ A
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Klasický pøíklad

Základ b = deset, cifry A = {0, 1, . . . , 9}.

Zápis jednoznaèný, a¾ na 1• = 0 • 9999 · · ·

Pøi aritmetických operacích pøenos

39999999999999 · · · 99999999999999999
00000000000000 · · · 00000000000000001

100000000000000 · · · 00000000000000000

Nutná redundance !!!

Pentium pou¾ívá pro dìlení algoritmus SRT a redundantní soustavu se
základem β = 4 a pìti ciframi {−2,−1, 0, 1, 2}.
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Báze b = 4, abeceda A = {−2− 1, 0, 1, 2}
Vstup: dvì koneèné posloupnosti cifer (xi ) a (yi ) v {−2− 1, 0, 1, 2}
Výstup: koneèná posloupnost cifer (zi ) z {−2− 1, 0, 1, 2}, taková, ¾e∑

xi4i +
∑

yi4i =
∑

zi4i .

Pro ka¾dé i paralelnì provádìj

wi := xi + yi

kdy¾

{
wi ≥ 3
wi = 2 and wi−1 ≥ 2

}
, polo¾ qi := 1

kdy¾

{
wi ≤ −3
wi = −2 and wi−1 ≤ −2

}
, polo¾ qi := −1

jinak qi := 0

zi := wi − qi4 + qi−1
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Neceloèíselné báze

Rényi 1957

Nech» β > 1. Pak ka¾dé x ∈ [0,+∞) lze zapsat ve tvaru

x =
n∑

k=−∞
xkβ

k , kde xk ∈ A = {a ∈ Z : 0 ≤ a < β};

Pøíklad : báze τ = 1+
√
5

2 = 1, 618 . . . a abeceda {0, 1}
τ je koøen rovnice τ2 = τ + 1

(2)τ = 1 • 11 = 10 • 01 = 10 • 0011 = · · ·

(12)τ = 0 • (010)ω = 0 • 010010010010010 · · ·

Lexikogra�cky nejvìt¹í reprezentaci lze získat hladovým algoritmem
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Které báze dovolují paralelní sèítání?

Nutnì: FinA(α) + FinA(α) ⊂ FinA(α)

=⇒ α algebraické èíslo

Frougny, Heller, P., Svobodová, 2015

Nech» báze α je algebraické èíslo. Abeceda A, ve které lze sèítání na
FinA(α) provádìt paralelnì existuje právì tehdy, pokud ¾ádný sdru¾ený
koøen od α není v absolutní hodnotì roven 1.
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Kolik redundance je nutné na paralelní sèítání?

Proè vadí velká redundance?

b ∈ N: then A = {−1, 0, 1, . . . , b − 1} and A = {0, 1, . . . , b − 1, b}
allow parallel addition (B. Parhami, 1990)

γ = i − 1: Muller and Nielsen (1996) gave an algorithm for parallel
addition in A = {−1, 0, 1, 2}.
They formulated an open question: Can the alphabet be reduced to
{−1, 0, 1}?
τ = 1+

√
5

2 and A = {0, 1} then any x ∈ FinA(τ) has in�nitely many
τ -representations, but A = {0, 1} does not allow parallelism
(Frougny, 1999)

τ = 1+
√
5

2 , Berstel (1986) parallel addition in {0, 1, . . . , 12}
Milena (2010) parallel addition by a 21-local function in alphabet
A = {−1, 0, 1}, or A = {0, 1, 2}
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Dolní mez na velikost abecedy

Frougny, P., Svobodová, 2012

Nech» báze α je algebraické celé èíslo s minimálním polynomem f (X ) a
nech» abeceda A ⊂ Z. Kdy¾ sèítání na FinA(α) lze provádìt paralelnì,
pak #A ≥ |f (1)|. Kdy¾ navíc α je reálné èíslo > 1, pak #A ≥ |f (1)|+ 2.

Pøíklad γ = i − 1 : minimální polynom f (x) = x2 + 2x + 2, |f (1)| = 5,
paralelnì lze sèítat v abecedì s #A ≥ 5.

Pøíklad zlatý øez τ : minimální polynom f (x) = x2− x − 1, |f (1)| = 1,
paralelnì lze sèítat v abecedì s #A ≥ 3.

Pøíklad γ = i − 1 : |f (1)| = 5,
(Milena 2014) paralelnì lze sèítat v abecedì A = {0,±1,±i}.
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K èemu redundance?

Rychlé algoritmy násobení pro kryptogra�i

V binární soustavì s abecedou {−1, 0, 1} volba rozvoje s minimální
Hammingovou váhou (poèet nenulových cifer).
{ non-adjacent form (Reitwiesner, Booth . . . )

Nestandardní soustavy
{ Fibonacciho soustava (Heuberger)
{ Báze β > 1 a minimalita vzhledem k absolutnímu souètu cifer
||x || =

∑
j |xj | (Frougny & Steiner)

Robustní ADC (analogovì digitální pøevodníky)
{ The golden ratio encoder (Daubechies, Yilmaz)
{ Negative beta encoder (Kohda et al).
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Jak chytøe násobit?

Co je ¹patnì na klasických algoritmech pro A× B ?

0 • x1x2 · · · xn × 0 • y1y2 · · · yn = 0 • z1z2 · · · znzn+1 · · · z2n

On-line algoritmus se zpo¾dìním δ ∈ N

Trivedi a Ercegovac v roce 1974 zavedli on-line algoritmus na násobení a
dìlení pro redundantní soustavy se základem b ∈ N.

Frougny, Pavelka, P., Svobodová, 2018

Jakmile lze ve FinA(α) paralelnì sèítat, pak lze také on-line násobit.
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β-celá èísla

Zβ =
{
± x

∣∣∣ x má rozvoj xkxk−1 · · · x0 • 0ω
}
.

Geometrie mno¾iny Zβ: β ∈ Z : Zβ = Z
β /∈ Z : Zβ ???

Pøíklad: Báze τ = 1
2(1 +

√
5), cifry {0, 1}, zakázáno 11.

Zτ =
{
±
∑k

i=0
xiτ

i
∣∣ xi ∈ {0, 1}, xixi+1 = 0

}
1︷ ︸︸ ︷ 1/τ︷︸︸︷ 1︷ ︸︸ ︷ 1︷ ︸︸ ︷ 1/τ︷︸︸︷ 1︷ ︸︸ ︷ 1/τ︷︸︸︷ 1︷ ︸︸ ︷ 1︷ ︸︸ ︷

0 1 τ τ 2 τ 2+1 τ 3 τ 3+1 τ 3+τ τ 4 τ 4+1
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Model kvazikrystalu

V roce 1982 D. Shechtman objevil materiál, s difrakèním obrazem o
symetriích 2,3,5. (symetrie icosahedronu).

Rotaèní symetrie øádu 5 u periodických 2D a 3D struktur zakázaná.

Pro `hezký' difrakèní obraz nutné uspoøádání na dálku.

Pozice bodù ve 2D nelze popsat dvìma souøadnicemi v Z.
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Metoda `ukroj a promítni'

Projekce: Π1 zú¾eno na H prosté; Π2(H) husté ve V2.

Pro omezenou Ω ⊂ V2, Ω◦ 6= ∅:

Σ(Ω) =
{

Π1(x)
∣∣ x ∈ H, Π2(x) ∈ Ω

}
Σ(Ω) je delonovská, aperiodická, . . .
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τ -celá èísla

x (x)τ bτ + a

-
a

6b

Edita Pelantová (KM FJFI) K èemu slou¾í exotické zápisy èísel 30. dubna 2019 Ostrava 24 / 28



τ -celá èísla

x (x)τ bτ + a

0 0 0

-
a

6b

s

Edita Pelantová (KM FJFI) K èemu slou¾í exotické zápisy èísel 30. dubna 2019 Ostrava 24 / 28



τ -celá èísla

x (x)τ bτ + a

0 0 0
1 1 1

-
a

6b

s s

Edita Pelantová (KM FJFI) K èemu slou¾í exotické zápisy èísel 30. dubna 2019 Ostrava 24 / 28



τ -celá èísla

x (x)τ bτ + a

0 0 0
1 1 1
τ 10 τ

-
a

6b

s ss

Edita Pelantová (KM FJFI) K èemu slou¾í exotické zápisy èísel 30. dubna 2019 Ostrava 24 / 28



τ -celá èísla

x (x)τ bτ + a

0 0 0
1 1 1
τ 10 τ
τ2 100 τ + 1

-
a

6b

s ss s

Edita Pelantová (KM FJFI) K èemu slou¾í exotické zápisy èísel 30. dubna 2019 Ostrava 24 / 28



τ -celá èísla

x (x)τ bτ + a

0 0 0
1 1 1
τ 10 τ
τ2 100 τ + 1

τ2 + 1 101 τ + 2

-
a

6b

s ss s s

Edita Pelantová (KM FJFI) K èemu slou¾í exotické zápisy èísel 30. dubna 2019 Ostrava 24 / 28



τ -celá èísla

x (x)τ bτ + a

0 0 0
1 1 1
τ 10 τ
τ2 100 τ + 1

τ2 + 1 101 τ + 2
τ3 1000 2τ + 1

-
a

6b

s ss s ss

Edita Pelantová (KM FJFI) K èemu slou¾í exotické zápisy èísel 30. dubna 2019 Ostrava 24 / 28



τ -celá èísla

x (x)τ bτ + a

0 0 0
1 1 1
τ 10 τ
τ2 100 τ + 1

τ2 + 1 101 τ + 2
τ3 1000 2τ + 1

τ3 + 1 1001 2τ + 2

-
a

6b

s ss s ss s

Edita Pelantová (KM FJFI) K èemu slou¾í exotické zápisy èísel 30. dubna 2019 Ostrava 24 / 28



τ -celá èísla

x (x)τ bτ + a

0 0 0
1 1 1
τ 10 τ
τ2 100 τ + 1

τ2 + 1 101 τ + 2
τ3 1000 2τ + 1

τ3 + 1 1001 2τ + 2
τ3 + τ 1010 3τ + 1

τ4 10000 3τ + 2
τ4 + 1 10001 3τ + 3
τ4 + τ 10010 4τ + 2
τ4 + τ2 10100 4τ + 3

τ4 + τ2 + 1 10101 4τ + 4
τ5 100000 5τ + 3...

...
...

-
a

6b

s ss s ss ss s ss s ss ss s s

Edita Pelantová (KM FJFI) K èemu slou¾í exotické zápisy èísel 30. dubna 2019 Ostrava 24 / 28



τ -celá èísla

x (x)τ bτ + a

0 0 0
1 1 1
τ 10 τ
τ2 100 τ + 1

τ2 + 1 101 τ + 2
τ3 1000 2τ + 1

τ3 + 1 1001 2τ + 2
τ3 + τ 1010 3τ + 1

τ4 10000 3τ + 2
τ4 + 1 10001 3τ + 3
τ4 + τ 10010 4τ + 2
τ4 + τ2 10100 4τ + 3

τ4 + τ2 + 1 10101 4τ + 4
τ5 100000 5τ + 3...

...
...

-
a

6b

s ss s ss ss s ss s ss ss s s

Edita Pelantová (KM FJFI) K èemu slou¾í exotické zápisy èísel 30. dubna 2019 Ostrava 24 / 28



τ -celá èísla

x (x)τ bτ + a

0 0 0
1 1 1
τ 10 τ
τ2 100 τ + 1

τ2 + 1 101 τ + 2
τ3 1000 2τ + 1

τ3 + 1 1001 2τ + 2
τ3 + τ 1010 3τ + 1

τ4 10000 3τ + 2
τ4 + 1 10001 3τ + 3
τ4 + τ 10010 4τ + 2
τ4 + τ2 10100 4τ + 3

τ4 + τ2 + 1 10101 4τ + 4
τ5 100000 5τ + 3...

...
...

-
a

6b

s ss s ss ss s ss s ss ss s s

s

τ + 4 = 1001•τ01

Edita Pelantová (KM FJFI) K èemu slou¾í exotické zápisy èísel 30. dubna 2019 Ostrava 24 / 28



τ -celá èísla

x (x)τ bτ + a

0 0 0
1 1 1
τ 10 τ
τ2 100 τ + 1

τ2 + 1 101 τ + 2
τ3 1000 2τ + 1

τ3 + 1 1001 2τ + 2
τ3 + τ 1010 3τ + 1

τ4 10000 3τ + 2
τ4 + 1 10001 3τ + 3
τ4 + τ 10010 4τ + 2
τ4 + τ2 10100 4τ + 3

τ4 + τ2 + 1 10101 4τ + 4
τ5 100000 5τ + 3...

...
...

-
a

6b

s ss s ss ss s ss s ss ss s s

s

τ + 4 = 1001•τ01

Zτ ∩ R+ = {a + bτ ≥ 0 | a + bτ ′ ∈ (−1, τ)} .
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Obecnìji

τ -rozvoje k popisu modelù s 5- a 10-èetnou symetrií.

Rotace o úhel 2π
k pro k ∈ N vy¾aduje iracionalitu cos 2π

k .

Experimentálnì pozorované:

8-, 10- a 12-ti èetné symetrie → cos 2π
k kvadratické èíslo.

2 cos 2π
8 + 1 = 1 +

√
2 koøen x2 − 2x − 1

2 cos 2π
10 = 1

2(1 +
√
5) koøen x2 − x − 1

2 cos 2π
12 + 2 = 2 +

√
3 koøen x2 − 4x + 1

V roce 2011 taky 18-èetná symetrie { kubické èíslo.
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Výzkum

algebraické aspekty nestandardních soustav

algoritmy pro práci v nestandardních soustavách

popis souvisejících geometrických struktur

souvislosti s matematickou fyzikou, kombinatorikou na slovech, teorií
èísel, . . .
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Dìkuji za pozornost
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Co si odnést z pøedná¹ky
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