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Z Kutné Hory

Edita Pelantovd (KM FJFI) K &emu slouZi exotické zapisy &isel



Zapisy cisel v minulosti

Rimsky zépis: LV, X,L,C,M
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Zapisy cisel v minulosti

Rimsky zépis: LV, X,L,C,M objev kvazikrystald MCMLXXXII
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Zapisy cisel v minulosti

Rimsky zépis: LV.X,L,C,M objev kvazikrystald MCMLXXXII

Desitkovd soustava: 0,1,2,...,9 objev kvazikrystald 1982
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Zapisy cisel v minulosti

Rimsky zépis: LV.X,L,C,M objev kvazikrystald MCMLXXXII

Desitkova soustava:  0,1,2,...,9 objev kvazikrystal(i 1982 pozi¢ni
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Zapisy cisel v minulosti

Rimsky zépis: LV.X,L,C,M objev kvazikrystald MCMLXXXII

Desitkova soustava:  0,1,2,...,9 objev kvazikrystal(i 1982 pozi¢ni

79 krdt 37 = LXXIX krat XXXVII
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Zapisy cisel v minulosti

Rimsky zépis: LV.X,L,C,M objev kvazikrystald MCMLXXXII
Desitkova soustava:  0,1,2,...,9 objev kvazikrystal(i 1982 pozi¢ni

79 krdt 37 = LXXIX krat XXXVII

Cauchy:  desitkova soustava s ciframi —5,—4,...,0,1,...,5
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Zapisy cisel v minulosti

Rimsky zépis: LV.X,L,C,M objev kvazikrystald MCMLXXXII
Desitkova soustava:  0,1,2,...,9 objev kvazikrystal(i 1982 pozi¢ni

79 krdt 37 = LXXIX krat XXXVII

Cauchy:  desitkova soustava s ciframi —5,—4,...,0,1,...,5

objev kvazikrystalti 2022
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Zapisy cisel v minulosti

Rimsky zépis: LV, X,L,C,M objev kvazikrystald MCMLXXXII

Desitkova soustava:  0,1,2,...,9 objev kvazikrystal(i 1982 pozi¢ni
79 krat 37 = LXXIX krat XXXVII

Cauchy:  desitkova soustava s ciframi —5,—4,...,0,1,...,5

objev kvazikrystali 2022

79 krat 37 = 121 krat 43
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Zapisy cisel v minulosti
Rimsky zépis: LV, X,L,C,M objev kvazikrystald MCMLXXXII
Desitkova soustava:  0,1,2,...,9 objev kvazikrystal(i 1982 pozi¢ni

79 krdt 37 = LXXIX krat XXXVII

Cauchy:  desitkova soustava s ciframi —5,—4,...,0,1,...,5

objev kvazikrystali 2022

79 krat 37 = 121 krat 43

Co ovliviiuje volbu zapisu Cisel:
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Zapisy cisel v minulosti

Rimsky zapis: I,V.X,L,C,M  objev kvazikrystali MCMLXXXII

Desitkova soustava:  0,1,2,...,9 objev kvazikrystal(i 1982 pozi¢ni

79 krdt 37 = LXXIX krat XXXVII

Cauchy:  desitkova soustava s ciframi —5,—4, ...,

objev kvazikrystali 2022

79 krat 37 = 121 krat 43

Co ovliviiuje volbu zapisu Cisel:

@ za jakym Gcelem ¢Cislo zaznamenavame
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Zapisy cisel v minulosti

Rimsky zapis: I,V.X,L,C,M  objev kvazikrystali MCMLXXXII

Desitkova soustava:  0,1,2,...,9 objev kvazikrystal(i 1982 pozi¢ni

79 krdt 37 = LXXIX krat XXXVII

Cauchy:  desitkova soustava s ciframi —5,—4, ...,

objev kvazikrystali 2022

79 krat 37 = 121 krat 43

Co ovliviiuje volbu zapisu Cisel:
@ za jakym Gcelem ¢Cislo zaznamenavame

@ jednoduchost algoritm(
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Zapisy cisel v minulosti
Rimsky zapis: LV, X, L,C,M objev kvazikrystald MCMLXXXII
Desitkova soustava: 0,1,2,...,9 objev kvazikrystal(i 1982 pozi€ni

79 krdt 37 = LXXIX krat XXXVII

Cauchy:  desitkova soustava s ciframi —5,—4,...,0,1,...,5

objev kvazikrystali 2022
79 krdt 37 = 121 krat 43

Co ovliviiuje volbu zapisu Cisel:
@ za jakym Gcelem ¢Cislo zaznamenavame
@ jednoduchost algoritm(

@ technické dannosti vykonavatele (velkd pamét? hodné procesori? )
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Rozvoje cisla do nekonec¢nych rad
Véta

o
Necht (w;,) je klesajici posloupnost kladnych Cisel takova, Ze > w, je
n=1

(&) [e.°]
konvergentni a w, < > wy. Pak kazdé x € [0, ) wj] lze zapsat ve
n=1

k=n+1
tvaru

o0
X = dywn, kde d,e{0,1}.
n=1
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Rozvoje cisla do nekonec¢nych rad
Véta

oo
Necht (w;,) je klesajici posloupnost kladnych Cisel takova, Ze > w, je
=1
o0 o0 "
konvergentni a w, < > wy. Pak kazdé x € [0, ) wj] lze zapsat ve
n=1

k=n+1
tvaru

(o)
X =Y dywn, kded,€{0,1}.
n=1

Hladovy algoritmus pro hledéni d,

1 kdyz th,—1 + w, < X,
to =0, th=ts1+ dpwn, dn:{ 0 szk -t "=

Pak x= I|m t, = lim Edkwk

n—oo  —
Edita Pelantovd (KM FJFI) K &emu slouZi exotické zapisy &isel 30. dubna 2019 Ostrava 4/28




Vypocet exp(x)

@ Tabelovany hodnoty w, =In(1 +27") pro n=1,2,3,....
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Vypocet exp(x)

@ Tabelovany hodnoty w, =In(1 +27") pro n=1,2,3,....

e Najdi rozvoj x = > d;In(1 +277).
i=1
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Vypocet exp(x)

@ Tabelovany hodnoty w, =In(1 +27") pro n=1,2,3,....

o Najdi rozvoj x = > d;In(1 +277). Pak

i=1
expx = exp<z diIn(1+ 2_i)) = H(l +277)%
i=1 i=1
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Vypocet exp(x)

@ Tabelovany hodnoty w, =In(1 +27") pro n=1,2,3,....
0 .
e Najdi rozvoj x = ) d;In(1 +27"). Pak

i=1
expx = exp(i diln(1+ 2_i)) = ﬁ(l + 271 = ﬁ(l +d;27%).
i=1 i=1 i=1
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Vypocet exp(x)

@ Tabelovany hodnoty w, =In(1 +27") pro n=1,2,3,....
0 .
e Najdi rozvoj x = ) d;In(1 +27"). Pak

i=1
expx = exp(z diln(1+ 2_i)) = H(l + 271 = H(l +d;27%).
i=1 i=1 i=1
Vypocet e*
Ec:=1, E,= ,,,1(]. -+ dn2_n) =E,_1+d,27"E,_1. }
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Vypocet exp(x)

@ Tabelovany hodnoty w, =In(1 +27") pro n=1,2,3,....
0 .
e Najdi rozvoj x = ) d;In(1 +27"). Pak

i=1
expx = exp(z diln(1+ 2_i)) = H(l + 271 = H(l +d;27%).
i=1 i=1 i=1
Vypocet e*
Ec:=1, E,= ,,,1(]. -+ d,,2_n) =E,_1+d,27"E,_1. J

Odhad chyby: Pro x € [0,In2] Ize ukdzat 0 < eX — E, < 515,
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Vypocet exp(x)

Pro velkd x posun proménné do vhodného intervalu:
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Vypocet exp(x)

Pro velkd x posun proménné do vhodného intervalu:

Algoritmus: vstup x
e Najdi k € N tak, aby y = x — kIn2 € [0,In2].
@ Spocitej predchozi metodou e”.

@ Poloz eX = e¥tkIn2 — 2keY (tj. posuh binarni te¢ku v e’ o k mist).
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Vypocet exp(x)

Pro velkd x posun proménné do vhodného intervalu:

Algoritmus: vstup x
e Najdi k € N tak, aby y = x — kIn2 € [0,In2].
@ Spocitej predchozi metodou e”.

@ Poloz eX = e¥tkIn2 — 2keY (tj. posuh binarni te¢ku v e’ o k mist).

Pro vypocet sin a cos : rozvoj do Fady
Z dparctan2™" kde d, € {-1,1},

tzv. algoritmus CORDIC.
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Pozi¢ni soustavy
Ziklad « € C, cifry A C Z. Pak («a, .A)-reprezentace Cisla x je

X = Z xkaX,  kde xx € A

k=—00

Zapisujeme

X = XpXp—1-.-X0 ® X_1X_2 ... nebo XxX=0ex,xp-1...
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Pozi¢ni soustavy
Ziklad « € C, cifry A C Z. Pak («a, .A)-reprezentace Cisla x je

X = Z xkaX,  kde xx € A

k=—00
Zapisujeme
X = XpXp—1-.-X0 ® X_1X_2 ... nebo XxX=0ex,xp-1...
Pozadujeme
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Pozi¢ni soustavy
Ziklad « € C, cifry A C Z. Pak («a, .A)-reprezentace Cisla x je

X = Z xkaX,  kde xx € A

k=—00
Zapisujeme
X = XpXp—1-.-X0 ® X_1X_2 ... nebo XxX=0ex,xp-1...
Pozadujeme

@ abeceda A konecnia
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Pozi¢ni soustavy
Ziklad « € C, cifry A C Z. Pak («a, .A)-reprezentace Cisla x je

X = Z xkaX,  kde xx € A

k=—00
Zapisujeme
X = XpXp—1-.-X0 ® X_1X_2 ... nebo XxX=0ex,xp-1...
Pozadujeme

@ abeceda A konecnia

@ |a| > 1 kvilli konvergenci

Edita Pelantovd (KM FJFI) K &emu slouZi exotické z3pisy &isel 30. dubna 2019 Ostrava 7/28



Pozi¢ni soustavy
Ziklad « € C, cifry A C Z. Pak («a, .A)-reprezentace Cisla x je

X = Z xpa,  kde x, € A

k=—00
Zapisujeme
X = XpXp—1-.-X0 ® X_1X_2 ... nebo XxX=0ex,xp-1...
Pozadujeme

@ abeceda A konecnd
@ |a| > 1 kvilli konvergenci

@ aby bylo dost Cisel, kterd maji (v, A)-reprezentaci
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Pozi¢ni soustavy
Mirnd exotika  zdklad b € N, cifry D ={0,1,2,...b—1}.
Kazdé x € N lze jednozncné zapsat

x=aph"+a,_1b" 1+ ... +ab+ay, kdea;eD.
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Pozi¢ni soustavy

Mirn exotika  zaklad b € N, cifry D = {0,1,2, ...

Kazdé x € N lze jednozncné zapsat
Xx=aph"+a,_1b" '+ ... +ab+ag,
Napf. b=2, D ={0,1}

54 —
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b—1}.

kde a; € D.



Pozi¢ni soustavy
Mirnd exotika  zdklad b € N, cifry D ={0,1,2,...b—1}.
Kazdé x € N lze jednozncné zapsat

x=aph"+a,_1b" 1+ ... +ab+ay, kdea;eD.
Napt. b=2, D=1{0,1}

54 =12°4+124+02%4+122+12+0.2°
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Pozi¢ni soustavy
Mirnd exotika  zdklad b € N, cifry D ={0,1,2,...b—1}.
Kazdé x € N lze jednozncné zapsat

x=aph"+a,_1b" 1+ ... +ab+ay, kdea;eD.
Napt. b=2, D=1{0,1}

54 =12°4+124+02%4+122+12+0.2°
Ale co x € Z,x < 07
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Pozi¢ni soustavy

Mirnd exotika  zdklad b € N, cifry D ={0,1,2,...b—1}.
Kazdé x € N lze jednozncné zapsat

x=aph"+a,_1b" 1+ ... +ab+ay, kdea;eD.
Napt. b=2, D=1{0,1}

54 =12°4+124+02%4+122+12+0.2°
Ale co x € Z,x < 07

Grunwald 1854
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Pozi¢ni soustavy

Mirnd exotika  zdklad b € N, cifry D ={0,1,2,...b—1}.
Kazdé x € N lze jednozncné zapsat

x=aph"+a,_1b" 1+ ... +ab+ay, kdea;eD.
Napt. b=2, D=1{0,1}

54 =12°4+124+02%4+122+12+0.2°
Ale co x € Z,x < 07

Grunwald 1854 baze b= -2, D ={0,1}
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Pozi¢ni soustavy
Mirnd exotika  zdklad b € N, cifry D ={0,1,2,...b—1}.
Kazdé x € N lze jednozncné zapsat

x=aph"+a,_1b" 1+ ... +ab+ay, kdea;eD.
Napt. b=2, D=1{0,1}

54 =12°4+124+02%4+122+12+0.2°
Ale co x € Z,x < 07

Grunwald 1854 baze b= -2, D ={0,1}

Kazdé x € Z lze zapsat jednoznacéné ve tvaru
X = a,,(—2)” aF a,,_1(—2)"_1 AF 000 AF a1(—2)1 aF ao(—2)0, kde a; € {0, 1}.
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Pozi¢ni soustavy
Mirnd exotika  zdklad b € N, cifry D ={0,1,2,...b—1}.
Kazdé x € N lze jednozncné zapsat

x=aph"+a,_1b" 1+ ... +ab+ay, kdea;eD.
Napt. b=2, D=1{0,1}

54 =12°4+124+02%4+122+12+0.2°
Ale co x € Z,x < 07

Grunwald 1854 baze b= -2, D ={0,1}

Kazdé x € Z lze zapsat jednoznacéné ve tvaru
X = a,,(—2)” aF a,,_1(—2)"_1 AF 000 AF a1(—2)1 aF ao(—2)0, kde a; € {0, 1}.

54 —
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Pozi¢ni soustavy
Mirnd exotika  zdklad b € N, cifry D ={0,1,2,...b—1}.
Kazdé x € N lze jednozncné zapsat

x=aph"+a,_1b" 1+ ... +ab+ay, kdea;eD.
Napt. b=2, D=1{0,1}

54 =12°4+124+02%4+122+12+0.2°
Ale co x € Z,x < 07

Grunwald 1854 baze b= -2, D ={0,1}

Kazdé x € Z lze zapsat jednoznacéné ve tvaru
X = an(—2)” aF a,,_1(—2)”_1 AF 000 AF a1(—2)1 = ao(—2)0, kde a; € {0, 1}.

54 = 1.(—2)° +0.(—2)° +0.(—2)* +1.(—2)* +0.(—2)? +1.(—2)' +0.(—2)°
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Pozi¢ni soustavy
Mirng exotika Il Uloha: kolik zdvaZi je tfeba k laboratornim vahdm, aby
Slo navazit 0,1,2,...,40 grami 7
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Pozi¢ni soustavy
Mirng exotika Il Uloha: kolik zdvaZi je tfeba k laboratornim vahdm, aby
Slo navazit 0,1,2,...,40 grami 7

symetrickd terndrni soustava bdze b=3, D ={-1,0,1}
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Pozi¢ni soustavy

Mirng exotika Il Uloha: kolik zdvaZi je tfeba k laboratornim vahdm, aby
Slo navazit 0,1,2,...,40 grami 7

symetrickd terndrni soustava bdze b=3, D ={-1,0,1}

Kazdé x € Z lze zapsat jednoznacné ve tvaru
x=ap3" +a,_13"t + ...+ a3 + a03°, kde a; € {1,0,1}.

54 —
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Pozi¢ni soustavy

Mirng exotika Il Uloha: kolik zdvaZi je tfeba k laboratornim vahdm, aby

Slo navazit 0,1,2,...,40 grami 7

symetrickd terndrni soustava bdze b=3, D ={-1,0,1}
Kazdé x € Z lze zapsat jednoznacné ve tvaru
x=ap3" +a,_13"t + ...+ a3 + a03°, kde a; € {1,0,1}.

54 =3% +1.3%4+0.32+0.3' +0.3°
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Pozi¢ni soustavy

Mirng exotika Il Uloha: kolik zdvaZi je tfeba k laboratornim vahdm, aby
Slo navazit 0,1,2,...,40 grami 7

symetrickd terndrni soustava bdze b=3, D ={-1,0,1}

Kazdé x € Z lze zapsat jednoznacné ve tvaru
x=ap3" +a,_13"t + ...+ a3 + a03°, kde a; € {1,0,1}.

54 =3% +1.3%4+0.32+0.3' +0.3°

V této soustavé pocitaly prvni ruské pocitace

Vyhody:

kratsi zapis Cisla neZ bindrné

|ze zpasat kladné i zaporné Cisla
rozvoj —x snadno z rozvoje X,
stadi umét scitat, odCitani stejné
vhodna abeceda na ndsobeni
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Komplexni bdze v =i — 1, abeceda A = {0, 1}
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Komplexni bdze v =i — 1, abeceda A = {0, 1}

Penney 1965
Necht vy =i—1a A= {0,1}. Pak

o kazdé x € C Ize zapsat ve tvaru x = 5. xx7%, kde xx € A;

k=—00

o kazdé x € Z[i] ={a+ib: a,b € Z} |ze zapsat ve tvaru
n

X = xkvK,  kde x, € A jednoznaéné.
k=0
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Komplexni bdze v =i — 1, abeceda A = {0, 1}

Penney 1965
Necht vy =i—1a A= {0,1}. Pak

n

o kazdé x € C Ize zapsat ve tvaru x = 5. xx7%, kde xx € A;

k=—o0
o kazdé x € Z[i] ={a+ib: a,b € Z} |ze zapsat ve tvaru
n
X = xkvK,  kde x, € A jednoznaéné.

k=0

y=i—-1,7=-2i, =242, =—4,...
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Komplexni bdze v =i — 1, abeceda A = {0, 1}

Penney 1965
Necht vy =i—1a A= {0,1}. Pak

n
o kazdé x € C Ize zapsat ve tvaru x = 5. xx7%, kde xx € A;

k=—00

o kazdé x € Z[i] ={a+ib: a,b € Z} |ze zapsat ve tvaru
n

X = xkvK,  kde x, € A jednoznaéné.
k=0

y=i—-1,7==2i ¥} =242 +*=—-4,. ..
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Komplexni bdze v =i — 1, abeceda A = {0, 1}

Penney 1965
Necht vy =i—1a A= {0,1}. Pak

n
o kazdé x € C Ize zapsat ve tvaru x = 5. xx7%, kde xx € A;

k=—00

o kazdé x € Z[i] ={a+ib: a,b € Z} |ze zapsat ve tvaru
n

X = xkvK,  kde x, € A jednoznaéné.
k=0

y=i—1,72==2i ¥ =24+2i +*=—4,...
2=793+92 = (2),=1100e
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Komplexni bdze v =i — 1, abeceda A = {0, 1}

Penney 1965
Necht vy =i—1a A= {0,1}. Pak

n
o kazdé x € C Ize zapsat ve tvaru x = 5. xx7%, kde xx € A;

k=—00

o kazdé x € Z[i] ={a+ib: a,b € Z} |ze zapsat ve tvaru
n

X = xkvK,  kde x, € A jednoznaéné.
k=0

y=i—1,72==2i ¥ =24+2i +*=—4,...
2=793+92 = (2),=1100e
(3), =1101e
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Komplexni bdze v =i — 1, abeceda A = {0, 1}

Penney 1965
Necht y=i—1a A= {0,1}. Pak

n
o kazdé x € C Ize zapsat ve tvaru x = 5. xx7%, kde xx € A;

k=—0oc0

o kazdé x € Z[i] ={a+ib: a,b € Z} |ze zapsat ve tvaru
n

X = xkvK,  kde x, € A jednoznaéné.
k=0

y=i—-1,7==2i ¥} =242 +*=—-4,. ..
2=793+92 = (2),=1100e
(3), = 1101e (4), = 111010000 e (—1), = 11101e

Jak scitat v této soustavé?
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Paralelni s¢itani  (libovolny pocet procesor( )
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Paralelni s¢itani  (libovolny pocet procesor( )

Hleddme algoritmus na paralelni scitani, tj. algoritmus, ktery by nasel
vysledek v Case nezdvislém ne délce scitancl
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Paralelni s¢itani  (libovolny pocet procesor( )

Hleddme algoritmus na paralelni scitani, tj. algoritmus, ktery by nasel
vysledek v Case nezdvislém ne délce scitancl

X=X XXX XX o
YR AR TR AR A

R ————

XY= 277,
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Paralelni sc¢itani

(libovolny pocet procesori )

Hleddme algoritmus na paralelni scitani, tj. algoritmus, ktery by nasel
vysledek v Case nezdvislém ne délce scitancl

D XXXy XX
Y= N e
P ———

XY= 777,

X = C Xt XX X1 - Xjp .. | X €A
= Vit Y YiYi—1 - Yj—r--- | Y €A
up = Xxj +yj cUjgpe . UjprUjlj 1 o Ujp e UJ'EA-I'.A
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Paralelni s¢itani  (libovolny pocet procesor( )

Hleddme algoritmus na paralelni scitani, tj. algoritmus, ktery by nasel

vysledek v Case nezdvislém ne délce scitancl

X=X XXX XX o

V= o) A
uﬁ.ﬁ,_J

X=..27.7

X = e Xjpt e XRIX X1 - Xjp ... | XjEA
y = o Vit V1YYl Yj—r--. | Y EA
up = Xxj +yj cesUjgp . UjprUjUj 1 o Ujp e UJ'EA-I'.A
Vi=@(Ujpe-. Uj—f) | o Vigt.. . Vip1VjVj—1...Vj—r... |V EA
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Klasicky priklad

Ziklad b = deset, cifry A ={0,1,...,9}.

Zapis jednoznadny, azna le =0e9999...
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Klasicky priklad

Ziklad b = deset, cifry A ={0,1,...,9}.

Zapis jednoznadny, azna le =0e9999...

P¥i aritmetickych operacich prenos

39999999999999 - - - 99999999999999999
00000000000000 - - - 00000000000000001
100000000000000 - - - 00000000000000000

Nutna redundance !!!
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Klasicky priklad

Ziklad b = deset, cifry A ={0,1,...,9}.

Zapis jednoznadny, azna le =0e9999...

P¥i aritmetickych operacich prenos

39999999999999 - - - 99999999999999999
00000000000000 - - - 00000000000000001
100000000000000 - - - 00000000000000000

Nutna redundance !!!

Pentium pouzivd pro déleni algoritmus SRT a redundantni soustavu se
zdkladem 8 = 4 a péti ciframi {—2,—1,0,1,2}.
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Baze b = 4, abeceda A= {-2-1,0,1,2}

Vstup: dvé koneéné posloupnosti cifer (x;) a (y;) v {—2—1,0,1,2}
Vystup: koneénd posloupnost cifer (z;) z {—2 —1,0,1,2}, takova, Ze

Z X;4i + Z y;4i = Z Z,'4i.

Pro kazdé i paralelné& provadé&j

o wi =Xty
. Jwi >3 g
k 1 ,'Z:].
® kdyz {W,-:2 and W,-_122}’p0 0z 4
. jwi <=3 .
kdyz {Wi:_2 and Wi_1<_2},poloz g =-1
jinak g; :=0

® zi:=w;—qi4+qgi1

Edita Pelantovd (KM FJFI) K &emu slouZi exotické zapisy &isel 30. dubna 2019 Ostrava 13 /28



Necelociselné baze

Rényi 1957
Necht § > 1. Pak kazdé x € [0, +00) Ize zapsat ve tvaru

n
x = Z xkB5, kdexx e A={a€Z : 0<a< B}

k=—00
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Necelociselné baze

Rényi 1957
Necht § > 1. Pak kazdé x € [0, +00) Ize zapsat ve tvaru

n

x = Z xkB5, kdexx e A={a€Z : 0<a< B}

k=—00

Priklad :

Edita Pelantovd (KM FJFI) K &emu slouZi exotické zapisy &isel



Necelociselné baze

Rényi 1957
Necht § > 1. Pak kazdé x € [0, +00) Ize zapsat ve tvaru

n

x = Z xkB5, kdexx e A={a€Z : 0<a< B}

k=—00

Piiklad : bdze 7 = 155 =1 618..

. a abeceda {0,1}
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Necelociselné baze

Rényi 1957
Necht § > 1. Pak kazdé x € [0, +00) Ize zapsat ve tvaru

n

X = Z x5, kdexxe A={acZ : 0<a<p}

k=—00

Piklad : baze 7 = 155 —1.618... a abeceda {0,1}
7 je kofen rovnice 72 =7 + 1
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Necht § > 1. Pak kazdé x € [0, +00) Ize zapsat ve tvaru

n

X = Z x5, kdexxe A={acZ : 0<a<p}

k=—00

Piklad : baze 7 = 155 —1.618... a abeceda {0,1}
7 je kofen rovnice 72 =7 + 1

(2); =1lell
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Necelociselné baze

Rényi 1957
Necht § > 1. Pak kazdé x € [0, +00) Ize zapsat ve tvaru

n

X = Z x5, kdexxe A={acZ : 0<a<p}

k=—00

Piklad : baze 7 = 155 —1.618... a abeceda {0,1}
7 je kofen rovnice 72 =7 + 1

(2); =1lell=10e01
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Necelociselné baze

Rényi 1957
Necht § > 1. Pak kazdé x € [0, +00) Ize zapsat ve tvaru

n

X = Z x5, kdexxe A={acZ : 0<a<p}

k=—00

Piklad : baze 7 = 155 —1.618... a abeceda {0,1}
7 je kofen rovnice 72 =7 + 1

(2); =1le11=10e01=10e0011="--
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Necelociselné baze

Rényi 1957
Necht § > 1. Pak kazdé x € [0, +00) Ize zapsat ve tvaru

n

X = Z x5, kdexxe A={acZ : 0<a<p}

k=—00

Piklad : baze 7 = 155 —1.618... a abeceda {0,1}
7 je kofen rovnice 72 =7 + 1

(2); =1lell=10e01=10e0011=--
(1)- =0e(010) = 0010010010010010 - - -
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Necelociselné baze

Rényi 1957
Necht § > 1. Pak kazdé x € [0, +00) Ize zapsat ve tvaru

n

X = Z x5, kdexxe A={acZ : 0<a<p}

k=—o00

Piklad : baze 7 = 155 —1.618... a abeceda {0,1}
7 je kofen rovnice 72 =7 + 1

(2); =1lell=10e01=10e0011=--
(1)- =0e(010) = 0010010010010010 - - -

Lexikograficky nejvétsi reprezentaci Ize ziskat hladovym algoritmem
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Které baze dovoluji paralelni s¢itani?
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Které baze dovoluji paralelni s¢itani?

Nutné: Fin(a) + Fing(a) C Fing(w)
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Které baze dovoluji paralelni s¢itani?

Nutné: Fin(a) + Fing(a) C Fing(w)

== o algebraické &islo
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Které baze dovoluji paralelni s¢itani?

Nutné: Fin(a) + Fing(a) C Fing(w)
di

== o algebraické &islo

Frougny, Heller, P., Svobodova, 2015

Necht baze « je algebraické &islo. Abeceda A, ve které Ize s¢itdni na
Fin 4(«) provddét paralelné existuje pravé tehdy, pokud Zddny sdruZeny
koren od a neni v absolutni hodnoté roven 1.

Edita Pelantovd (KM FJFI) K &emu slouzi exotické zdpisy Cisel 30. dubna 2019 Ostrava
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Kolik redundance je nutné na paralelni scitdni?
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Kolik redundance je nutné na paralelni scitdni?

Proc¢ vadi velka redundance?

Edita Pelantovd (KM FJFI) K &emu slouZi exotické zapisy &isel



s 7/

Kolik redundance je nutné na paralelni scitdni?

Proc¢ vadi velka redundance?

e beN: then A={-1,0,1,...,b—1} and A={0,1,
allow parallel addition ~ (B. Parhami, 1990)
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Y4

Kolik redundance je nutné na paralelni scitdni?

Pro¢ vadi velka redundance?
e beN: thenA={-1,0,1,...,b—1}and A={0,1,...,b—1,b}
allow parallel addition ~ (B. Parhami, 1990)
e y=1i—1: Muller and Nielsen (1996) gave an algorithm for parallel
addition in A = {-1,0,1,2}.
They formulated an open question: Can the alphabet be reduced to
{~1,0,1}7
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Y4

Kolik redundance je nutné na paralelni scitdni?

Pro¢ vadi velka redundance?

e beN: thenA={-1,0,1,...,b—1}and A={0,1,...,b—1,b}
allow parallel addition ~ (B. Parhami, 1990)

e y=1i—1: Muller and Nielsen (1996) gave an algorithm for parallel
addition in A = {-1,0,1,2}.
They formulated an open question: Can the alphabet be reduced to
{~1,0,1}7

o7 = % and A = {0,1} then any x € Fina(7) has infinitely many
T-representations,

Edita Pelantovd (KM FJFI) K &emu slouZi exotické zapisy &isel 30. dubna 2019 Ostrava 16 / 28



Y4

Kolik redundance je nutné na paralelni scitdni?

Pro¢ vadi velkd redundance?

e beN: thenA={-1,0,1,...,b—1}and A={0,1,...,b—1,b}
allow parallel addition ~ (B. Parhami, 1990)

e y=1i—1: Muller and Nielsen (1996) gave an algorithm for parallel
addition in A = {-1,0,1,2}.
They formulated an open question: Can the alphabet be reduced to
{-1,0,1}7

o7 = % and A = {0,1} then any x € Fina(7) has infinitely many
T-representations, but A = {0,1} does not allow parallelism
(Frougny, 1999)
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Y4

Kolik redundance je nutné na paralelni scitdni?

Pro¢ vadi velkd redundance?

e beN: thenA={-1,0,1,...,b—1}and A={0,1,...,b—1,b}
allow parallel addition ~ (B. Parhami, 1990)

e y=1i—1: Muller and Nielsen (1996) gave an algorithm for parallel
addition in A = {-1,0,1,2}.
They formulated an open question: Can the alphabet be reduced to
{-1,0,1}7

o7 = % and A = {0,1} then any x € Fina(7) has infinitely many
T-representations, but A = {0,1} does not allow parallelism
(Frougny, 1999)

o 7= 155 Berstel (1986) parallel addition in {0,1,...,12}
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Y4

Kolik redundance je nutné na paralelni scitdni?

Pro¢ vadi velkd redundance?

e beN: thenA={-1,0,1,...,b—1}and A={0,1,...,b—1,b}
allow parallel addition ~ (B. Parhami, 1990)

e y=1i—1: Muller and Nielsen (1996) gave an algorithm for parallel
addition in A = {-1,0,1,2}.
They formulated an open question: Can the alphabet be reduced to
{~1,0,1}7

o7 = % and A = {0,1} then any x € Fina(7) has infinitely many
T-representations, but A = {0,1} does not allow parallelism
(Frougny, 1999)

o 7= 155 Berstel (1986) parallel addition in {0,1,...,12}

e Milena (2010) parallel addition by a 21-local function in alphabet
A={-1,0,1}, or A={0,1,2}
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Dolni mez na velikost abecedy
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Dolni mez na velikost abecedy

Frougny, P., Svobodova, 2012

Necht baze « je algebraické celé Cislo s minimalnim polynomem 7(X) a
necht abeceda A C Z. Kdyz s¢itani na Fin4(«) |ze provadét paralelné,
pak #.A > |f(1)|. Kdyz navic « je redIné Cislo > 1, pak #.A4 > |f(1)| + 2.
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Dolni mez na velikost abecedy

Frougny, P., Svobodova, 2012

Necht baze « je algebraické celé Cislo s minimalnim polynomem 7(X) a
necht abeceda A C Z. Kdyz s¢itani na Fin4(«) |ze provadét paralelné,
pak #.A > |f(1)|. Kdyz navic « je redIné Cislo > 1, pak #.A4 > |f(1)| + 2.

Priklad v =i—1: minimélni polynom f(x) = x? +2x +2,
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Dolni mez na velikost abecedy

Frougny, P., Svobodova, 2012

Necht baze « je algebraické celé Cislo s minimalnim polynomem 7(X) a
necht abeceda A C Z. Kdyz s¢itani na Fin4(«) |ze provadét paralelné,
pak #.A > |f(1)|. Kdyz navic « je redIné Cislo > 1, pak #.A4 > |f(1)| + 2.

Pfiklad ~y=i—1: minimélni polynom f(x) = x2+2x+2, |f(1)| =5,
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Dolni mez na velikost abecedy

Frougny, P., Svobodova, 2012

Necht baze « je algebraické celé Cislo s minimalnim polynomem 7(X) a
necht abeceda A C Z. Kdyz s¢itani na Fin4(«) |ze provadét paralelné,
pak #.A > |f(1)|. Kdyz navic « je redIné Cislo > 1, pak #.A4 > |f(1)| + 2.

Ptiklad v =i—1: miniméIni polynom f(x) = x> +2x+2, |f(1)| =5,
paralelné lze s¢itat v abecedé s #.4 > 5.
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Dolni mez na velikost abecedy

Frougny, P., Svobodova, 2012

Necht baze « je algebraické celé Cislo s minimalnim polynomem 7(X) a
necht abeceda A C Z. Kdyz s¢itani na Fin4(«) |ze provadét paralelné,
pak #.A > |f(1)|. Kdyz navic « je redIné Cislo > 1, pak #.A4 > |f(1)| + 2.

Ptiklad v =i—1: miniméIni polynom f(x) = x> +2x+2, |f(1)| =5,
paralelné lze s¢itat v abecedé s #.4 > 5.

2

Priklad  zlaty fez 7 :  minimalni polynom f(x) = x* —x —1,
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Dolni mez na velikost abecedy

Frougny, P., Svobodova, 2012

Necht baze « je algebraické celé Cislo s minimalnim polynomem 7(X) a
necht abeceda A C Z. Kdyz s¢itani na Fin4(«) |ze provadét paralelné,
pak #.A > |f(1)|. Kdyz navic « je redIné Cislo > 1, pak #.A4 > |f(1)| + 2.

Ptiklad v =i—1: miniméIni polynom f(x) = x> +2x+2, |f(1)| =5,
paralelné lze s¢itat v abecedé s #.4 > 5.

Priklad  zlaty fez 7 :  minimalni polynom f(x) = x> —x—1, |f(1)] =1,
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Dolni mez na velikost abecedy

Frougny, P., Svobodova, 2012

Necht baze « je algebraické celé Cislo s minimalnim polynomem 7(X) a
necht abeceda A C Z. Kdyz s¢itani na Fin4(«) |ze provadét paralelné,
pak #.A > |f(1)|. Kdyz navic « je redIné Cislo > 1, pak #.A4 > |f(1)| + 2.

Ptiklad v =i—1: miniméIni polynom f(x) = x> +2x+2, |f(1)| =5,
paralelné lze s¢itat v abecedé s #.4 > 5.

Priklad  zlaty fez 7 :  minimalni polynom f(x) = x> —x—1, |f(1)] =1,
paralelné Ize s&itat v abeced& s #.A4 > 3.
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Dolni mez na velikost abecedy

Frougny, P., Svobodova, 2012

Necht baze « je algebraické celé Cislo s minimalnim polynomem 7(X) a
necht abeceda A C Z. Kdyz s¢itani na Fin4(«) |ze provadét paralelné,
pak #.A > |f(1)|. Kdyz navic « je redIné Cislo > 1, pak #.A4 > |f(1)| + 2.

Ptiklad v =i—1: miniméIni polynom f(x) = x> +2x+2, |f(1)| =5,
paralelné lze s¢itat v abecedé s #.4 > 5.

Priklad  zlaty fez 7 :  minimalni polynom f(x) = x> —x—1, |f(1)] =1,
paralelné Ize s&itat v abeced& s #.A4 > 3.

Priklad ~v=i—-1:
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Dolni mez na velikost abecedy

Frougny, P., Svobodova, 2012

Necht baze « je algebraické celé Cislo s minimalnim polynomem 7(X) a
necht abeceda A C Z. Kdyz s¢itani na Fin4(«) |ze provadét paralelné,
pak #.A > |f(1)|. Kdyz navic « je redIné Cislo > 1, pak #.A4 > |f(1)| + 2.

Ptiklad v =i—1: miniméIni polynom f(x) = x> +2x+2, |f(1)| =5,
paralelné lze s¢itat v abecedé s #.4 > 5.

Priklad  zlaty fez 7 :  minimalni polynom f(x) = x> —x—1, |f(1)] =1,
paralelné Ize s&itat v abeced& s #.A4 > 3.

Piiklad ~y=i—1: [|f(1) =5,
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Dolni mez na velikost abecedy

Frougny, P., Svobodova, 2012

Necht baze « je algebraické celé Cislo s minimalnim polynomem 7(X) a
necht abeceda A C Z. Kdyz s¢itani na Fin4(«) |ze provadét paralelné,
pak #.A > |f(1)|. Kdyz navic « je redIné Cislo > 1, pak #.A4 > |f(1)| + 2.

Ptiklad v =i—1: miniméIni polynom f(x) = x> +2x+2, |f(1)| =5,
paralelné lze s¢itat v abecedé s #.4 > 5.

Priklad  zlaty fez 7 :  minimalni polynom f(x) = x> —x—1, |f(1)] =1,
paralelné Ize s&itat v abeced& s #.A4 > 3.

Piiklad ~y=i—1: |f(1)]=5,
(Milena 2014) paralelné Ize scitat v abecedé A = {0,+1, £/}.
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K ¢emu redundance?

@ Rychlé algoritmy nédsobeni pro kryptografii

V bindrni soustavé s abecedou {—1,0,1} volba rozvoje s minimalni
Hammingovou vahou (podet nenulovych cifer).
— non-adjacent form (Reitwiesner, Booth ...)

Edita Pelantovd (KM FJFI) K &emu slouZi exotické zapisy &isel 30. dubna 2019 Ostrava 18 /28



K ¢emu redundance?

@ Rychlé algoritmy nédsobeni pro kryptografii

V binarni soustavé s abecedou {—1,0,1} volba rozvoje s minimalni
Hammingovou vahou (podet nenulovych cifer).
— non-adjacent form (Reitwiesner, Booth ...)

Nestandardni soustavy
— Fibonacciho soustava (Heuberger)
— Baze $ > 1 a minimalita vzhledem k absolutnimu souctu cifer

|Ix|[ = >_; [xj| (Frougny & Steiner)
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K ¢emu redundance?

@ Rychlé algoritmy nédsobeni pro kryptografii

V binarni soustavé s abecedou {—1,0,1} volba rozvoje s minimalni
Hammingovou vahou (podet nenulovych cifer).
— non-adjacent form (Reitwiesner, Booth ...)

Nestandardni soustavy

— Fibonacciho soustava (Heuberger)

— Baze $ > 1 a minimalita vzhledem k absolutnimu souctu cifer
[Ix]| = >_; x| (Frougny & Steiner)

e Robustni ADC (analogové digitalni prevodniky)

— The golden ratio encoder (Daubechies, Yilmaz)
— Negative beta encoder (Kohda et al).
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Jak chytre ndsobit?
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Jak chytre ndsobit?
Co je $patné na klasickych algoritmech pro Ax B ?

0.X1X2"'Xn X 0.y1y2...yn = 002122...znzn+1...22n
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Jak chytre ndsobit?
Co je $patné na klasickych algoritmech pro Ax B ?

0.X1X2"'Xn X 0.y1y2...yn = 002122...znzn+1...22n
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Jak chytre ndsobit?
Co je $patné na klasickych algoritmech pro Ax B ?

O.X]_XQ"'X,-, X 0.y1y2...yn = 0.2122"'ann+1"

On-line algoritmus se zpoZzdénim 6 € N

K0 XX XXX Ko
V=0 e
 r— gl

YO
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Jak chytre ndsobit?
Co je $patné na klasickych algoritmech pro Ax B ?

O.X1X2"'Xn X 0.y1y2...yn = 0.2122...znzn+1...22n

On-line algoritmus se zpoZzdénim 6 € N

X=X X XXX
) :O.Q::..x,x.,m

X-0ppp..

Trivedi a Ercegovac v roce 1974 zavedli on-line algoritmus na ndsobeni a
déleni pro redundantni soustavy se zdkladem b € N.
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Jak chytre ndsobit?
Co je $patné na klasickych algoritmech pro Ax B ?

0.X1X2"'Xn X 0.y1y2...yn = 0.2122...znzn+1..

On-line algoritmus se zpoZzdénim 6 € N

KO Xy XXX
) :O.Qli..x,x.,xq;»

X-0ppp..

*Z22n

Trivedi a Ercegovac v roce 1974 zavedli on-line algoritmus na ndsobeni a

déleni pro redundantni soustavy se zdkladem b € N.

Frougny, Pavelka, P., Svobodovd, 2018

Jakmile Ize ve Fin4(«) paralelné scitat, pak lze také on-line nasobit.

)
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B3-cela cisla
Zg = { + x ’ X M3 rozvoj XxXk_1 - * Xo 00“’}.

Geometrie mnoziny Zg: [Sc€Z : Zg =7
BEZ : Zg 77
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B3-cela cisla
Zg = { + x ’ X MA rozvoj XxXk_1 - - X0 00“’}.

Geometrie mnoziny Zg: [Sc€Z : Zg =7
BEZ : Zg 77

Priklad: Bize 7 = (1 + V/5), cifry {0,1}, zakdzdno 11.

L, = { + Zf'(:o xiT! ’ xi € {0,1}, xixiy1 = 0}

1 1/7 1 1 1/7 1 1/7 1 1
—NN AN NS NS NS AN AN N
0 1 7 2 41 3 4l P +1
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Model kvazikrystalu
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Model kvazikrystalu

@ V roce 1982 D. Shechtman objevil material, s difrakénim obrazem o
symetriich 2,3,5. (symetrie icosahedronu).

@ Rotaéni symetrie fadu 5 u periodickych 2D a 3D struktur zakazana.

@ Pro ‘hezky’ difrakéni obraz nutné usporddani na dalku.

@ Pozice bodii ve 2D nelze popsat dvéma souradnicemi v Z.
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Metoda ‘ukroj a promitni’

HcRY H:{Zlea,;ej ai,...,aq € 7}
ﬁl r& €1,€9,...,eq baze RY
M(HYycV; ——— Tly(H)C Vs, Ri=V, & Vs
Iy o IT;*

Projekce: My zdZeno na H prosté; MMy(H) husté ve V5.
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Metoda ‘ukroj a promitni’

HcRY H:{Elea,;e,; ai,...,aq € 7}
ﬁl r&\ €1,€9,...,eq baze RY
(H)CcVy, ———— Ty(H) C Vy Re=V, @ Va
Iy o IT;*

Projekce: My zdZeno na H prosté; MMy(H) husté ve V5.
Pro omezenou Q C V5, Q° # (:

Z {nl(X‘XEH |_|2 EQ}
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Metoda ‘ukroj a promitni’

HcRY H:{E,Llaie,; ai,...,aq € 7}
ﬁl r& €1,€9,...,6q bize R?
(H)CcVy, ———— Ty(H) C Vy Re=V, @ Va
Iy o IT;*

Projekce: My zdZeno na H prosté; MMy(H) husté ve V5.
Pro omezenou Q C V5, Q° # (:

Z {nl(X‘XEH ng EQ}

Y (Q) je delonovska, aperiodicks, ...
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| x [ (J- [br+a]
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T-cela cisla
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T-cela cisla

| x [ () [br+a]
0 0 0
1 1 1
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T-cela cisla

| x | (s [brta]
0 0 0
1 1 1
T 10 T
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T-cela cisla
| x | ()7 [ br+a]
0 0 0
1 1 1
T 10 T
72 100 T4+1
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T-cela cisla

[ x | (X)r | br+a|
0 0 0
1 1 1
T 10 T
72 100 T+1
241 101 T+2
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[ x ] (x)r | br+a ]
0 0 0
1 1 1
T 10 T
72 100 T+1
241 101 T+2
T3 1000 | 27 +1

Edita Pelantovd (KM FJFI)

K &emu slouZi exotické z4pisy &isel




T-cela cisla

| x | ()r [ br+a]

0 0 0

1 1 1

T 10 T

T2 100 T+1

241 101 T42

73 1000 | 27 +1

=41 1001 | 2742
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T-cela cisla

| x [ . [brva] P
0 0 0
1 1 1
T 10 T
T2 100 T4+1
241 101 T42
73 1000 | 27 +1
41 1001 | 27 +2
4T 1010 | 37 +1
74 10000 | 37 +2
T+l 10001 | 37 +3
™4+ 10010 | 47 +2
™4+ 72 10100 | 47 +3
Ay | 10101 | 47+ 4
7% | 100000 | 57+ 3
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T-cela cisla

| x [ . [brva] P
0 0 0
1 1 1
T 10 T
T2 100 T4+1
241 101 T42
73 1000 | 27 +1

B 41 1001 | 27 +2 /

4T 1010 | 37 +1
74 10000 | 37 +2

| 10001 | 37 +3 7
™4+ 10010 | 47 +2
™4+ 72 10100 | 47 +3
Ay | 10101 | 47+ 4
7% | 100000 | 57+ 3
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T-cela cisla

| x [ . [brva] P
0 0 0
1 1 1
T 10 T
T2 100 T4+1
241 101 T42
73 1000 | 27 +1

B 41 1001 | 27 +2 /

4T 1010 | 37 +1
74 10000 | 37 +2

| 10001 | 37 +3 7
™4+ 10010 | 47 +2
™4+ 72 10100 | 47 +3
Ay | 10101 | 47+ 4
7% | 100000 | 57+ 3

7T+ 4 =1001e.01
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T-cela cisla

y

| x [ . [brva] P
0 0 0
1 1 1
T 10 T

> /
T 100 T+ 1
241 101 T42
73 1000 | 27 +1
41 1001 | 2742
BT 1010 | 37 +1
74 10000 | 37 +2
T+l 10001 | 37 +3
™4+ 10010 | 47 +2
™4+ 72 10100 | 47 +3
Ay | 10101 | 47+ 4
7% | 100000 | 57+ 3
7T+ 4 =1001e.01

Z.NRT ={a+br>0]|a+bre(-1,1)}.
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Obecnéji

T-rozvoje k popisu modeld s 5- a 10-Cetnou symetrii.
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Obecnéji

T-rozvoje k popisu modeld s 5- a 10-Cetnou symetrii.

Rotace o Ghel 27” pro k € N  vyZaduje iracionalitu  cos 27”

Experimentdlné pozorované:

8-, 10- a 12-ti Cetné symetrie — cos%7r kvadratické Cislo.

2c0s 7 +1 =1+V2 koten  x? —2x—1
2 cos 2% = (1 +5) koren x2—x—1
2cos%r+2 =243 kofen x> —4x+1
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Obecnéji

T-rozvoje k popisu modeld s 5- a 10-Cetnou symetrii.

Rotace o Ghel 27” pro k € N  vyZaduje iracionalitu  cos 27”

Experimentdlné pozorované:

8-, 10- a 12-ti Cetné symetrie — cos%7r kvadratické Cislo.

2c0s 7 +1 =1+V2 koten  x? —2x—1
2 cos 2% =1(1+v5) koten x*—x-1
2cos%r+2 =243 koten x2—4x+1

V roce 2011 taky 18-Cetnd symetrie — kubické Eislo.
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Vyzkum

@ algebraické aspekty nestandardnich soustav
@ algoritmy pro prdci v nestandardnich soustavach

@ popis souvisejicich geometrickych struktur

Edita Pelantovd (KM FJFI) K &emu slouZi exotické zapisy &isel 30. dubna 2019 Ostrava 26 /28



Vyzkum

@ algebraické aspekty nestandardnich soustav
@ algoritmy pro prdci v nestandardnich soustavach
@ popis souvisejicich geometrickych struktur

@ souvislosti s matematickou fyzikou, kombinatorikou na slovech, teorii
Cisel, ...
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Deékuji za pozornost
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Co si odnést z prednasky

,Oh, 'yau must be
using base 4. See,
I use base 10.

|No. Iuse base 10.

What is base 47

Every base is base 10.
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