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Citát (varovný)

Dvadsať minút, a nič som sa nedozvedel . . .

(komentář k videozáznamu přednášky v Brně)
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Kolik kořenů má polynom?

ČKO (často kladené odpovědi):

méně než n (kde n je stupeň polynomu),
přesně n (počítáme-li komplexní kořeny i s násobnostmi),
neexistují žádné algoritmy pro určení kořenů.
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Účel přednášky

Dokážeme tři kacířské výroky:

počet reálných kořenů polynomu s reálnými koeficienty
nezávisí na stupni, nýbrž na počtu nenulových koeficientů,
dá se určit, kolik kořenů se nachází v daném segmentu,
takzvaná základní věta algebry nemá nic společného s algebrou.
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Máločlen

Máločlenem (anglicky fewnomial) nazýváme polynom vysokého
stupně, který má jen málo nenulových členů.

Příklady:

x100 − 1,
axn + bxm.
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Hlavní vlastnost máločlenu

Lidová forma sdělení: Máločlen má jen málo kořenů.

Matematická forma sdělení:

Věta (o kořenech máločlenu)

Polynom s k nenulovými koeficienty má nejvýše 2k − 1 reálných
kořenů.
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Descartovo pravidlo

Zajímají-li nás jen kladné kořeny, pak je předcházející věta je moc
slabá.

Příklad: polynom s nezápornými koeficienty nemá kořeny vůbec!

Proto zde máme drobné vylepšení:

Věta (Descartovo pravidlo)

Počet kladných kořenů polynomu je menší nebo roven počtu změn
znamének v posloupnosti nenulových koeficientů.

Pozorování: Descartovo pravidlo implikuje větu o máločlenech.
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Kolik kořenů má polynom na (a, b)?

Definice
Nechť f je polynom bez násobných kořenů. Sturmovou posloupností
nazýváme {p0(x), . . . , pn(x)} s klesajícími stupni splňující

p0(x) = f (x), p1(x) = f ′(x),
je-li pk(t) = 0, pak jsou čísla pk−1(t) a pk+1(t) nenulová a
mají opačná znaménka,
pn(x) nemá kořeny.

Věta (o kořenech na segmentu)

Počet kořenů polynomu na (a, b) je roven S(a)− S(b), kde S(x) je
počet alternací v posloupnosti p0(x), . . . , pn(x).
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Konstrukce Sturmovy posloupnosti

Postupujeme indukcí podle rekurentního vzorce

pk−1(x) = q(x)pk(x)− pk+1(x).
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Příklad

f (x) = x5 − x + a

Potom Sturmova posloupnost má tvar

x5 − x + a, x4 − 1
5
, x − 5

4
a,

(
5
4

)4

a4 − 1
5
.
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summary)
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The paper provides details of a domain decomposition method for elliptic equations of
2nd order on a 2-dimensional domain. If the equations inside the subdomains of size
H are inverted exactly, the typical approximation of the Schur complement leads to
a preconditioner of the order O((1 + log(H/h))2). The theory dates back to Bramble,
Pasciak and Schatz, and it has been revisited by many authors. The authors of the
present paper point out that understanding the theory is hard and that some details
have never been published. Therefore they want to present all the proofs in detail.
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