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Lze zobecnit pro dalst odmocniny?
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Analyticky dukaz

Regeni (M. Laczkovich, 2001)

UvaZme posloupnost x, = (vV2—1)", n € N.

Protoze 0 < V2 —1< 1, je x, klesajict a lim, x, = 0.
Pro kazdé n € N ma x, tvar av2 + b, kde a,b € Z.

Necht je v/2 raciondlni &islo se jmenovatelem D. Pak pro
libovolné a, b € Z je av/2 + b nenulové raciondlni &islo (v
zdkladnim tvaru) s jmenovatelem, kteryg je délitelem D.

Takovych délitelli je kone¢né mnoho, takze se nemizeme s
aVv/2 + b dostat libovolné blizko 0, jak poZaduje bod 2.
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Otazka
Jak dlouha mGze byt Sidonova posloupnost a, < n? Nejvétsi
takovou délku oznacme s(n).

Uvazujte napitklad n = 100. PouZzijeme-li hladovy algoritmus,
kterg v kazdém kroku prida do posloupnosti nejmenst cislo, které
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Jenze to nent nejdelst Sidonova posloupnost menst nez 100. Delst
napriklad:

1,3, 7, 25, 30, 41, 44, 56, 69, 76, 77, 80.

Takze s(100) > 12 a pocitacovgm rozborem vSech mozZnosti lze
ukazat, ze s(100) = 12.
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TakZe
k(k —1) 4+ 2k < 4n — 2, tedy k? < 4n, tedy k< 2v/n.
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(P. Erdos zemrel 20. zart 1996.)
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Pro k € N definujme ndhodné jevy
Ex = {X je délitelné k}.

Pozorovant:
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Tvrdime, Ze jevy {E, : p je prvocislo} jsou nezavislé. Jsou-li
P1, ..., pn rizna prvocisla, mdme

n
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n
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Body A, B, C must byt obarveny rtzngmi barvami, coz je spor.
v
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Uloha

Rovina je obarvena dvéma barvami. Dokazte, ze v nt existuje
obdélnik s vrcholy stejné barvy.
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Uvazme 9 rovnobézek a 3 kolmice na né. Na kazdé z 9
rovnobézek jsme ziskali trojici prisecikd.

Trojici bodt je mozné pomoci dvou barev obarvit 23 zplsoby.

ProtoZe viak mdme bod(i 9 = 23 + 1, musi b(t dvé trojice
obarveny stejnym zptsobem.

V obou trojicich najdeme (na stejnych pozicich) dva body
obarvené stejnou barvou. Ty tvoii vrcholy stejnobarevného
obdélniku.
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Predpokladejme, Ze mame rovinu obarvenou tfemi barvami
tak, ze zadné dva body ve vzdalenosti jedna nemaijt stejnou
barvu.

V této roviné zvolime bod A barvy 1, kter( bude stfedem
kruznice k o poloméru V3.

Na kruznici musi byt alespon jeden bod jiné barvy, ktery
oznacime jako B a jeho barvu jako barvu 2.

Dale uvazme kruznici [ o poloméru 1 a stredem A. Na této
kruznici zvolme body C a D tak, aby s bodem B tvorili
rovnostranny trojuhelnik BCD o strané jedna. Bod B je ve
vzdalenosti 1 od A i od B, musi tedy mit jinou barvu nez 1
nebo 2, nazvéme ji barvou 3.

Bod D je ve vzdalenosti jedna od A, B i C a must tak mit
¢tvrtou barvu, to je ale spor s tim, ze rovina je trojbarevna.



Resent




Hadwigertv-Nelsonlv problém

Problém pojmenovany po Hugovi Hadwigerovi a Edwardu
Nelsonovi se pta po tzv. chromatickém cislu roviny. Jde o
nejmensi pocet barev potifebnych k obarvent roviny tak, aby
zadné dva body v jednotkové vzdalenosti nemély stejnou barvu.
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Poznamky
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m Vi se, Ze je to jedno z ¢isel 5, 6, 7.
m Existujt indicie, Ze by odpovéd mohla byt zavisla na volbé
axiomu teorie mnozin.

m Problém [ze snadno zobecnit do vyssich dimenzi, ale ani tam
neni odpovéd zndma. Vi se, Ze chromatické &slo R? je
alesponi 6, ale nejvyse 15.
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i pocet taht hry.

7

Z toho plyne, Ze jeden z hrdcd ma vzdy vyhravajicl strategit
(lze dokazat indukci).

Predpokladejme, ze vyhravajici strategii ma druhy hrac. To
znamena, Ze na libovolny tah prvntho hrace umi zareagovat
tak, Ze vyhraje.

7

Kdyz tedy prvnt hrac¢ hraje v prvnim tahu n, ma druhg hrac
vyhravajict strategii.

Jenze tuto strategii mohl aplikovat od prvntho tahu jiz prvni
hra¢ a vyhral by. Cislo n se totiz ve hie podle pravidel od
druhého tahu nemdze vyskytnout. Spor.
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Poznamky

Pouzit] argument nefikd, jak by ona vjherni strategie mohla
vypadat.

Pro obecné n je podoba této strategie dokonce otevieny
problém!

Dulezité znament
Béhem prednasky doslo ke slavnostnimu ozndment organizatort

seminaie OSMA, Ze za vyresSent vyse uvedeného problému nabizi
1000 K¢.




Vzdalenosti v roviné




Liché vzdalenosti

Tvrzent
V roviné neexistuji ¢tyri body takové, ze vzdalenost kazd(ch dvou

je liché dislo.
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Dtikaz povedeme sporem. Necht existuji ¢tyfi body s lichgmi
vzdalenostmi. Jeden z bodd mdzeme umistit do pocatku,
zbylé tfi oznacme a, b, c.

Vzdalenosti (v eukleidovské metrice) |a, ||b|. |||, [la — b||,

|b —c|, |lc — al| jsou pak licha ¢isla.

’

Snadno ové&fime, ¥e pro liché m plati m?> = 1 (mod 8). Neboli
m? — 1 je délitelné 8, neboli m? md pti délent 8 zbytek 1.

Ctverce vyse uvedenych vzdalenostt majt tedy pii délent 8
zbytek 1.
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Pak plati (kde kongruence mezi maticemi je chapana po
slozkach)
2B = R (mod 8).
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Takze rank(A) < 2 a protoze hodnost soucinu matic nem(ize
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B Spocteme, 7e det(R) = 4.

Rozmyslime si, ze pak det(2B) = 4 (mod 8). Proc?
Predstavime si rozvoj z definice determinantu a protoze
odpovidajict si ¢leny matic 2B a R jsou kongruentnt modulo
8, must byt kongruentnt i jejich determinanty.

Proto det(2B) # 0, a tedy det(B) # 0. Jinak feceno, pro
hodnost matice B plati rank(B) = 3.

Na druhou stranu neni tézké si viimnout, Ze matice B je
specidlniho tvaru, konkrétné B = ATA, kde

a1 /J1 C1)

A=(a b c):(a2 S

Takze rank(A) < 2 a protoze hodnost soucinu matic nem(ize
byt vétSi nez nejmensi hodnost ciniteld, platt rank(B) < 2.

Tim jsme dostali spor.
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m [vrzeni [ze zobecnit do tvaru: V R" neexistuje n + 2 bodu
takovych, ze vzdalenost kazd(ch dvou je liché ¢islo. Dokazali
R.L. Graham, B.L. Rotschild a E.G. Strauss v roce 1974.
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m V roce 1994 polozil Paul Erdés otazku, jaky je tedy

maximalnt pocet bodd f(n) lichych vzdalenosti mezi n body v
roving.  References

1. P. Erd8s, Oral communication, Conference on Graph Theory, Combinatorics, and Computation, 1994, Boca
Raton, FL.
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m V roce 1996 dokazal L. Piepmeyer, Ze

n’>  r(r—23)

f(n) = 3 + 6 kde r =1, 2 nebo 3 a n = r (mod 3).

m Kdyz nam jde o celociselné vzdalenosti, tak bodt s takovymi
vzdalenostmi mizeme v roviné zkonstruovat libovolné mnoho
(@ nemust lezet na primce!).

m Ale! Je-li jich nekone¢né mnoho, pak jiz na prfimce lezet must
( N.H. Anning, P. Erdos).
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Pouze dvé vzdalenosti povoleny

Otazka (snadna)
Jaké nejvétst mnozstvi bod lze umistit do roviny, aby mély kazdé
dva z nich stejnou vzdalenost?

Odpovéd
TFL.

Otdzka (ne tak snadnd)

Jaké nejvétst mnozstvi bodt lze umistit do roviny, pokud povolime
dvé rizné vzdalenosti mezi body?

Odpoveéd
Bude tim extrémnim pripadem ctverec?

Nebo snad pétitthelnik?
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Jak to funguje ve vyssich dimenzich, tj. v RY, d > 3.

Oznacme jako n(d) nejvyssi pocet bodd v RY, které maji mezi
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Tvrzent

n(d) < =(d* + 5d + 4).

N —
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Dakaz

UvaZzme body p1,...,p, € R

Pro vzdalenosti plati:
2 2
Ipi — pjll = (par — pj1)° + -+ (Pia — Pja)”

Predpoklddame, Ze |p; — p;|| € {a, b} pro i # j.

KaZdému bodu p; ptifadime funkci f; : RY — R, kde
fi(x) = (Ix — pill* = @®)(lIx — pal® — b?).
Snadno ovéfime, ze

0 , pokud i # j,
fi(pj) = {

a’b*+0 , pokud i = j.
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Funkce fi,...,f, jsou linedrné nezavislé: Necht
O0=afi +- -+ a,f,.

Pak po dosazeni p; mdme 0 = o;a?b?, a tedy o; = 0 pro
vSechna i.

Vektorovy prostor V, ktery je linedrnim obalem mnoziny
funket {fy,...,f,} ma tedy dimenzi n.

Bl Nasim tkolem je najit co nejmensi mnoZinu G funkci R? — R
tak, aby kazda funkce z V byla linedrni kombinact funkct z G.
Pak totiz |G| > dim V = n.
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Plati
d

d
Ix—pill”> =3 _(xj = py)’ =X =)_2xpy + P,

j=1 j=1

kde X =3 x7, P =)_p;;
Dale:

fi(x) = (IIx — pi

- (X - 2xp;; +Ai) (X_ D 2xpij + Bi) '

kde A; = P, — a? a B; = P, — b>.

1> = a*)(Ix = pill* = b%)



Plati
d

d
Ix—pill”> =3 _(xj = py)’ =X =)_2xpy + P,

j=1 j=1

kde X =3 x7, P =)_p;;
Dale:

fi(x) = (IIx — pi

- (X - 2xp;; +Ai) (X_ D 2xpij + Bi) '

kde A; = P, — a? a B; = P, — b>.

Po dalsim preusporadani konecné:

fi(x) = X°—4X Z pijX; + (Z 2/3ijxj)2

+ (Al + Bl) (X — Z 2/J[ij) + A,‘B[.

1> = a*)(Ix = pill* = b%)



Po dalsim preusporadani konecné:

fi(x) = 4XZ/JUXJ (Z2pijxj)2

+ (A + B) (X -y 2p[jxj) + AB.



Po dalsim preusporadani konecné:

fi(x) = 4XZ/JUXJ (Z2pijxj)2

+ (A + B) (X -y 2p[jxj) + AB.

Takze kazda f; je linearni kombinaci funkct z mnoziny

G={X°
XjX,j:1,...,C/,
sz,j: ..... d

xixj, 1 <i<j<d,
xp,j=1,...,d,
1}.



Po dalsim preusporadani konecné:

fi(x) = 4XZ/JUXJ (Z2pijxj)2

+ (A + B) (X -y 2p[jxj) + AB.
Takze kazda f; je linearni kombinaci funkct z mnoziny

G={X°
XjX,j:1,...,C/,

xixj, 1 <i<j<d,
xp,j=1,...,d,
1}.

Funkciv Gje 1+ d+d+ (9) +d+1=13(d?+5d+4), tedy
n < %(d2 +5d + 4).



Poznamky

Odhad lze zlepsit na (d“ZLZ), ale ant to nent optimalni. Na prikladu
lze nicméné ukazat, e koeficient u d? (tj. %) optimalnt je.




Dvé pozoruhodné mnoziny




Kakeyova mnozina

Definice
Kakeyova mnozina je takova mnoZzina v roviné, v niz mGzeme
spojité otocit Usecku jednotkové délky o 180°.
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Je to tedy mnozina, ktera obsahuje Usecky vsech smérd.



Kakeyova mnozina

Definice
Kakeyova mnozina je takova mnoZzina v roviné, v niz mGzeme
spojité otocit Usecku jednotkové délky o 180°.

Je to tedy mnozina, ktera obsahuje Usecky vsech smérd.

Tato mnozina mGze mit libovolné maly, ale nikoli nulovy
obsah.



Nasledujict slidy jsou prevzaty z prednasky C.J. Bishopa ze
Stony Brook University.




Soichi Kakeya (1886-1947)

In 1917 Kakeya and Fujiwara asked what is smallest area
that a unit needle can be continuously rotated 180°.
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Area = —3 ~ .5H7735



1
Area = — ~ 57735

V3

This is optimal among convex shapes (Pal, 1921)



Bezikovicova mnozina

Definice
Bezikovicova mnozina je kompaktni mnozina nulového obsahu,
ktera obsahuje jednotkovou usecku kazdého sméru.




Bezikovicova mnozina

Definice
Bezikovicova mnozina je kompaktni mnozina nulového obsahu,
ktera obsahuje jednotkovou tsecku kazdého sméru.




Dékuji za pozornost!




