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To na titulni strance nebyly ty spravné Fordovy kruhy.
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To na titulni strance nebyly ty spravné Fordovy kruhy.
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Tohle jsou ony.



-0.5

0 0.5 1

Krok 1: Dva kruhy o priméru 1 "nad body" 0 a 1.
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Krok 1: Dva kruhy o priméru 1 "nad body" 0 a 1.
Tj. dotykaji se sebe i osy x a maji polomér %
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Krok 2: "Mezikruh" — dotyka se obou predchozich i osy x.
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Krok 2: "Mezikruh" — dotyka se obou predchozich i osy x.
Je "nad bodem" 3, ale jaky méa polomer?
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Krok 3: Kruhy, te¢né k ose x a pfedchozim kruhim.
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Krok 3: Kruhy, te¢né k ose x a pfedchozim kruhim.
UZ neni intuitivné zfejmy ani polomér ani bod dotyku.
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Krok 4: ...a vlastné se ukazuje, ze ani kruhy z kazdé

dalsi "generace" nemusi byt shodné.



A takto se pokracuje az do nekonecna.
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A takto se pokracuje az do nekonecna.

Y |

0.44

014 A= L
A \ /
T \ /
a \ N / N
N A P
@ L h o A
= (X O dn A b {h A Drrm el b AP ] v (11
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

Zakladni otazky:
m strfed, polomér, bod dotyku s osou x




A takto se pokracuje az do nekonecna.
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Zakladni otazky:

m strfed, polomér, bod dotyku s osou x

m osa x je te¢nou v8ech Fordovych kruhi. —
bod dotyku je x-ova souradnice stfedu
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Dva "sousedni" Fordovy kruhy:
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aip = \/(f2+f1) (p—n)2=\4nrn =2\/nr,

(dvojnasobek geometrického primeéru)
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TFi "sousedni" Fordovy kruhy:
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TFi "sousedni" Fordovy kruhy:

r.+r

a3 =2/ a3 = 2\/I2l3

a2 = agz + a3
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Postupna aplikace (1)—(2):
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Pozorovani: prestoze

1)—(2) obsahuji odmocniny, zda se,
Ze generuji pouze racionalni

Cisla.
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Pozorovani: prestoze (1)—(2) obsahuji odmocniny, zda se,

Ze generuji pouze raciondlni Cisla.
Pozor, neplati to pro libovolné dvojice racionalnich ry, r:
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Poloméry vsech Fordovych kruhd jsou racionalni Cisla
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Tvrzeni

Poloméry vsech Fordovych kruhu jsou racionalni ¢isla a
jak jejich stredy tak body dotyku s osou x maji racionalni
souradnice.



Tvrzeni

Poloméry vsech Fordovych kruhu jsou racionalni ¢isla a
jak jejich stredy tak body dotyku s osou x maji racionalni
souradnice.

Dukaz. StaCi ukazat, Ze vSechna r; a vSechny
vzdalenosti gj jsou racionalni.



Tvrzeni

Poloméry vsech Fordovych kruhu jsou racionalni ¢isla a
jak jejich stredy tak body dotyku s osou x maji racionalni
souradnice.

Dukaz. StaCi ukazat, Ze vSechna r; a vSechny
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Tvrzeni

Poloméry vsech Fordovych kruhu jsou racionalni ¢isla a
jak jejich stredy tak body dotyku s osou x maji racionalni
souradnice.

Dukaz. StaCi ukazat, Ze vSechna r; a vSechny
vzdalenosti gj jsou racionalni.
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Tvrzeni

Poloméry vsech Fordovych kruhu jsou racionalni ¢isla a
jak jejich stredy tak body dotyku s osou x maji racionalni
souradnice.

Dukaz. StaCi ukazat, Ze vSechna r; a vSechny
vzdélenosti ajx jsou racionalni.
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Tvrzeni

Poloméry vsech Fordovych kruhu jsou racionalni ¢isla a
jak jejich stredy tak body dotyku s osou x maji racionalni
souradnice.

Dukaz. StaCi ukazat, Ze vSechna r; a vSechny
vzdalenosti gj jsou racionalni.
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Tvrzeni

Poloméry vsech Fordovych kruhu jsou racionalni ¢isla a
jak jejich stredy tak body dotyku s osou x maji racionalni
souradnice.

Dukaz. StaCi ukazat, Ze vSechna r; a vSechny
vzdalenosti gj jsou racionalni.
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Tvrzeni

Poloméry vsech Fordovych kruhu jsou racionalni ¢isla a
jak jejich stredy tak body dotyku s osou x maji racionalni
souradnice.

Dukaz. StaCi ukazat, Ze vSechna r; a vSechny
vzdalenosti gj jsou racionalni.
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vSechna j, indukci.
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Pokud se dotykaji Fordovy kruhy se stiedy |2, #] resp.
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[$, 50z] @apoloméry ry = 515, resp. r; = 505, kde 2 < & (2, ¢
jsou v zakladnim tvaru), pak bc — ad = 1.

Dukaz.



Tvrzeni

Pokud se dotykaji Fordovy kruhy se stredy |2, 2‘7] resp.
[$, 50z] @apoloméry ry = 515, resp. r; = 505, kde 2 < & (2, ¢
jsou v zakladnim tvaru), pak bc — ad = 1.

Dukaz.
A
”AﬂL

s

b q



Tvrzeni

Pokud se dotykaji Fordovy kruhy se stredy |2, 2‘7] resp.
[$, 50z] @apoloméry ry = 515, resp. r; = 505, kde 2 < & (2, ¢
jsou v zakladnim tvaru), pak bc — ad = 1.

Dukaz.
A
”AﬂL

s

b q

a2 = 2v/1 1



Tvrzeni

Pokud se dotykaji Fordovy kruhy se stfedy [, 2‘7] resp.
[$, 50z] @apoloméry ry = 515, resp. r; = 505, kde 2 < & (2, ¢
jsou v zakladnim tvaru), pak bc — ad = 1.

Dukaz.
A
”AﬂL

s

b q

312:2 L — — —

c_a_, /1 1
d b “Vap 28



Tvrzeni

Pokud se dotykaji Fordovy kruhy se stfedy [, 2‘7] resp.
[$, 50z] @apoloméry ry = 515, resp. r; = 505, kde 2 < & (2, ¢
jsou v zakladnim tvaru), pak bc — ad = 1.

Dukaz.
A
”AﬂL

s

b q

312:2 L — — —

c a_, /1 1 _1
d b “Vap 28 " bd



Tvrzeni

Pokud se dotykaji Fordovy kruhy se stfedy [, 2‘7] resp.

1 = 1 1
(5, 5gz] @ polomery ry = 5, resp. ro = 555, kde § < 5 (3, §
jsou v zakladnim tvaru), pak bc — ad = 1.

Dukaz.
A
”AﬂL

a <
b q d

c a 1 1 1
312:2 Hrh — —

d b Va2 202 bd
— bc—ad=1.



Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22)2]

resp. [, 20,2] kde & < 2 (3, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé ££<.



Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22)2]

resp. [, 20,2] kde & < 2 (3, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé ££<.

Dukaz.



Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22)2]

resp. [, 20,2] kde & < 2 (3, g jsou v zakladnim tvaru),
dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé ££<.

Dukaz.

N
04&;

2
q

e

a
b



Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22)2]
resp. [, 20,2] kde & < 2 (3, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé ££<.

Dukaz.
Hledame x = g, kde 2 <

g < £ jsou body dotyku tfi
N Fordovych kruht s osou x
A (viz obrazek).

2
q

e

b



Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22)2]

resp. [, 20,2] kde & < 2 (3, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé ££<.

Dukaz.
Hledame x = g, kde 2 <

g < £ jsou body dotyku tfi
N Fordovych kruht s osou x
A (viz obrazek).

m Podle predchoziho tvrzeni mame
pb—aq =1



Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22)2]
resp. [, 20,2] kde & < 2 (3, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé ££<.

Dukaz.
Hledame x = g, kde 2 <

g < £ jsou body dotyku tfi
N Fordovych kruht s osou x
A (viz obrazek).

m Podle predchoziho tvrzeni mame
pb—aq =1 cq—pd =1



Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22)2]
resp. [, 20,2] kde & < 2 (3, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé ££<.

Dukaz.
Hledame x = g, kde 2 <

§ < £ jsou body dotyku tfi
N Fordovych kruht s osou x
A (viz obrazek).

m Podle pfedchoziho tvrzeni mame
pb—aq =1 cqg—pd =1 cb—ad = 1.
m Nasobme prvni rovnici Cislem d, druhou ¢Cislem b, a
sectéeme.



Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22)2]

resp. [, 20,2] kde & < 2 (3, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé ££<.

Dukaz.
Hledame x = g, kde 2 <

g < £ jsou body dotyku tfi
N Fordovych kruht s osou x
A (viz obrazek).

m Podle predchoziho tvrzeni mame
pb—aq =1 cqg—pd =1 cb—ad = 1.
m Nasobme prvni rovnici Cislem d, druhou ¢Cislem b, a

settéme. Vyjde g = 24




Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22)2]

resp. [, 20,2] kde & < 2 (3, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé ££<.

Dukaz.
Hledame x = g, kde 2 <

g < £ jsou body dotyku tfi
N Fordovych kruht s osou x
A (viz obrazek).

m Podle predchoziho tvrzeni mame
pb—aq =1 cqg—pd =1 cb—ad = 1.
m Nasobme prvni rovnici Cislem d, druhou ¢Cislem b, a

settéme. Vyjde g = 2% = b+d,




Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22)2]
resp. [, 20,2] kde & < 2 (3, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé ££<.

Dukaz.
Hledame x = g, kde 2 <

§ < £ jsou body dotyku tfi
N Fordovych kruht s osou x
A (viz obrazek).

m Podle pfedchoziho tvrzeni mame
pb—aq =1 cqg—pd =1 cb—ad = 1.
m Nasobme prvni rovnici Cislem d, druhou ¢Cislem b, a

sectéme. Vyjde q = 2% = b+d, podle teti z rovnic.




Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22)2]
resp. [, 20,2] kde & < 2 (3, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé ££<.

Dukaz.
Hledame x = g, kde 2 <

§ < £ jsou body dotyku tfi
N Fordovych kruht s osou x
A (viz obrazek).

m Podle pfedchoziho tvrzeni mame
pb—aq =1 cqg—pd =1 cb—ad = 1.
m Nasobme prvni rovnici Cislem d, druhou ¢Cislem b, a
sectéme. Vyjde q = 2% = b+d, podle teti z rovnic.
m Podobné nasobme prvni rovnici Cislem ¢, druhou

Cislem a, a se¢téme.




Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22)2]
resp. [, 20,2] kde & < 2 (3, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé ££<.

Dukaz.
Hledame x = g, kde 2 <

§ < £ jsou body dotyku tfi
N Fordovych kruht s osou x
A (viz obrazek).

m Podle pfedchoziho tvrzeni mame
pb—aq =1 cqg—pd =1 cb—ad = 1.
m Nasobme prvni rovnici Cislem d, druhou ¢Cislem b, a
sectéme. Vyjde q = 2% = b+d, podle teti z rovnic.
m Podobné nasobme prvni rovnici Cislem ¢, druhou

Cislem a, a sectéme. Vyjde p = <




Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22)2]
resp. [, 20,2] kde & < 2 (3, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé ££<.

Dukaz.
Hledame x = g, kde 2 <

§ < £ jsou body dotyku tfi
N Fordovych kruht s osou x
A (viz obrazek).

m Podle pfedchoziho tvrzeni mame
pb—aq =1 cqg—pd =1 cb—ad = 1.
m Nasobme prvni rovnici Cislem d, druhou ¢Cislem b, a
sectéme. Vyjde q = 2% = b+d, podle teti z rovnic.
m Podobné nasobme prvni rovnici Cislem ¢, druhou

Cislem a, a sec¢téme. Vyjde p = 2% = a+c. O




Méj[ne 5 < 5, bc — ad =1, pficemz oba zlomky £, < jsou
v zakladnim tvaru.

DA



Tvrzeni

Méjme § < 3, bc — ad = 1, pficemZ oba zlomky £, 5 jsou
vzak/adn/m tvaru Potom
(i) zlomek 25 je v zakladnim tvaru;



Tvrzeni
Méjme § < 3, bc — ad = 1, pficemZ oba zlomky £, 5 jsou
v zakladnim tvaru. Potom

(i) zlomek 25 je v zakladnim tvaru;

i) §< 85 < 5



Tvrzeni

Méjme § < 3, bc — ad = 1, pficemZ oba zlomky £, 5 jsou
v zakladnim tvaru. Potom
(i) zlomek 25 je v zakladnim tvaru;

i) §< 85 < 5

Duikaz.



Tvrzeni
Méjme § < 3, bc — ad = 1, pficemZ oba zlomky £, 5 jsou
v zakladnim tvaru. Potom
(i) zlomek 25 je v zakladnim tvaru;
(i) < g <g
Ddkaz. (i) Predpokladejmé pro spor, ze existuji
k.o, €N, k>2,ze

at+c=ka, b+d=Kks.



Tvrzeni
Méjme § < 3, bc — ad = 1, pficemZ oba zlomky £, 5 jsou
v zakladnim tvaru. Potom

(i) zlomek 25 je v zakladnim tvaru;

(i) < g <g
Ddkaz. (i) Predpokladejmé pro spor, ze existuji
k.o, €N, k>2,ze

at+c=ka, b+d=Kks.

Potom

1 = bc—ad



Tvrzeni
Méjme § < 3, bc — ad = 1, pficemZ oba zlomky £, 5 jsou
v zakladnim tvaru. Potom

(i) zlomek 25 je v zakladnim tvaru;

i) §< 85 < 5

Ddkaz. (i) Predpokladejmé pro spor, ze existuji
k.o, €N, k>2,ze

at+c=ka, b+d=Kks.
Potom

1 = bc—ad = b(a+c)—a(b+d)



Tvrzeni
Méjme § < 3, bc — ad = 1, pficemZ oba zlomky £, 5 jsou
v zakladnim tvaru. Potom

(i) zlomek 25 je v zakladnim tvaru;

i) §< 85 < 5

Ddkaz. (i) Predpokladejmé pro spor, ze existuji
k.o, €N, k>2,ze

at+c=ka, b+d=Kks.
Potom

1 = bc—ad = b(a+c)—a(b+d) = bka—akp



Tvrzeni
Méjme § < 3, bc — ad = 1, pficemZ oba zlomky £, 5 jsou
v zakladnim tvaru. Potom

(i) zlomek 25 je v zakladnim tvaru;

i) §< 85 < 5

Ddkaz. (i) Predpokladejmé pro spor, ze existuji
k.o, €N, k>2,ze

at+c=ka, b+d=Kks.
Potom

1 = bc—ad = b(a+c)—a(b+d) = bka—akp3
= k(ba—ap),



Tvrzeni
Méjme § < 3, bc — ad = 1, pficemZ oba zlomky £, 5 jsou
v zakladnim tvaru. Potom

(i) zlomek 25 je v zakladnim tvaru;

i) §< 85 < 5

Ddkaz. (i) Predpokladejmé pro spor, ze existuji
k.o, €N, k>2,ze

at+c=ka, b+d=Kks.
Potom

1 = bc—ad = b(a+c)—a(b+d) = bka—akp
= k(ba—ap), spor,



Tvrzeni
Méjme § < 3, bc — ad = 1, pficemZ oba zlomky £, 5 jsou
v zakladnim tvaru. Potom

(i) zlomek 25 je v zakladnim tvaru;

i) §< 85 < 5

Ddkaz. (i) Predpokladejmé pro spor, ze existuji
k.o, €N, k>2,ze

at+c=ka, b+d=Kks.
Potom

1 = bc—ad = b(a+c)—a(b+d) = bka—akp
= k(ba—ap), spor, protozek >2,(...) € Z.



Tvrzeni
Méjme § < 3, bc — ad = 1, pficemZ oba zlomky £, 5 jsou
v zakladnim tvaru. Potom

(i) zlomek 25 je v zakladnim tvaru;

i) §< 85 < 5

Ddkaz. (i) Predpokladejmé pro spor, ze existuji
k.o, €N, k>2,ze

at+c=ka, b+d=Kks.
Potom

1 = bc—ad = b(a+c)—a(b+d) = bka—akp
= k(ba—ap), spor, protozek >2,(...) € Z.

(i) (Opravdu) trivialni.



Shrnuti:




Shrnuti:

m VSechny Fordovy kruhy maji stfedy o racionalnich
soufadnicich tvaru [2, 5],



Shrnuti:

m VSechny Fordovy kruhy maji stfedy o raciondlnich
soufadnicich tvaru [2, 515 ,kde 2 je x-ova soufadnice
bodu dotyku tohoto Fordova kruhu s osou x



Shrnuti:

m VSechny Fordovy kruhy maji stfedy o raciondlnich
soufadnicich tvaru [2, 515 ,kde 2 je x-ova soufadnice
bodu dotyku tohoto Fordova kruhu s osou x a 2‘7 je
jeho polomer.



Shrnuti:

m VSechny Fordovy kruhy maji stfedy o raciondlnich
soufadnicich tvaru [2, 515 ,kde 2 je x-ova soufadnice
bodu dotyku tohoto Fordova kruhu s osou x a 2‘7 je
jeho polomer.

m Dotykaji-li se dva Fordovy kruhy osy x v bodech
2 < g, pak bc—ad = 1



Shrnuti:

m VSechny Fordovy kruhy maji stfedy o raciondlnich
soufadnicich tvaru [2, 515 ,kde 2 je x-ova soufadnice
bodu dotyku tohoto Fordova kruhu s osou x a 2‘7 je
jeho polomer.

[ Dotykaji—li se dva Fordovy kruhy osy x v bodech
2 < §, pak bc—ad = 1 a jejich "mezikruh" se dotyka

osy x v bodé £-2.



Shrnuti:

m VSechny Fordovy kruhy maji stfedy o raciondlnich
soufadnicich tvaru [2, 515 ,kde 2 je x-ova soufadnice
bodu dotyku tohoto Fordova kruhu s osou x a 2‘7 je
jeho polomer.

[ Dotykaji—li se dva Fordovy kruhy osy x v bodech
2 < §, pak bc—ad = 1 a jejich "mezikruh" se dotyka
osy x v bodé £-2. Hodnota £-5 se nazyva
mediantem zlomku £, 3.



Shrnuti:
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m VSechny Fordovy kruhy maji stfedy o raciondlnich
soufadnicich tvaru [2, 515 ,kde 2 je x-ova soufadnice
bodu dotyku tohoto Fordova kruhu s osou x a 2‘7 je
jeho polomer.

[ Dotykaji—li se dva Fordovy kruhy osy x v bodech
2 < §, pak bc—ad = 1 a jejich "mezikruh" se dotyka
osy x v bodé 2t¢. Hodnota 2t¢ se nazyva

b+d- b+d "
A+ a c __ atc
mediantem zlomkl £, 5. Budeme psat £ © g = g



Shrnuti:

m VSechny Fordovy kruhy maji stfedy o raciondlnich
soufadnicich tvaru [2, 515 ,kde 2 je x-ova soufadnice
bodu dotyku tohoto Fordova kruhu s osou x a 2‘7 je
jeho polomer.

[ Dotykaji—li se dva Fordovy kruhy osy x v bodech
2 < §, pak bc—ad = 1 a jejich "mezikruh" se dotyka

osy x v bodé £-2. Hodnota £-5 se nazyva

A+ a c __ atc
mediantem zlomkl £, 5. Budeme psat £ © g = g

m V3echny zde uvedené zlomky jsou v zakladnim tvaru.



Nékolik Fordovych kruht s vyznac¢enymi hodnotami
x-ovych soufadnic bodu dotyku:

Ford circles (© hradec.org)




Nékolik Fordovych kruht s vyznac¢enymi hodnotami
x-ovych soufadnic bodu dotyku:

Ford circles (© hradec.org)

3
w5 4

Je jasné, Ze dostavame posloupnost vzajemné riznych
racionalnich Cisel v zakladnim tvaru.



Nékolik Fordovych kruht s vyznac¢enymi hodnotami
x-ovych soufadnic bodu dotyku:

Ford circles (© hradec.org)

Je jasné, Ze dostavame posloupnost vzajemné riznych
raciondlnich Cisel v zakladnim tvaru. Hierarchii jejich
vzniku Ize zachytit do stromoveé struktury.



Sterntiv-Brocotuliv strom:
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Sterntiv-Brocotuliv strom:
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Sterntiv-Brocotuliv strom:
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Sterntiv-Brocotuliv strom:
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1 2 3 3
5 7 8 7
Vznik pomoci "mediantového scitani" zlomkd, ale ne
jakychkoli, pouze téch, které postupné vznikaji ze
zékladni dvojice 9, 1.



-|o

Sterntiv-Brocotuliv strom:

-

W[ =
N|=
[Z]] V]
Y[

[3,1] V]
allw

I

4

5

5

1 2 3 3 4 5

5 7 8 7 7 8 7

m Vznik pomoci "mediantového scitani" zlomkda, ale ne
jakychkoli, pouze téch, které postupné vznikaji ze
zékladni dvojice 2 T 1

m Pozor: vime, Ze vSechny zlomky takto vzniklé jsou
vzdy v zakladnim tvaru.
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Sterntiv-Brocotuliv strom:

-

W[ =
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[Z]] V]
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[3,1] V]
allw
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1 2
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Vznik pomoci "mediantového scitani" zlomkd, ale ne
jakychkoli, pouze téch, které postupné vznikaji ze
zékladni dvojice 2 T 1

Pozor: vime, Ze vSechny zlomky takto vzniklé jsou
vzdy v zakladnim tvaru. Ale: to plati pouze pro
zlomky, reprezentujici sousedni dotykové body
Fordovych kruht s osou x,
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Vznik pomoci "mediantového scitani" zlomkd, ale ne
jakychkoli, pouze téch, které postupné vznikaji ze
zékladni dvojice 2

I
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Sterntiv-Brocotuliv strom:
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Pozor: vime, Ze vSechny zlomky takto vzniklé jsou
vzdy v zakladnim tvaru. Ale: to plati pouze pro
zlomky, reprezentujici sousedni dotykové body

Fordovych kruha s osou x, viz:

1 2 __
2D 7=7
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Zasadni otazka: Jaka vSechna racionalni ¢isla z
intervalu (0, 1) takto vniknou?



Zasadni otazka: Jaka vSechna racionalni ¢isla z
intervalu (0, 1) takto vniknou?

Ptekvapeni: VSECHNA



7 wr

Zasadni otazka: Jaka vSechna racionalni ¢isla z
intervalu (0, 1) takto vniknou?

Ptekvapeni: VSECHNA

Sternlv-Brocotlv strom (resp. seznam vSech bodu
dotyku Fordovych kruhll s osou x), je seznamem
vSech raciondlnich Cisel, pficemz kazdé z nich se
v tomto seznamu vyskytuje pravé jednou a kazdé z
nich je v ném uvedeno v zakladnim tvaru.




7 wr

Zasadni otazka: Jaka vSechna racionalni ¢isla z
intervalu (0, 1) takto vniknou?

Ptekvapeni: VSECHNA

Sternlv-Brocotlv strom (resp. seznam vSech bodu
dotyku Fordovych kruhll s osou x), je seznamem
vSech racionalnich Cisel, pficemz kazdé z nich se
v tomto seznamu vyskytuje pravé jednou a kazdé z
nich je v ném uvedeno v zakladnim tvaru.

\.

Co vic, Sternav-Brocotuv strom Ize modifikovat tak, aby
vygeneroval vSechna nezapornd racionalni ¢isla.
Nasledujici obrazek je navodem, jak to udélat.
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Sternuv-Brocotuv strom
vS§ech nezapornych racionalnich cisel
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m Pfi mediantovém s¢itani typu 1 @ 1 = 2 Ize nazvat
zlomek £ "potomkem" zlomku 1 a 1.
kazdému zlomku tvaru g nalézt jeho "rodice".
Odpoved je ANO: staci nalézt, kde se g nachazi ve
Sternoveé-Brocotoveé stromu a podivat se, jaké dva
zlomKky jej vygenerovaly.

m Lze to i efektivnéji? | zde je odpovéd kladna,
potfebujeme v§ak k tomu "lehky Gvod do teorie
fetézovych zlomkd."
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m V piipadé 0 < g < 1 pomohou "rodi¢e a déti ve
Sternoveé-Brocotové stromu”.
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Sternové-Brocotove stromu”. Je 0 < 7 < g <g<1la
tedy

pb—aq=1.
Tuto rovnost vydélime bg # 0 a dostaneme:
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a - B + E]
Je-lia=0,je g = b1—q a jsme hotovi. Pro a# 0 je
0<a<b<qgaz(3)plyne, ze jsme g napsali jako soucet
egyptského zlomku éa zlomku 0 < 2 < 1 s niz§im
jmenovatelem nez ma g a niz§im Citatelem nez
jmenovatelem. Proto opakovanim tohoto procesu dfiv

nebo pozdeji dostaneme soucet pouze egyptskych
zlomkad.
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Zaver: uloha o egyptskych zlomcich ma feSeni pro
vSechna kladna racionalni Cisla.
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m Pomoci vySe zminéného algoritmu Ize ukazat
napriklad:
14 1 1 1 1 1 1

33 315 60 228 ' 494 858"

To je mj. i priklad toho, Ze tento algoritmus nemusi
byt vzdy efektivni (Ize psat jednoduseji 32 = 1 + 1),
jeho dulezitost je v tom, Ze ukazuje, Zze egyptsky
problém vZdy Ize vyresit, a nabizi cestu k jednomu z
feSeni (ne vzdy nejefektivnéjSimu).
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Symetrie podle osy y
a symetrie vici posunuo +n,ne N

m Racionalni Cislo vétsi nez 1: posun o —n tak, aby
leZelo v (0, 1).

m Racionalni ¢islo mensi nez -1: posun o n nebo
symetrie dle osy y.
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m Kruznice a pfimky zobrazuji na kruznice a pfimky.
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ktery reprezentuje zlomek !, a pak se pohybovat
"cik-cak”, tedy stfidavé doleva a doprava.
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A v tomto zlatém okamziku je vhodné skoncit.

Mirko Rokyta

KMA MFF Praha
Sokolovska 83

186 75 Praha 8 - Karlin

mirko.rokyta@mff.cuni.cz



