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Krok 4: . . . a vlastně se ukazuje, že ani kruhy z každé
další "generace" nemusí být shodné.
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Základní otázky:

střed, poloměr, bod dotyku s osou x

osa x je tečnou všech Fordových kruhů =⇒
bod dotyku je x-ová souřadnice středu
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Dva "sousední" Fordovy kruhy:

a12 =
√

(r2 + r1)2 − (r2 − r1)2 =
√

4r1r2 = 2
√

r1r2

(dvojnásobek harmonického průměru)
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Tři "sousední" Fordovy kruhy:



Tři "sousední" Fordovy kruhy:

a13 = 2
√

r1r3
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jak jejich středy tak body dotyku s osou x mají racionální
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souřadnice.
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b
, 1

2b2 ] resp.

[ c
d
, 1

2d2 ]



Tvrzení
Pokud se dotýkají Fordovy kruhy se středy [a
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b+d

.
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Důkaz.

Hledáme x = p
q
, kde a

b
<

p
q
< c

d
jsou body dotyku tří
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Mějme a

b
< c

d
, bc − ad = 1, přičemž oba zlomky a
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b
, c

d
.



Shrnutí:

Všechny Fordovy kruhy mají středy o racionálních
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b
, c

d
. Budeme psát a

b
⊕ c

d
= a+c

b+d
.



Shrnutí:

Všechny Fordovy kruhy mají středy o racionálních
souřadnicích tvaru [a

b
, 1

2b2 ],kde a
b

je x-ová souřadnice
bodu dotyku tohoto Fordova kruhu s osou x a 1

2b2 je
jeho poloměr.

Dotýkají-li se dva Fordovy kruhy osy x v bodech
a
b
< c

d
, pak bc−ad = 1 a jejich "mezikruh" se dotýká

osy x v bodě a+c
b+d

. Hodnota a+c
b+d

se nazývá
mediantem zlomků a

b
, c

d
. Budeme psát a

b
⊕ c

d
= a+c

b+d
.

Všechny zde uvedené zlomky jsou v základním tvaru.
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Je jasné, že dostáváme posloupnost vzájemně různých
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Několik Fordových kruhů s vyznačenými hodnotami
x-ových souřadnic bodů dotyku:

Je jasné, že dostáváme posloupnost vzájemně různých
racionálních čísel v základním tvaru. Hierarchii jejich
vzniku lze zachytit do stromové struktury.
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Pozor: víme, že všechny zlomky takto vzniklé jsou
vždy v základním tvaru. Ale: to platí pouze pro
zlomky, reprezentující sousední dotykové body
Fordových kruhů s osou x , viz: 1

2 ⊕ 2
7 = 3

9 .
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Překvapení: VŠECHNA



Zásadní otázka: Jaká všechna racionální čísla z
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Zásadní otázka: Jaká všechna racionální čísla z
intervalu 〈0, 1〉 takto vniknou?

Překvapení: VŠECHNA

Sternův-Brocotův strom (resp. seznam všech bodů
dotyku Fordových kruhů s osou x), je seznamem
všech racionálních čísel, přičemž každé z nich se
v tomto seznamu vyskytuje právě jednou a každé z
nich je v něm uvedeno v základním tvaru.

Co víc, Sternův-Brocotův strom lze modifikovat tak, aby
vygeneroval všechna nezáporná racionální čísla.
Následující obrázek je návodem, jak to udělat.
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Sternův-Brocotův strom
všech nezáporných racionálních čísel

∑ 1
pj qj

= 1, 1
1·2 + 1

1·2 = 1, 1
1·3 + 1

2·3 + 1
3·2 + 1

3·1 = 1
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Odpověd’ je ANO: stačí nalézt, kde se p
q

nachází ve
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nalézt jeho "rodiče".

Odpověd’ je ANO: stačí nalézt, kde se p
q

nachází ve
Sternově-Brocotově stromu a podívat se, jaké dva
zlomky jej vygenerovaly.

Lze to i efektivněji? I zde je odpověd’ kladná,
potřebujeme však k tomu "lehký úvod do teorie
řetězových zlomků."
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Příklad: Rozvoj 139
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Příklad: Rozvoj 139
13 do (konečného) řetězového zlomku.
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Nejednoznačnost zápisu:

[10; 1, 2, 4] = 10+
1

1 + 1
2+ 1

4

= 10+
1

1 + 1
2+ 1

3+ 1
1

= [10; 1, 2, 3, 1]
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3. Úloha o egyptských zlomcích

Egyptské zlomky jsou zlomky tvaru 1
n
, n ∈ N.
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a konečného počtu různých egyptských zlomků?
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b
, c

d
jeho "rodiče ve
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Závěr: úloha o egyptských zlomcích má řešení pro
všechna kladná racionální čísla.
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Vyřešme úlohu o egyptských zlomcích pro 9
13 .



Cvičení
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13 = [0; 1, 2, 4], jeho "rodiče" jsou tedy [0; 1, 2, 3] = 7

10

a [0; 1, 2] = 2
3 .



Cvičení
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například:

14
33

=
1
3
+

1
15

+
1
60

+
1

228
+

1
494

+
1

858
.
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To je mj. i příklad toho, že tento algoritmus nemusí
být vždy efektivní (lze psát jednodušeji 14

33 = 1
3 + 1

11),
jeho důležitost je v tom, že ukazuje, že egyptský
problém vždy lze vyřešit, a nabízí cestu k jednomu z
řešení (ne vždy nejefektivnějšímu).
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Racionální číslo větší než 1: posun o −n tak, aby
leželo v (0, 1〉.
Racionální číslo menší než -1: posun o n nebo
symetrie dle osy y .
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středu S = [0, 0]): každý bod A ∈ R2 \ S se zobrazí
na bod A′, který leží na polopřímce SA, tak, že
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a 1 se zobrazí na sebe. Body na ose x se zobrazí na
body na ose x – dotykové body příslušných
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Fordových kruhů. Posun Fordova kruhu (přičtení
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kruhová inverze Fordova kruhu (převrácení hodnoty
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a 1 se zobrazí na sebe. Body na ose x se zobrazí na
body na ose x – dotykové body příslušných
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Najdi kruhově inverzní bod, reprezentující číslo 1
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4 .
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zlomku) je opět Fordův kruh.
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Kde leží například číslo 139
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Existuje spousta způsobů, jak se lze pohybovat po
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0
1

1
5

1
4

2
7

1
3

3
8

2
5

3
7

1
2

4
7

3
5

5
8

2
3

5
7

3
4

4
5

1
1

0
1

1
5

1
4

2
7

1
3

3
8

2
5

3
7

1
2

4
7

3
5

5
8

2
3

5
7

3
4

4
5

1
1



5. Bonus II: Zlatý hřeb
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Mediantové sčítání zlomků a
b
⊕ c

d
= a+c

b+d
způsobí, že v

čitatelích i jmenovatelích takto vznikajících zlomků
dostáváme členy Fibonacciho posloupnosti Fn,
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všechny takto vzniklé zlomky jsou tvaru Fn

Fn+1
.
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Mediantové sčítání zlomků a
b
⊕ c

d
= a+c

b+d
způsobí, že v

čitatelích i jmenovatelích takto vznikajících zlomků
dostáváme členy Fibonacciho posloupnosti Fn, tedy
všechny takto vzniklé zlomky jsou tvaru Fn

Fn+1
.

Jejich limitou proto je hodnota zlatého řezu

Φ =

√
5 − 1
2

≈ 0.618 . . .



A v tomto zlatém okamžiku je vhodné skončit.
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