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Stredni Skola

Uvazujme dva vektory u = (u1,us),v = (v1,vo).
Skalarni souin je
UV = u1v] + uovo.

Velikost vektoru je

lu| = Vu.u = \/u% + u%

Odchylka vektoru je dana vzorcem

u.v

COs = )
7 Jul v

Aby toto fungovalo, musi byt pravda nasledujici
tvrzeni.

Theorem 1 (Schwartzova nerovnost)

lu.v| < |ul.|v] .

Dusledkem Schwartzovy nerovnosti je



Theorem 2 (trojuhelnikova nerovnost)

lu+ o] < ul + o] .

Dukaz:

lu + v = |ul?® 4 2u.v + |[v]?
< ul? 4+ 2[ul.Jo| + [v]?
= (Jul + [v])?.

Zobecnéni na n souradnic

UvaZujme dva vektory u = (uq,uo,...,up),v =
(vi,vo,...,vn). Skalarni souin je

n
u.v — Z U;U;.
1=1

Velikost vektoru je

ol = v =, ;uQ = (éu?)m.

Opét plati



Theorem 3 (trojuhelnikova nerovnost)

[u 4| < ful +|v] .
Integralni verze

Uvazujme dvé funkce f,g na R. Skalarni souin
je

(£.9) = [ f(@)g(a)da.

Norma funkce je

1= ( [ rar) "
Opét plati

Theorem 4 (trojuhelnikova nerovnost)

ILf +gll < [IFIF+llgll -

Klasické prostory LP(R)



Definition 5 Prostor LP je definovan jako mnoZzZina
méritelnych f : R — R s koneCnou normou

( 1/p
(f If(a:)lpda:) pro 1< p < oo,
R

 ess sup|f(x)| pro p = oo.

[ fllp =1

Lemma 6 (Holderova nerovnost) Nechtp' =
21 prol <p<oo, I/ =o00, 0o/ =1. Pak

/Rf(x)g(x)dx < </]R|f($)|p) 1/p</R|g(:c)|p/> 1/p’

Theorem 7 (Vlastnosti normy)

f+gllp < [[£fllp + llgllp,

a.fllp = |a || fllp;
fllp=0, |[fllp=0 & f=0.

Definition 8 Necht X je linearni prostor a ||.||
zobrazeni z X do R. Necht je splné&no

f+gll < fI =+ llgll,
a.fl| = lal.[[f]],
fll>0, |fl=0 < f=0.




Pak (X,||.]|) je normovany linearni prostor. Je-
li navic uplny, je to Banachuyv prostor.

Prostory LP()(Q)

Pokus: Dana funkce p(.) : Q2 — [0,00). Zkusme
definovat

ey = ([ 11 @p@az) .
Q

To nejde, to neni Cislo. Ale lze prepsat pro
konstantni p

171> = ( / )"

|nf{>\>0 /('f( )|) }

To nas vede k definici

Definition 9 Dana Q2 a funkcep(.) : Q2 — [0,00).



Definujme normu

710y = inf {7 > 0; l ( f)')p(”d,@}

LP(Q) = {f; Ifll,¢y < oo}
Theorem 10 Lp(-)(Q) je Banachlv prostor.
Operatory shiftu na LP(R)

Theorem 11 Necht h € R, f je dana funkce a
fu(z) = f(@+h). Pak [[fullp = IIfllp-

Theorem 12 Necht 1 < p < oo a necht f je
dana funkce. Pak pro kazdée £ > 0 existuje
0 > 0 tak, Ze

bl <6 = |lfn = fllp <e.

Hustota hladkych funkci v LP(R)



UvazZujme funkci ¢ : R — R s vlastnostmi

p € C(R),
suppy C [—1,1],

de = 1.
| ¢(@)da

Theorem 13 Necht 1 < p < oco. MnoZina
Cg°(R) je husta v LP(R).

Dukaz: Polozme

ue(x) = 1 /;+€ @(m — t)u(t)dt.

9 —&




Potom
|ue —u|lh = /R lue () — u(x)Pdx
— /]R %/j__': gp(x 6_ t)u(t)dt — u(:c)‘pda:
= [| [, etwute —evydy — u(a)| ar
= [ | [, etz — )~ u@)as|
1
< [ [ e@Plue = =y) — u(@)Pdyde
< C/_ll (/R lu(x —ey) — u(:v)|pd:c>dy.

Posledni vyraz je maly.

Hustota hladkych funkci v LP()(R)

Example 14 Necht 1 <p; <p> < oo a

p(Z) 1= P1X(—00,0)(Z) F+ P2X(0.00)(T)-



Pak operatory shiftu nejsou omezeneé.
Dukaz: Vezmeme o takové, ze

1 1
— < a< —.
p2 P1

Definujme

w(@) = |27 o0,0) (@)

Pak snadno spocCteme, zZe

0
/]R% |u(x)|p(x)d:c = /_OO |z| " “Pldx < oo

nebot —ap; > —1.

Bud us(z) = u(x —¢). Pak
p(z) 4
| lu(@) Pz
0 €
= / |z — e| " Pldx + / |z — e|”P2dx.
—00 0
Jenze

3 0
/O |z — e|”P2dx = / x| P2dr = oo
—E&



nebot —ap, < —1.
Takze takhle to nejde. Jak z toho ven?

Necht 1 < p~ < p(z) < pT < c0. UvaZujme pro
jednoduchost jen omezeny interval I = (0,1).
Pak

LPO(1) < LP (D).
Ale na LP (I) jsou shifty omezené a tedy pro
uw € LP (I) plati
|ue — ul,,- = 0.
Existuje tedy vybrana u., tak, ze
ugp(x) 1= ue, () = u(x)

skoro vsude. Staci tedy najit integrabilni ma-
jorantu z LPO) (1) a mame

e — wll,(y = O.



Kde ji ale sebrat? VSimnéme si, Ze
1 fzte /x—t
ue@)l = |- [ (Y Ju@ar
g Jxr—e g

1 i
<C — / u(t)|dt
2e Jx

—&

1 rx+t+e
< Csup—/ lu(t)|dt .= CMu(x).
e>0 2¢ Jr—e

Hardy-Littlewooduv maximalni operator

Definition 15 (Maximalni operator) Dana f.
Polozme

r+r
MGy =sup [ 1F)dt

r>0 2r r—r

M neni linearni operator, ale je sublinearni (tj.
M(f+g)(x) < Mf(x) + Mg(x)).

Lemma 16 M : L>®° 5 L>®° ale M : LY » L1 .



Lemma 17 Pro kazde X\ > 0 plati
M{w Mf(x) > A} <2 [ |f(a)|de.

Definition 18 Definujme L1:>° (slaby L1) jako
mnozinu f s koneCnou "normou”

1£11,00 :=sup A|{z; | f(z)] > A}| < oo.
A>0
Lemma 19 L1 c L1 |
Lemma 17 lze preformulovat:
Lemma 20 M : L1 — L1,
InterpolacCni véty

Theorem 21 (Riesz, Thorin) NechtT je sub-
linearni operator. Bud

T:L' - L1

T : L — L.



Pak pro 1 <p < oo plati
T :LP — LP.
Theorem 22 (Marcinkiewicz) NechtT je sub-
linearni operator. Bud
T: LY - L,
T : L°° — L*°.
Pak pro 1l <p < oo platri

T:LP > [P,

Theorem 23 Necht 1 < p < oco. Pak
M:LP — LP

je omezeny.
Prostory LP(%)

Predpokladelme, Ze 1 < infp(z) < supp(z) <

.



Theorem 24 M neni obecné omezeny na LP(%)
pro libovolnou p(x).

Theorem 25 (Lars Diening) Necht p(x) spliiuje

C 1
—In|z — y| pro |z =y §§
a p(x) je konstantni v okoli nekonecna, pak M
je omezeny na LP(x),

ip(x) —p(y)| <

Theorem 26 (Ja) Necht p(z) spliiuje Dieningovu
podminku a necht existuji 0 < ¢ < 1, poo > 1

tak, Ze

1
/ clp(@)=pooldr < oo,
R

pak M je omezeny na p(x),

Typickym prikladem takové funkce je funkce

S C
splnujici |p(x) — poc| < Tzl




Dusledek 27 Necht p(z) spliiuje Dieningovu
podminku a necht existuji 1 < o, poo > 1 tak,
ze

1

In® ||

p(x) = poo +

Pak M je omezeny na Lp(®).

Theorem 28 (Ja) Necht p(z) spliiuje Dieningovu
podminku a necht existuji 0 < o, poo > 1 tak,
Ze blizko nekonecCna je

1

In®|z|

p(x) = poo +

Pak M je omezeny na Lr(@)



