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Aleš Nekvinda

April 27, 2021



Sťredńı škola

Uvažujme dva vektory u = (u1, u2), v = (v1, v2).

Skalárńı soǔin je

u.v = u1v1 + u2v2.

Velikost vektoru je

|u| =
√
u.u =

√
u2

1 + u2
2.

Odchylka vektor̊u je dána vzorcem

cosϕ =
u.v

|u|.|v|
.

Aby toto fungovalo, muśı být pravda následuj́ıćı

tvrzeńı.

Theorem 1 (Schwartzova nerovnost)

|u.v| ≤ |u|.|v| .

Důsledkem Schwartzovy nerovnosti je



Theorem 2 (trojúhelńıková nerovnost)

|u+ v| ≤ |u|+ |v| .

Důkaz:

|u+ v|2 = |u|2 + 2u.v + |v|2

≤ |u|2 + 2|u|.|v|+ |v|2

= (|u|+ |v|)2.

Zobecněńı na n soǔradnic

Uvažujme dva vektory u = (u1, u2, . . . , un), v =

(v1, v2, . . . , vn). Skalárńı soǔin je

u.v =
n∑
i=1

uivi.

Velikost vektoru je

|u| =
√
u.u =

√√√√ n∑
i=1

u2
i =

( n∑
i=1

u2
i

)1/2
.

Opět plat́ı



Theorem 3 (trojúhelńıková nerovnost)

|u+ v| ≤ |u|+ |v| .

Integrálńı verze

Uvažujme dvě funkce f, g na R. Skalárńı soǔin

je

(f, g) =
∫
R
f(x)g(x)dx.

Norma funkce je

‖f‖ =
( ∫

R
f(x)2dx

)1/2
.

Opět plat́ı

Theorem 4 (trojúhelńıková nerovnost)

‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖ .

Klasické prostory Lp(R)



Definition 5 Prostor Lp je definován jako množina
mě̌ritelných f : R→ R s konečnou normou

‖f‖p =


( ∫
R
|f(x)|pdx

)1/p
pro 1 ≤ p <∞,

ess sup|f(x)| pro p =∞.

Lemma 6 (Hölderova nerovnost) Nechť p′ =
p

p−1 pro 1 < p <∞, 1′ =∞, ∞′ = 1. Pak

∫
R
f(x)g(x)dx ≤

( ∫
R
|f(x)|p

)1/p( ∫
R
|g(x)|p

′
)1/p′

Theorem 7 (Vlastnosti normy)

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p,
‖α.f‖p = |α|.‖f‖p,
‖f‖p ≥ 0, ‖f‖p = 0 ⇔ f ≡ 0.

Definition 8 Nechť X je lineárńı prostor a ‖.‖
zobrazeńı z X do R. Nechť je splněno

‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖,
‖α.f‖ = |α|.‖f‖,
‖f‖ ≥ 0, ‖f‖ = 0 ⇔ f ≡ 0.



Pak (X, ‖.‖) je normovaný lineárńı prostor. Je-

li nav́ıc úplný, je to Banach̊uv prostor.

Prostory Lp(.)(Ω)

Pokus: Dána funkce p(.) : Ω→ [0,∞). Zkusme

definovat

‖f‖p(.) =
( ∫

Ω

|f(x)|p(x)dx

)1/p(x)
.

To nejde, to neńı č́ıslo. Ale lze p̌repsat pro

konstantńı p

‖f‖p =
( ∫

Ω

|f(x)|pdx
)1/p

= inf
{
λ > 0;

∫
Ω

(|f(x)|
λ

)p
dx

}
.

To nás vede k definici

Definition 9 Dána Ω a funkce p(.) : Ω→ [0,∞).



Definujme normu

‖f‖p(.) = inf
{
λ > 0;

∫
Ω

(|f(x)|
λ

)p(x)
dx

}
a

Lp(.)(Ω) = {f ; ‖f‖p(.) <∞}.

Theorem 10 Lp(.)(Ω) je Banach̊uv prostor.

Operátory shiftu na Lp(R)

Theorem 11 Nechť h ∈ R, f je daná funkce a

fh(x) = f(x+ h). Pak ‖fh‖p = ‖f‖p.

Theorem 12 Nechť 1 ≤ p < ∞ a nechť f je

daná funkce. Pak pro každé ε > 0 existuje

δ > 0 tak, že

|h| < δ ⇒ ‖fh − f‖p < ε.

Hustota hladkých funkćı v Lp(R)



Uvažujme funkci ϕ : R→ R s vlastnostmi

ϕ ∈ C∞(R),

suppϕ ⊂ [−1,1],∫
R
ϕ(x)dx = 1.

Theorem 13 Nechť 1 ≤ p < ∞. Množina

C∞0 (R) je hustá v Lp(R).

Důkaz: Položme

uε(x) =
1

ε

∫ x+ε

x−ε
ϕ

(
x− t
ε

)
u(t)dt.



Potom

‖uε − u‖pp =
∫
R
|uε(x)− u(x)|pdx

=
∫
R

∣∣∣∣1ε
∫ x+ε

x−ε
ϕ

(
x− t
ε

)
u(t)dt− u(x)

∣∣∣∣pdx
=
∫
R

∣∣∣∣ ∫ 1

−1
ϕ(y)u(x− εy)dy − u(x)

∣∣∣∣pdx
=
∫
R

∣∣∣∣ ∫ 1

−1
ϕ(y)(u(x− εy)− u(x))dy

∣∣∣∣pdx
≤
∫
R

∫ 1

−1
ϕ(y)p|u(x− εy)− u(x)|pdydx

≤ C
∫ 1

−1

( ∫
R
|u(x− εy)− u(x)|pdx

)
dy.

Posledńı výraz je malý.

Hustota hladkých funkćı v Lp(.)(R)

Example 14 Nechť 1 < p1 < p2 <∞ a

p(x) := p1χ(−∞,0)(x) + p2χ(0,∞)(x).



Pak operátory shiftu nejsou omezené.

Důkaz: Vezmeme α takové, že

1

p2
< α <

1

p1
.

Definujme

u(x) = |x|−αχ(−∞,0)(x).

Pak snadno spočteme, že∫
R
|u(x)|p(x)dx =

∫ 0

−∞
|x|−αp1dx <∞

neboť −αp1 > −1.

Buď uε(x) = u(x− ε). Pak∫
R
|u(x)|p(x)dx

=
∫ 0

−∞
|x− ε|−αp1dx+

∫ ε
0
|x− ε|−αp2dx.

Jenže∫ ε
0
|x− ε|−αp2dx =

∫ 0

−ε
|x|−αp2dx =∞



neboť −αp2 < −1.

Takže takhle to nejde. Jak z toho ven?

Nechť 1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ <∞. Uvažujme pro

jednoduchost jen omezený interval I = (0,1).

Pak

Lp(.)(I) ↪→ Lp
−

(I).

Ale na Lp
−

(I) jsou shifty omezené a tedy pro

u ∈ Lp−(I) plat́ı

‖uε − u‖p− → 0.

Existuje tedy vybraná uεk tak, že

uk(x) := uεk(x)→ u(x)

skoro všude. Stač́ı tedy naj́ıt integrabilńı ma-

jorantu z Lp(.)(I) a máme

‖uε − u‖p(.) → 0.



Kde ji ale sebrat? Všimněme si, že

|uε(x)| =
∣∣∣∣1ε
∫ x+ε

x−ε
ϕ

(
x− t
ε

)
u(t)dt

∣∣∣∣
≤ C

1

2ε

∫ x+ε

x−ε
|u(t)|dt

≤ C sup
ε>0

1

2ε

∫ x+ε

x−ε
|u(t)|dt := CMu(x).

Hardy-Littlewood̊uv maximálńı operátor

Definition 15 (Maximálńı operátor) Dána f .

Položme

Mf(x) = sup
r>0

1

2r

∫ x+r

x−r
|f(t)|dt.

M neńı lineárńı operátor, ale je sublineárńı (tj.

M(f + g)(x) ≤Mf(x) +Mg(x)).

Lemma 16 M : L∞ → L∞, ale M : L1 9 L1 .



Lemma 17 Pro každé λ > 0 plat́ı

λ|{x;Mf(x) > λ}| ≤ 2
∫
R
|f(x)|dx.

Definition 18 Definujme L1,∞ (slabý L1) jako

množinu f s konečnou ”normou”

‖f‖1,∞ := sup
λ>0

λ|{x; |f(x)| > λ}| <∞.

Lemma 19 L1 ⊂ L1,∞ .

Lemma 17 lze p̌reformulovat:

Lemma 20 M : L1 → L1,∞.

Interpolačńı věty

Theorem 21 (Riesz, Thorin) Nechť T je sub-

lineárńı operátor. Buď

T : L1 → L1,

T : L∞ → L∞.



Pak pro 1 ≤ p ≤ ∞ plat́ı

T : Lp → Lp.

Theorem 22 (Marcinkiewicz) Nechť T je sub-

lineárńı operátor. Buď

T : L1 → L1,∞,

T : L∞ → L∞.

Pak pro 1 < p ≤ ∞ plat́ı

T : Lp → Lp.

Theorem 23 Nechť 1 < p ≤ ∞. Pak

M : Lp → Lp

je omezený.

Prostory Lp(x)

Předpokládelme, že 1 < inf p(x) ≤ sup p(x) <

∞.



Theorem 24 M neńı obecně omezený na Lp(x)

pro libovolnou p(x).

Theorem 25 (Lars Diening) Nechť p(x) splňuje

|p(x)− p(y)| ≤
c

− ln |x− y|
pro |x− y| ≤

1

2

a p(x) je konstantńı v okoĺı nekonečna, pak M

je omezený na Lp(x).

Theorem 26 (Já) Nechť p(x) splňuje Dieningovu

podḿınku a nechť existuj́ı 0 < c < 1, p∞ > 1

tak, že ∫
R
c

1
|p(x)−p∞|dx <∞,

pak M je omezený na Lp(x).

Typickým p̌ŕıkladem takové funkce je funkce

splňuj́ıćı |p(x)− p∞| ≤ C
ln |x|.



Důsledek 27 Nechť p(x) splňuje Dieningovu

podḿınku a nechť existuj́ı 1 ≤ α, p∞ > 1 tak,

že

p(x) = p∞+
1

lnα |x|
.

Pak M je omezený na Lp(x).

Theorem 28 (Já) Nechť p(x) splňuje Dieningovu

podḿınku a nechť existuj́ı 0 < α, p∞ > 1 tak,

že bĺızko nekonečna je

p(x) = p∞+
1

lnα |x|
.

Pak M je omezený na Lp(x).


