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Přechodem hory k řešeńı okrajové úlohy

Motivace

Celá řada praktických problémů (nap̌ŕıklad okrajových úloh) je ekvivalentńı
funkcionálńım rovnićım typu

F (u) = 0,

kde F : X ! Y je zobrazeńı mezi dvěma Banachovými prostory.

Podťŕıdu těchto
problémů tvǒŕı tzv. variačńı problémy. To jsou ty z výše uvedených problémů,
k nimž existuje diferencovatelný funkcionál

J : X ! R
takový, že F = J

0. Prostor Y je pak vlastně duálńım prostorem k X

(Y = L(X ,R) = X
⇤) a rovnice F (u) = 0 je ekvivalentńı rovnici

J
0(u) = 0.

Řešeńı u, tj. takové u 2 X , pro něž plat́ı

8v 2 X : hJ 0(u), vi = lim
t!0

J(u + tv)� J(u)

t
= 0,

nazýváme kritickým bodem funkcionálu J a č́ıslo J(u) kritickou hodnotou J.

Hledáńı kritických bodů a kritických hodnot je jedńım z kĺıčových témat variačńıho
počtu.
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J : X ! R
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(Y = L(X ,R) = X
⇤) a rovnice F (u) = 0 je ekvivalentńı rovnici
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počtu.
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Geometrické inspirace

V daľśım se budeme zabývat otázkou existence kritické hodnoty
”
jistého typu“.

Výlet k lokálńımu maximu

Uvažujme nejďŕıve zobrazeńı
J : R2 ! R

a hledejme podḿınky, které zaruč́ı existenci kritického (stacionárńıho) bodu J.
Představme si pro inspiraci ťri situace.
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Geometrické inspirace

prvńı p̌ŕıpad

Prvńı p̌ŕıpad.

-2

-1

0

1

2

x

-1

-0.5

0

0.5

1

y

0

2

4

6

8

10

12

14

J 2 C
1(R2,R),

inf
u2R2

J(u) 2 R.

Nenechme se zmást obrázkem k tvrzeńı, že

c := inf
u2R2

J(u)

je nutně kritickou hodnotou funkce J, tj. že existuje bod u 2 R2 takový, že

J(u) = c , J
0(u) = 0.
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Geometrické inspirace

prvńı p̌ŕıpad

Jako protip̌ŕıklad dob̌re poslouž́ı funkce J(x , y) := ex .
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Zřejmě
inf

(x ,y)2R2

J(x , y) = 0 2 R,

ale protože pro každé (x , y) 2 R2 plat́ı

@J

@x
(x , y) = ex > 0,

neexistuje žádný kritický bod funkce J.
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Geometrické inspirace

prvńı p̌ŕıpad

Nicméně, dá se dokázat (pomoćı tzv. deformačńıho lemmatu), že i za situace

J 2 C
1(R2,R),

inf
u2R2

J(u) 2 R,

existuje posloupnost (un) v R2 taková, že

J(un)! c := inf
u2R2

J(u),

J
0(un)! 0.

Pokud bychom věděli, že z takovéto posloupnosti lze vybrat posloupnost
konvergentńı, bylo by žrejmě c kritickou hodnotou J.

⇣
ukn ! u 2 R2, J(ukn)! c , J

0(ukn)! 0 =) J(u) = c , J
0(u) = 0.

⌘

Toho lze doćılit nap̌ŕıklad p̌ridáńım p̌redpokladu:

(un) je posloupnost v R2

(J(un)) je omezená posloupnost v R
J
0(un)! 0

9
>=

>;
=) (un) je omezená posloupnost.
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druhý p̌ŕıpad

Druhý p̌ŕıpad.
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J 2 C
1(R2,R),

r 2 R+, e 2 R2,

kekR2 > r , inf
kukR2=r

J(u) > J(0) � J(e).

Řekněme to p̌resněji: obrázek svád́ı k domněnce, že

c = inf
�2�

max
t2h0,1i

J(�(t)),

kde � := {� 2 C (h0, 1i,R2) : �(0) = 0, �(1) = e},
je kritickou hodnotou J. Nemuśı to být pravda!
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Nab́ıźı se takováto myšlenka: uvažujme všechny ǩrivky lež́ıćı na grafu funkce J

a jdoućı z bodu (0, J(0)) do bodu (e, J(e)); na každé z těchto ǩrivek vezměme
nejvyšš́ı bod. Zdá se, že nejnižš́ı z takto vybraných bodů odpov́ıdá stacionárńımu
bodu funkce J.
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druhý p̌ŕıpad

Hezký protip̌ŕıklad – J(x , y) := x
2 + (1� x)3y2 – nalezli Brézis s Nirenbergem.
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Volme

r =
1

2
, e = (2, 2).

Pak žrejmě
J(0) = 0 = J(e),

inf
k(x ,y)k=r

J(x , y) = min
k(x ,y)k=r

J(x , y) > 0.

Na druhou stranu snadno spočteme, že

@J

@x
(x , y) = 2x � 3(1� x)2y2,

@J

@y
(x , y) = 2(1� x)3y ,

a proto bod 0 je jediným stacionárńım bodem J, p̌ričemž J(0) < c ;
c neńı kritickou hodnotou J.
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Př́ıčinou pot́ıž́ı je tato skutečnost: voĺıme-li ǩrivky �n 2 � a body un 2 R2 tak, aby

max
t2h0,1i

J(�n(t)) = J(un)! c = inf
�2�

max
t2h0,1i

J(�(t)),

je kunk ! 1.

Dá se však ukázat, že i za situace

J 2 C
1(R2,R),

r 2 R+, e 2 R2, kekR2 > r , inf
kukR2=r

J(u) > J(0) � J(e),

existuje posloupnost (un) v R2 taková, že

J(un)! c a že J
0(un)! 0.

I zde lze tedy situaci zachránit, budeme-li nav́ıc p̌redpokládat i

(un) je posloupnost v R2

(J(un)) je omezená posloupnost v R
J
0(un)! 0

9
>=

>;
=) (un) je omezená posloupnost.
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J(un)! c a že J
0(un)! 0.

I zde lze tedy situaci zachránit, budeme-li nav́ıc p̌redpokládat i
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Geometrické inspirace

ťret́ı p̌ŕıpad

Třet́ı p̌ŕıpad.
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J 2 C
1(R2,R),

% 2 R+,

inf
u2{(0,y): y2R}

J(u) > max
u2{(�%,0),(%,0)}

J(u).

Opět: obrázek zrádně napov́ıdá, že

c := inf
�2�

max
t2h�%,%i

J(�(t)),

kde � = {� 2 C (h�%, %i,R2) : �(�%) = (�%, 0), �(%) = (%, 0)},

je kritickou hodnotou funkce J.
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Třet́ı p̌ŕıpad.
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Opět ukážeme, že tomu tak nemuśı být. Stač́ı uvažovat funkci

J(x , y) := (2e�x2

� 1) arccotg y .
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Je snadným cvičeńım ukázat, že pro tuto funkci plat́ı

J 2 C
1(R2,R),

9% 2 R+ : inf
u2{(0,y): y2R}

J(u) > max
u2{(�%,0),(%,0)}

J(u)

a že neexistuje žádný stacionárńı bod funkce J.
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ťret́ı p̌ŕıpad

Př́ıčinou nezdaru je totéž, co u p̌redchoźıho p̌ŕıkladu, a opět: p̌redpokládáme-li
kromě

J 2 C
1(R2,R),

% 2 R+, inf
u2{(0,y): y2R}

J(u) > max
u2{(�%,0),(%,0)}

J(u)

i splněńı podḿınky

(un) je posloupnost v R2

(J(un)) je omezená posloupnost v R
J
0(un)! 0

9
>=

>;
=) (un) je omezená posloupnost,

je č́ıslo

c := inf
�2�

max
t2h�%,%i

J(�(t)),

kde � = {� 2 C (h�%, %i,R2) : �(�%) = (�%, 0), �(%) = (%, 0)},

kritickou hodnotou J.
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Geometrické inspirace
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Přechodem hory k řešeńı okrajové úlohy

Věty o
”
minimaxu“

Palaisova–Smaleova podḿınka

Nyńı se budeme zabývat zobecněńım ďŕıve uvedených úvah pro funkcionály

J 2 C
1(X ,R),

kde X je (reálný) Banachův prostor. V každém z ďŕıve uvedených p̌ŕıpadů se ukázal
jako podstatný p̌redpoklad

(un) je posloupnost v R2

(J(un)) je omezená posloupnost v R
J
0(un)! 0

9
>=

>;
=) (un) je omezená posloupnost.

Tento p̌redpoklad jsme kombinovali se známou skutečnost́ı, že v normovaných
prostorech konečné dimenze (a t́ım prostor R2 je) plat́ı, že z každé omezené
posloupnosti lze vybrat posloupnost konvergentńı. Tato vlastnost ovšem neplat́ı
v žádném normovaném prostoru nekonečné dimenze. Muśıme proto, chceme-li
uvažovat prostory i nekonečné dimenze, ve svých p̌redpokladech

”
p̌ritvrdit“.
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Věty o
”
minimaxu“

Palaisova–Smaleova podḿınka

Definice.

Řekneme, že funkcionál J 2 C
1(X ,R), kde X je Banachův prostor, splňuje

Palaisovu – Smaleovu podḿınku (zkráceně (PS) podḿınku), plat́ı-li implikace

(un) je posloupnost v X

(J(un)) je omezená posloupnost v R
J
0(un)! 0 v X

⇤

9
>=

>;
=)

z posloupnosti (un)

lze vybrat posloupnost

konvergentńı (v X ).
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Ekelandův variačńı princip
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Věta (
”
Ekeland variational principle“; Ekeland, 1974).

Necht’ X je Banachův prostor a necht’ funkcionál J 2 C
1(X ,R) je na X omezený

zdola a splňuje (PS) podḿınku.

Pak existuje
min
u2X

J(u).
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Věty o
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Ekelandův variačńı princip

Věta.

Necht’ ⌦ ⇢ RN , kde N � 1, je omezená oblast s lipschitzovskou hranićı
a necht’ f 2 L

2(⌦).

Potom Dirichletova úloha (
��u = f v ⌦,

u = 0 na @⌦

má ve W
1,2

0
(⌦) právě jedno slabé řešeńı.

Důkaz, ale až moc stručný.

Uvažujme Sobolev̊uv prostor W 1,2

0
(⌦) s normou kuk :=

qR
⌦
|ru|2dx .

Je známo, že slabá řešeńı naš́ı úlohy odpov́ıdaj́ı kritickým bodům funkcionálu

J 2 C
1
�
W

1,2

0
(⌦),R

�
, J(u) :=

1

2

Z

⌦

|ru|2 dx �
Z

⌦

fu dx

s derivaćı

hJ 0(u), vi =
Z

⌦

rurv dx �
Z

⌦

fv dx .
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Ekelandův variačńı princip

Nejďŕıve si ukážeme, že je splněn
”
geometrický p̌redpoklad“ Ekelandova variačńıho

principu, tj. že funkcionál J je omezený zdola.

K tomu nám dob̌re poslouž́ı a stač́ı odhady
�
využ́ıváme Hölderovu nerovnost

a vnǒreńı W 1,2

0
(⌦) ⇢⇢ L

2(⌦)
�
:

J(u) =
1

2

Z

⌦

|ru|2 dx �
Z

⌦

fu dx � 1

2
kuk2 � kf kL2(⌦)kukL2(⌦) �

� 1

2
kuk2 � kf kL2(⌦) c kuk � min

t2R

h1
2
t
2 �

�
kf kL2(⌦) c

�
| {z }

2R

t

i
2 R.

K dokončeńı důkazu, že existuje řešeńı naš́ı úlohy, stač́ı ukázat, že

funkcionál J splňuje (PS) podḿınku.
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K tomu nám dob̌re poslouž́ı a stač́ı odhady
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”
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Bud’ dána posloupnost (un) ve W
1,2

0
(⌦) taková, že
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odhadu

J(u) � 1

2
kuk2 � kf kL2(⌦) c kuk ! 1 pro kuk ! 1

vyplývá, že posloupnost (un) je omezená. Protože prostor W 1,2
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tak, že un * u. Nav́ıc, protože J
0(un)! 0, plat́ı

hJ 0(un), un � ui =
Z

⌦

runr(un � u) dx �
Z

⌦

f (un � u) dx
| {z }

!0

! 0,

0 
Z

⌦

runr(un�u) dx�
Z

⌦

rur(un � u) dx
| {z }

!0

=

Z

⌦

|r(un�u)|2 dx = kun�uk2,

a proto un ! u.
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0
(⌦) je Hilber̊uv,

existuj́ı u 2W
1,2

0
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(J(un)) je omezená posloupnost v R,
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Máme dokázat, že z (un) lze vybrat posloupnost konvergentńı. Z ďŕıve źıskaného
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Věty o
”
minimaxu“

Ekelandův variačńı princip
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Dokázali jsme, že naše úloha má alespoň jedno řešeńı (v němž má funkcionál J
minimum).

Zbývá dokázat jednoznačnost. To je ale velmi snadné, protože jsou-li
u1 a u2 slabá řešeńı dané úlohy, tzn. že

u1, u2 2W
1,2

0
(⌦), J

0(u1) = J
0(u2) = 0,

je

ku1 � u2k2 =
Z

⌦

r(u1 � u2)r(u1 � u2)dx =

=

Z

⌦

ru1r(u1 � u2)dx �
Z

⌦

ru2r(u1 � u2)dx =

=

Z

⌦

f (u1 � u2)dx �
Z

⌦

f (u1 � u2)dx = 0,

a proto
u1 = u2.

⌅
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Věty o
”
minimaxu“
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Přechodem hory k řešeńı okrajové úlohy

Věty o
”
minimaxu“

Věta o p̌rechodu hory
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Věta (
”
Mountain pass theorem“; Ambrosetti, Rabinowitz, 1973).

Necht’

J 2 C
1(X ,R), kde X je Banachův prostor,

r 2 R+, e 2 X , kek > r ; inf
kuk=r

J(u) > J(0) � J(e),

J splňuje (PS) podḿınku.

Potom
c := inf

�2�

max
t2h0,1i

J(�(t)),

kde � := {� 2 C (h0, 1i,X ) : �(0) = 0, �(1) = e},

je kritickou hodnotou funkcionálu J.



Přechodem hory k řešeńı okrajové úlohy

Věty o
”
minimaxu“

Věta o p̌rechodu hory

Věta.

Necht’ ⌦ ⇢ RN , kde N  3, je omezená oblast s lipschitzovskou hranićı.

Potom Dirichletova úloha (
��u = u

3 v ⌦,

u = 0 na @⌦

má ve W
1,2

0
(⌦) alespoň dvě netriviálńı slabá řešeńı.

Začátek d̊ukazu.
Tentokrát slabá řešeńı naš́ı úlohy odpov́ıdaj́ı kritickým bodům funkcionálu

J 2 C
1
�
W

1,2

0
(⌦),R

�
, J(u) :=

1

2

Z

⌦

|ru|2 dx � 1

4

Z

⌦

u
4 dx

s derivaćı

hJ 0(u), vi =
Z

⌦

rurv dx �
Z

⌦

u
3
v dx .

(Zřejmě u = 0 je slabým řešeńım.
Nav́ıc, je-li u slabým řešeńım, je slabým řešeńım i funkce �u.)
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Věta o p̌rechodu hory
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Přechodem hory k řešeńı okrajové úlohy

Věty o
”
minimaxu“

Věta o p̌rechodu hory

Ukážeme si pouze to, že jsou splněny
”
geometrické p̌redpoklady“

”
Mountain pass

theorem“, tj. že

(9r 2 R+)(9e 2 X ) : kek > r ^ inf
kuk=r

J(u) > J(0) � J(e) .

Z vnǒreńı W 1,2

0
(⌦) ⇢⇢ L

4(⌦) snadno plyne, že existuje c 2 R+ takové, že

J(u) :=
1

2

Z

⌦

|ru|2 dx � 1

4

Z

⌦

u
4 dx =

1

2
kuk2 � 1

4
kuk4L4(⌦)

�

� 1

2
kuk2 � 1

4
c kuk4 = kuk2

�1
2
� 1

4
c kuk2

�
.

Odtud plyne, že pro r = 1p
c
2 R+ plat́ı

inf
kuk=r

J(u) � r
2
1

4
> J(0) = 0.
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Z vnǒreńı W 1,2

0
(⌦) ⇢⇢ L

4(⌦) snadno plyne, že existuje c 2 R+ takové, že
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Věty o
”
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Věta o p̌rechodu hory

Nyńı vezměme libovolné

0 6⌘ u 2W
1,2

0
(⌦) a t 2 R.

Potom

J(tu) =
1

2

Z

⌦

|r(tu)|2 dx � 1

4

Z

⌦

(tu)4 dx

=

=
1

2
t
2

Z ⇡

0

|ru|2 dx � 1

4
t
4

Z

⌦

u
4 dx ! �1 pro t ! +1,

a proto existuje e = tu 2W
1,2

0
(⌦) takové, že

kek > r , J(e)  0 = J(0).

⌅
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0 6⌘ u 2W
1,2

0
(⌦) a t 2 R.

Potom

J(tu) =
1

2

Z

⌦

|r(tu)|2 dx � 1

4

Z

⌦

(tu)4 dx =

=
1

2
t
2

Z ⇡

0

|ru|2 dx � 1

4
t
4

Z

⌦

u
4 dx ! �1 pro t ! +1,

a proto existuje e = tu 2W
1,2

0
(⌦) takové, že

kek > r , J(e)  0 = J(0).

⌅
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Přechodem hory k řešeńı okrajové úlohy

Věty o
”
minimaxu“

Věta o sedlovém bodě
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Věta (
”
Saddle point theorem“; Rabinowitz, 1978).

Necht’

X = Y � Z je Banachův prostor, dim Y <1,

% 2 R+, M = {u 2 Y : kukX  %}, N = {u 2 Y : kukX = %},
J 2 C

1(X ,R), inf
u2Z

J(u) > max
u2N

J(u), J splňuje (PS) podḿınku.

Potom
c := inf

�2�

max
u2M

J(�(u)),

kde � := {� 2 C (M,X ) : �|N = id},

je kritickou hodnotou funkcionálu J.



Přechodem hory k řešeńı okrajové úlohy

Věty o
”
minimaxu“

Věta o sedlovém bodě

Věta.

Existuje alespoň jedno slabé řešeńı Dirichletovy úlohy
(
�u00 = u + arctg (u + 1) v (0,⇡),

u(0) = u(⇡) = 0.

Návod k d̊ukazu. Slabá řešeńı dané úlohy odpov́ıdaj́ı kritickým bodům funkcionálu

J : W
1,2

0
(0,⇡)! R,

J(u) :=
1

2

Z ⇡

0

(u0(x))
2
dx � 1

2

Z ⇡

0

(u(x))2 dx �
Z ⇡

0

 Z u(x)

0

arctg (s + 1) ds

!
dx .

Uvažujme direktńı součet
W

1,2

0
(0,⇡) = Y � Z ,

kde
Y = {c sin x : c 2 R},

Z = {u 2W
1,2

0
(0,⇡) :

Z ⇡

0

u(x) sin x dx = 0}.
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Věta.
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 Z u(x)

0

arctg (s + 1) ds

!
dx .

Uvažujme direktńı součet
W

1,2

0
(0,⇡) = Y � Z ,

kde
Y = {c sin x : c 2 R},

Z = {u 2W
1,2

0
(0,⇡) :

Z ⇡

0

u(x) sin x dx = 0}.
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Věty o
”
minimaxu“

Věta o sedlovém bodě

A
”
Saddle point theorem“ zaručuje, že stač́ı dokázat tato ťri tvrzeńı:

J(a sin x)! �1 pro a! +1 i pro a! �1,

funkcionál J je omezený zdola na podprostoru Z ,

funkcionál J splňuje (PS) podḿınku.
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