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Z jakych casti se sklada tato prezentace
o Motivace

o Geometrické inspirace

o Véty o minimaxu a jejich aplikace

o Seznam literatury, citace
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funkcionalnim rovnicim typu

Celd ¥ada praktickych problémi (nap¥iklad okrajovych (loh) je ekvivalentni

F(u) =0,
kde F: X — Y je zobrazeni mezi dvéma Banachovymi prostory.
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P¥echodem hory k FeSeni okrajové tlohy
L Motivace

Cela ¥ada praktickych problémi (napf¥iklad okrajovych tloh) je ekvivalentni
funkcionalnim rovnicim typu

F(u) =0,

kde F : X — Y je zobrazeni mezi dvéma Banachovymi prostory. PodtFidu téchto
problémi tvo¥i tzv. variaéni problémy. To jsou ty z vySe uvedenych problémii,
k nimZ existuje diferencovatelny funkcional

J: X—=R

takovy, 7e F = J'. Prostor Y je pak vlastn& dudlnim prostorem k X
(Y = L(X,R) = X*) a rovnice F(u) = 0 je ekvivalentni rovnici

J'(u) = 0.




P¥echodem hory k FeSeni okrajové tlohy
L Motivace

Cela ¥ada praktickych problémi (napf¥iklad okrajovych tloh) je ekvivalentni
funkcionalnim rovnicim typu

F(u) =0,

kde F : X — Y je zobrazeni mezi dvéma Banachovymi prostory. PodtFidu téchto
problémi tvo¥i tzv. variaéni problémy. To jsou ty z vySe uvedenych problémii,
k nimZ existuje diferencovatelny funkcional

J: X—=R

takovy, 7e F = J'. Prostor Y je pak vlastn& dudlnim prostorem k X
(Y = L(X,R) = X*) a rovnice F(u) = 0 je ekvivalentni rovnici

J'(u) =0.

ReZeni v, tj. takové u € X, pro néz plati

VveX: (J(u),v)=Ilim

t—0

J(u+ tv) — J(u)

=0,
nazyvame kritickym bodem funkciondlu J a &islo J(u) kritickou hodnotou J.

Hledani kritickych bodi a kritickych hodnot je jednim z kli¢ovych témat varia¢niho
poctu.



P¥echodem hory k ¥eSeni okrajové tlohy
L Geometrické inspirace

V dalSim se budeme zabyvat otdzkou existence kritické hodnoty ,,jistého typu”

Vylet k lokdlnimu maximu



V dal3im se budeme zabyvat otdzkou existence kritické hodnoty ,jistého typu®.
Uvazujme nejd¥ive zobrazeni

J: RP =R
a hledejme podminky, které zaru&i existenci kritického (stacionarniho) bodu J.
PYedstavme si pro inspiraci t¥i situace.
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Pruni pfipad.

J - Cl(R21R)'

£ N
UIQ]Rz J(U) c
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Prvni pFipad.

J e CHR? R),

inf R.
inf, J(u) €

Nenechme se zmast obrazkem k tvrzeni, Ze

c =

= inf J(u
inf, J(u)
je nutn& kritickou hodnotou funkce J, tj. Ze existuje bod u € R? takovy, ze

J(u)=c¢, J'(u)=0.
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Jako protip¥iklad dob¥e poslouZi funkce J(x, y) := €*.

Zfejmé

inf  J(x,y)=0¢€R,
- (x.¥)
ale protoZe pro kazdé (x, y) € R? plati

oJ

g(x,y) =& >0,
neexistuje zadny kriticky bod funkce J.
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Nicméng&, da se dokazat (pomoci tzv. deforma&niho lemmatu), Ze i za situace

J e CHR? R),

inf J(u) € R,
ueR?
existuje posloupnost (u,) v R? takova, Ze

J(up) = c:= inf J(u),

ucER?

J'(u,) — 0.
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P¥echodem hory k FeSeni okrajové tlohy

L Geometrické inspirace

- prvni p¥ipad

Nicménég, d3 se dokdzat (pomoci tzv. deformacniho lemmatu), Ze i za situace
J e CY(R? R),

inf J R,
UIQR2 (U) <

existuje posloupnost (u,) v R? takovd, Ze

J(u,) = c:= inf J(u),

u€ER?
J'(up) — 0.

Pokud bychom vé&déli, Ze z takovéto posloupnosti lze vybrat posloupnost
konvergentni, bylo by zfejmé& c kritickou hodnotou J.

(ukn S ueR? J(u) e S(u) =0 = J(u)=c, J(u)= o.)



P¥echodem hory k FeSeni okrajové tlohy

L Geometrické inspirace

- prvni p¥ipad

Nicménég, d3 se dokdzat (pomoci tzv. deformacniho lemmatu), Ze i za situace
J e CY(R? R),

inf J R,
UIQRZ (U) <

existuje posloupnost (u,) v R? takovd, Ze

J(u,) = c:= inf J(u),

u€ER?
J'(up) — 0.

Pokud bychom vé&déli, Ze z takovéto posloupnosti lze vybrat posloupnost
konvergentni, bylo by zfejmé& c kritickou hodnotou J.

(uk,, S ueR? J(u) e S(u) =0 = J(u)=c, J(u)= o.)

Toho lze docilit nap¥iklad pfidanim predpokladu:

(u,) je posloupnost v R?
J(u,)) je omezend posloupnost vIR  — (u,) je omezena posloupnost.
J
J'(up,) = 0




Druhy pfipad.
N

J e Cl(Rz,R),

”euRz > r,

L J(u) > J(0) > J(e).




P¥echodem hory k ¥eSeni okrajové tlohy
L Geometrické inspirace
- druhy p¥ipad

Druhy pftipad.

J e CY(R? R),
re Rt ecRR?

lellge > r, inf  J(u) > J(0) > J(e).

[ullg2=r

Nabizi se takovato myslenka: uvazujme v8echny k¥ivky lezici na grafu funkce J

a jdouci z bodu (0, J(0)) do bodu (e, J(e)); na kazdé z téchto k¥ivek vezméme
nejvyssi bod. Zda se, Ze nejniZsi z takto vybranych bodii odpovidd staciondrnimu
bodu funkce J.
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L Geometrické inspirace

- druhy p¥ipad

Druhy pftipad.

J e CY(R? R),

re Rt ecRR?
lellgz > r,

| |i|nf: J(u) > J(0) > J(e).

Reknéme to presnéji: obrazek svadi k domnénce, ze

= inf J(v(t)),
c = inf max J(v(1))
je kritickou hodnotou J.

kde I := {7 € C((0,1),R?) : ~(0) =0, v(1) = e},

O

=




P¥echodem hory k ¥eSeni okrajové tlohy
L Geometrické inspirace

- druhy p¥ipad

Druhy pftipad.

J e CY(R? R),

re Rt ecRR?
lellgz > r,

| |i|nf: J(u) > J(0) > J(e).

Reknéme to presnéji: obrazek svadi k domnénce, ze

— inf J(y(t)),

¢ = inf. max (v(t))

kde I := {y € C((0,1),R?) : ~(0) =0, v(1) = e}
je kritickou hodnotou J. Nemusi to byt pravda!
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Hezky protip¥iklad — J(x, y) := x*> + (1 — x)3y? — nalezli Brézis s Nirenbergem.

A



Hezky protip¥iklad — J(x, y) := x*> + (1 — x)3y? — nalezli Brézis s Nirenbergem.
Volme

=—, e=(2,2).
r > e=(2,2)
Pak zfejmé

inf

J(0) =0=J(e),
oty T y) =

min  J(x,y) > 0.
1 Cex)ll=r
Na druhou stranu snadno spolteme, Ze

a proto bod 0 je jedinym staciondrnim bodem J, p¥itemz J(0) < c;
¢ neni kritickou hodnotou J.
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te(0,1)

max J(yn(t)) = J(up) — ¢ = inf max J(v(t)),
je ||un|| — oo.

P¥i¢inou potiZi je tato skutetnost: volime-li k¥ivky v, € I a body u, € R? tak, aby

verl te(0,1)
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P¥echodem hory k FeSeni okrajové tlohy
L Geometrické inspirace
- druhy p¥ipad

P¥i¢inou potiZi je tato skute&nost: volime-li k¥ivky v, € [ a body u, € R? tak, aby

t?{%) J(vn(t)) = J(up) — ¢ = inf max J((t)),

~vel te(0,1)

je ||un|| = oo.




P¥echodem hory k FeSeni okrajové tlohy
L Geometrické inspirace
- druhy p¥ipad

P¥i¢inou potiZi je tato skute&nost: volime-li k¥ivky v, € [ a body u, € R? tak, aby

max Jn(t)) = Jun) ¢ = inf. max J((1))

te(0,1

je ||un|| = oo.




P¥echodem hory k FeSeni okrajové tlohy
L Geometrické inspirace
- druhy p¥ipad

P¥i¢inou potiZi je tato skute&nost: volime-li k¥ivky v, € [ a body u, € R? tak, aby

max Jn(t)) = Jun) ¢ = inf. max J((1))

te(0,1

je ||un|| = oo.




P¥echodem hory k FeSeni okrajové tlohy
L Geometrické inspirace
- druhy p¥ipad

P¥i¢inou potiZi je tato skute&nost: volime-li k¥ivky v, € [ a body u, € R? tak, aby

max, J(va(t)) = J(un) = ¢ —ngfr max J(y J((1)),

je ||un]| = oco. D43 se v8ak ukazat, Ze i za situace

J e CY(R? R),

reRT, e R? |ellg > r, ilnf J(u) > J(0) > J(e),

||u R2:r

existuje posloupnost (u,) v R? takovd, Ze

J(up) — ¢ aze J'(u,) — 0.



P¥echodem hory k FeSeni okrajové tlohy
L Geometrické inspirace
- druhy p¥ipad

P¥i¢inou potiZi je tato skute&nost: volime-li k¥ivky v, € [ a body u, € R? tak, aby

max J(vn(t)) = J(us) = ¢ = inf max J(7(1)),

te(0,1) ~vel te(0,1)

je ||un]| = oco. D43 se v8ak ukazat, Ze i za situace

J e CY(R? R),

reRT, e R? |ellg > r, ilnf J(u) > J(0) > J(e),

Hu R2:r

existuje posloupnost (u,) v R? takovd, Ze
J(up) — ¢ aze J'(u,) — 0.

| zde Ize tedy situaci zachranit, budeme-li navic predpokladat i

(u,) je posloupnost v R?
(J(un)) je omezena posloupnost v R 3 = (u,) je omezena posloupnost.
J(u,) =0




Tteti pFipad.

J e CI(RZ,R),

o €RT,

inf ) >

max

J(u).
ue{(—0,0),(0,0)} ( )




Treti pFipad.

. 1 (2
VJ::§§§§&“3 Jet (R 'R),
SN
o 0 €RT,
1 inf J(u) > max J(uv).
ue{(0.y): yeR} ue{(—e0).(0,0)}
Opét: obrazek zradné napovida, Ze

c:= inf max J(v(t)),

vEl te(—o,0) ()
kde T'={y € C({(—0,0).R*) : ¥(—0) =(—0.0), v(0) = (0,0)},
je kritickou hodnotou funkce J.

A



Opét ukazeme, Ze tomu tak nemusi byt. Staéi uvaZovat funkci

J(x,y) = (2e_x2 — 1) arccotg y.

A



Opét ukazeme, Ze tomu tak nemusi byt. Staéi uvaZovat funkci

J(x,y) = (2e_x2 — 1) arccotg y.

Je snadnym cvi¢enim ukazat, Ze pro tuto funkci plati

J e CY(R? R),

Jo € RT: inf J(u) > max
ue{(0,y): yeR}

a Ze neexistuje Zadny stacionarni bod funkce J.

J(u
ue{(—0,0),(0,0)} ( )

=

A



P¥i¢inou nezdaru je totéz, co u predchoziho ptikladu, a opét: predpoklddame-li
kromé&

J e CHR? R),
eRT, inf J(u) >
e ue{(0,y): yeR} ( )

maxXx

J(u
ue{(—0.,0),(0.0)} (v)
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P¥echodem hory k FeSeni okrajové tlohy

L Geometrické inspirace

—

tfeti p¥ipad

P¥i¢inou nezdaru je totéZ, co u predchoziho ptikladu, a opét: predpokldadame-li
kromé&

J e CY(R? R),

o€ R, inf J(u) > max J(u)
uc{(0,y): yeR} ue{(—e0).(.0)}

| spInéni podminky

(u,) je posloupnost v R?

(J(u,)) je omezend posloupnost v R 3 = (u,) je omezena posloupnost,
J'(up) = 0




P¥echodem hory k FeSeni okrajové tlohy

L Geometrické inspirace

—

tfeti p¥ipad

P¥i¢inou nezdaru je totéZ, co u predchoziho ptikladu, a opét: predpokldadame-li
kromé&

J e CY(R? R),

o€ R, inf J(u) > max J(u)
uc{(0,y): yeR} ue{(—e0).(.0)}

I spInéni podminky

(u,) je posloupnost v R?

(J(u,)) je omezend posloupnost v R 3 = (u,) je omezena posloupnost,
J'(up) = 0

je Cislo

c = inf max J(~(t)),
v€El te(—0,0) (0(1))

kde T'={y € C({(—0,0),R?) : v(—0) = (—0.0), 7(¢) = (.0)},

kritickou hodnotou J.



P¥echodem hory k FeSeni okrajové tlohy
I—Véty o ,minimaxu‘

L Palaisova—Smaleova podminka

Nyni se budeme zabyvat zobecnénim dfive uvedenych tvah pro funkciondly
J e CY{X,R),

kde X je (redlny) Banachiv prostor. V kaZdém z dfive uvedenych p¥ipadil se ukazal
jako podstatny predpoklad

(u,) je posloupnost v R?
(J(un)) je omezena posloupnost v R 3 = (u,) je omezena posloupnost.
J'(up) — 0




P¥echodem hory k FeSeni okrajové tlohy
I—Véty o ,minimaxu‘

L Palaisova—Smaleova podminka
Nyni se budeme zabyvat zobecnénim dfive uvedenych tvah pro funkciondly
J e CY{X,R),

kde X je (redlny) Banachiv prostor. V kaZdém z dfive uvedenych p¥ipadil se ukazal
jako podstatny predpoklad

(u,) je posloupnost v R?

(J(un)) je omezena posloupnost v R 3 = (u,) je omezena posloupnost.
J'(up) — 0

Tento predpoklad jsme kombinovali se zndmou skute€nosti, Ze v normovanych
prostorech kone&né dimenze (a tim prostor R? je) plati, Ze z ka?dé omezené
posloupnosti Ize vybrat posloupnost konvergentni. Tato vlastnost ovsem neplati
v Zadném normovaném prostoru nekone¢né dimenze. Musime proto, chceme-li
uvazovat prostory i nekone¢né dimenze, ve svych predpokladech ,p¥itvrdit”.



P¥echodem hory k FeSeni okrajové tlohy
I—Véty o ,minimaxu‘

L Palaisova—Smaleova podminka

Definice.

Rekneme, Ze funkcional J € CY(X,R), kde X je Banachiiv prostor, spliiuje
Palaisovu — Smaleovu podminku (zkracen& (PS) podminku), plati-li implikace

(u,) je posloupnost v X z posloupnosti (up)
(J(u,)) je omezena posloupnost v R 3 = lze vybrat posloupnost
J(up) = 0v X* konvergentni (v X).




i
“(“‘vv
&

Véta (,Ekeland variational principle”; Ekeland, 1974).

Necht X je Banachilv prostor a necht funkcional J € C*(X,R) je na X omezeny

zdola a spliiuje (PS) podminku.
Pak existuje

umel)rgJ(u).

A



Necht Q c RN, kde N > 1, je omezend oblast s lipschitzovskou hranici
a necht f € L3(Q).
Potom Dirichletova dloha

—Au=1fFf v
u=0 naodf
ma ve W, ?(Q) pravé jedno slabé Fegent.
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Véta.

Necht Q ¢ RV, kde N > 1, je omezend oblast s lipschitzovskou hranicf
a necht f € L2(Q).

Potom Dirichletova uloha

—Au=fF v
u=0 naof2
ma ve W, ?(Q) pravé jedno slabé Yegeni.

Dukaz

A



P¥echodem hory k FeSeni okrajové tlohy
I—Véty o ,minimaxu‘

- Ekelandiiv varia&ni princip

Véta.

Necht Q c RV kde N > 1, je omezend oblast s lipschitzovskou hranici
a necht f € L%(Q).

Potom Dirichletova dloha
—Au=fF v,

u=0 naof2
ma ve W, ?(Q) pravé jedno slabé Yesent.

Diikaz, ale az moc strucny.



P¥echodem hory k FeSeni okrajové tlohy
I—Véty o ,minimaxu‘

- Ekelandiiv varia&ni princip

Véta.
Necht Q c RV kde N > 1, je omezend oblast s lipschitzovskou hranici
a necht f € L%(Q).

Potom Dirichletova dloha
—Au=fF v,

u=0 naof2
ma ve W, ?(Q) pravé jedno slabé Yesent.

Diikaz, ale az moc strucny.
Uvazujme Soboleviiv prostor Wy 2(Q) s normou ||u|| := \/fQ |V ul?dx.




P¥echodem hory k FeSeni okrajové tlohy
I—Véty o ,minimaxu‘

- Ekelandiiv varia&ni princip

Véta.

Necht Q c RV kde N > 1, je omezend oblast s lipschitzovskou hranici
a necht f € L%(Q).

Potom Dirichletova dloha
—Au=fF v,

u=0 naof2
ma ve W, ?(Q) pravé jedno slabé Yesent.

Diikaz, ale az moc strucny.

Uvazujme Soboleviiv prostor Wy 2(Q) s normou ||u|| := \/fQ |V ul?dx.

Je zndmo, Ze slaba FeSeni nasi ulohy odpovidaji kritickym bodim funkciondlu

1
Je (W), R), J(u):= 5/ \vu|2dx—/ fu dx
Q Q
s derivaci

<J’(u),v>:/QVqudx—/vadx.



Nejd¥ive si ukdzeme, Ze je splnén , geometricky predpoklad” Ekelandova varia¢niho
principu, tj. Ze funkcional J je omezeny zdola.

A



Nejd¥ive si ukdzeme, Ze je splnén , geometricky predpoklad” Ekelandova varia¢niho
principu, tj. Ze funkciondl J je omezeny zdola.

K tomu ndm dobfe poslouzi a stadi odhady (vyuil’va’me Holderovu nerovnost
a vnoteni W, () CC L%(R)):

1 1
Sy =5 [Vl dx— [ fudx = 310l = | Fliollelae)

A



Nejd¥ive si ukdzeme, Ze je splnén , geometricky predpoklad” Ekelandova varia¢niho
principu, tj. Ze funkciondl J je omezeny zdola.

K tomu ndm dobfe poslouzi a stadi odhady (vyuil’va’me Holderovu nerovnost
a vnoteni W, () CC L%(R)):

1 1
J(u) =5 /Q [Vul*dx — /Q fudx > S lull* = (Il 2@llull @) >

> Sl = 1l llul

N|

A



P¥echodem hory k FeSeni okrajové tlohy
I—Véty o ,minimaxu‘

- Ekelandiiv varia&ni princip

Nejd¥ive si ukazeme, Ze je splnén ,,geometricky predpoklad” Ekelandova variagniho
principu, tj. Ze funkciondl J je omezeny zdola.

K tomu ndm dob¥e poslouzi a sta¢i odhady (vyuil’va'me Holderovu nerovnost
a vnoteni W, () CC L%(R)):

1 1
Jw)y=3 [ [VuPdx— [ fudx > Z|[ul]® = |l 2@l ull @) >
2 Q Q 2

1
2 : 2
> 2l 1l < 1l = min [ 22— (IF iz ) €] € R

N| —

eR



P¥echodem hory k FeSeni okrajové tlohy
I—Véty o ,minimaxu‘

- Ekelandiiv varia&ni princip

Nejd¥ive si ukazeme, Ze je splnén ,,geometricky predpoklad” Ekelandova variagniho
principu, tj. Ze funkciondl J je omezeny zdola.

K tomu ndm dob¥e poslouzi a sta¢i odhady (vyuil'va'me Holderovu nerovnost
a vnoteni W, () CC L%(R)):

1 1
Jw)y=3 [ [VuPdx— [ fudx > Z|[ul]® = |l 2@l ull @) >
2 Q Q 2

1l
> Sllul? = Fll e ¢ lull = min |58 = (Il ©) t| € R

eR

N| —

eR

K dokonéeni ditkazu, Ze existuje feSeni nasi dlohy, sta¢i ukdzat, ze
funkcional J spliiuje (PS) podminku.



Bud dana posloupnost (u,) ve Wy2(Q) takova, Ze

(J(un)) je omezend posloupnost v R,

J'(u,) — 0 ve (Wol’z(Q))*.
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Bud dana posloupnost (u,) ve Wy2(Q) takova, Ze

(J(un)) je omezend posloupnost v R,

J'(u,) — 0 ve (W01'2(Q))*.

Méme dokazat, Ze z (u,) lze vybrat posloupnost konvergentni.

A



Bud dana posloupnost (u,) ve Wy2(Q) takova, Ze

(J(un)) je omezend posloupnost v R,
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Uy a up slabd feSeni dané llohy, tzn. Ze

Dokézali jsme, Ze na%e tloha m3 alespoii jedno YeSeni (v némzZ ma funkciondl J

ui, up € W01'2(Q), J’(ul) = J/(UQ) =0,

Jur — wo)?
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minimum). Zbyvad dokazat jednozna&nost. To je ale velmi snadné, protoZe jsou-li
Uy a up slabd feSeni dané llohy, tzn. Ze

Dokézali jsme, Ze na%e tloha m3 alespoii jedno YeSeni (v némzZ ma funkciondl J

ui, Uy € W01'2(Q), J’(ul) = J/(UQ) =0,
je

| — w? = / V(up — up)V(ug — up)dx =
Q

— / VuV(uy — up)dx —/ VuV(uy — up)dx
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- Ekelandiiv varia&ni princip

Dokazali jsme, Ze naSe tloha ma alespoii jedno FeSeni (v némz m3a funkcional J
minimum). Zbyva dokazat jednozna&nost. To je ale velmi snadné, protoZe jsou-li
Uy a up slaba feSeni dané dlohy, tzn. Ze

uy, iy € W2 (Q), J(u1) = J' () =0,
je
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= / VurV(up — wp)dx — / VuV(ug — wp)dx =
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:/Qf(ul _ u2)dx—/Qf(u1 — )dx
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- Ekelandiiv varia&ni princip

Dokazali jsme, Ze naSe tloha ma alespoii jedno FeSeni (v némz m3a funkcional J
minimum). Zbyva dokazat jednozna&nost. To je ale velmi snadné, protoZe jsou-li
Uy a up slaba feSeni dané dlohy, tzn. Ze

uy, iy € W2 (Q), J(u1) = J' () =0,

je

Hul — U2H2 = / V(Ul — UQ)V(U]_ - Uz)dX =

Q
= / Vi V(uy — up)dx — / VuV(ug — wp)dx =
Q Q
= / f(uy — up)dx — / f(up — up)dx =0,
Q Q

a proto

up = un.




P¥echodem hory k FeSeni okrajové tlohy
I—Véty o ,minimaxu‘
- Véta o prechodu hory

Vé&ta (,,Mountain pass theorem"; Ambrosetti, Rabinowitz, 1973).

Necht

o J € CYX,R), kde X je Banachiiv prostor,

oreR", eeX, |e||>r; ||irﬁf_ J(u) > J(0) > J(e),

o J spliiuje (PS) podminku.

[Jp— f ’ t

kde I :={y € C({(0,1),X) : v(0) =0, v(1) = e},

je kritickou hodnotou funkcionalu J.



Necht Q c RN, kde N < 3, je omezend oblast s lipschitzovskou hranici.
Potom Dirichletova dloha

~Au=1u® vQ,

u=0 naodf
ma ve W, ?(Q) alespoii dv& netrivialni slaba Fegent.

«O)>» «F)» 4«

=r 4

it
v
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I—Véty o ,minimaxu‘
- Véta o prechodu hory

Véta.

Necht Q ¢ RV, kde N < 3, je omezend oblast s lipschitzovskou hranici.

Potom Dirichletova uloha
~Au=1u® vQ,

u=0 nadf
ma ve W, ?(Q) alespoii dvé netrividlni slabd Yegent.

Zacatek dukazu.
Tentokrat slabd YeSeni nasi dlohy odpovidaji kritickym bodim funkcionalu

1 1
Je Cl(Wol’z(Q),R), J(u) = —/ (Vul? dx — —/ u* dx
2 Ja 4 Ja

s derivaci

<J’(u),v>:/QVqudx—/Qu?’vdx.
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Véta.

Necht Q ¢ RV, kde N < 3, je omezend oblast s lipschitzovskou hranici.

Potom Dirichletova uloha
~Au=1u® vQ,

u=0 nadf
ma ve W, ?(Q) alespoii dvé netrividlni slabd Yegent.

Zacatek dukazu.
Tentokrat slabd YeSeni nasi dlohy odpovidaji kritickym bodim funkcionalu

1 1
Je Cl(Wol’z(Q),R), J(u) = —/ (Vul? dx — —/ u* dx
2 Ja 4 Ja

s derivaci

<J’(u),v>:/QVqudx—/Qu?’vdx.

(Z¥ejm& u = 0 je slabym ¥eSenim.
Navic, je-li u slabym ¥e$enim, je slabym ¥eSenim i funkce —u.)



theorem”, tj. Ze

Ukazeme si pouze to, Ze jsou splnény , geometrické predpoklady” ,,Mountain pass

(FreRM)(Zee X): |e]|>r A |LilnirJ(u) > J(0) > J(e) .

«O)>» «F)r « =)

« =
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(FreRM)(Zee X): |e]|>r A ILilnirJ(u) > J(0) > J(e) .

Z vnotfeni Wy () cC L*(R) snadno plyne, Ze existuje ¢ € RT takové, ze

1 1 1 1
sy =5 [ [VeP a3 [ ut = S0P = Zlullg, >

1 1
> ul? -

- 4
2l

A



P¥echodem hory k FeSeni okrajové tlohy
I—Véty o ,minimaxu‘
- Véta o prechodu hory

UkdZeme si pouze to, ze jsou splnény ,,geometrické predpoklady” ,,Mountain pass
theorem”, tj. Ze

(FreRN)(Fee X): |el|>r A HjlﬂirJ(U) > J(0) > J(e) .

Z vnoteni W3 ?(Q) ccC L*(Q) snadno plyne, Ye existuje ¢ € R* takové, Ze

1 1 1 1
sy =5 [Vl dx— g [ utdx = S ulf = 3 lultig, >

o1, o101
ZEHUH —ZCHUH = [Ju] (g—ZCHUH ).
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I—Véty o ,minimaxu‘
- Véta o prechodu hory

UkdZeme si pouze to, ze jsou splnény ,,geometrické predpoklady” ,,Mountain pass
theorem”, tj. Ze

(FreRN)(Fee X): |el|>r A HjlﬂirJ(U) > J(0) > J(e) .

Z vnoteni W3 ?(Q) ccC L*(Q) snadno plyne, Ye existuje ¢ € R* takové, Ze

1 1 1 1
sy =5 [Vl dx— g [ utdx = S ulf = 3 lultig, >

1 1 1 1
> Hlull? = 5 cllull* = P - & ellul?).
Odtud plyne, Ze pro r = % € RT plati
. ) 1
|||r|1|f J(u) >r i J(0) =0.



Nyni vezméme libovolné

0Zuec W,?Q)ateR.
Potom

J(tu) = %/Q|V(tu)|2dx—%/ﬂ(tu)4dx

«O)>» «F)r « =)

«E)»
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Nyni vezméme libovolné

0Zuec W,?Q)ateR.
Potom

1 1
J(tu) = —/ |V(tu)|2dx——/(tu)4dx:
2 Ja 4 Ja
1, [" 1
:—t2/ |Vu|2dx——t4/ u* dx
2 Jo 4 Ja

«O)>» «F)r « =)

«E)»
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Nyni vezméme libovolné

0Zuec W,?Q)ateR.
Potom

J(tu) = %/Q|V(tu)|2dx—%/9(tu)4dx=

1 T 1
= —t2/ Vul? dx — —t4/ u* dx — —oco pro t — +o0,
2 0 4 Q
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Nyni vezméme libovolné

0Zuec W,?Q)ateR.
Potom

J(tu) = %/Q|V(tu)|2dx—%/9(tu)4dX=

1 T 1
= —t2/ Vul? dx — —t4/ u* dx — —oco pro t — +o0,
2 0 4 Q

a proto existuje e = tu € W,*(Q) takové, Ze

lelf >r. J(e) <0=J(0)

«O)>» «F)r « =)

« =)
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P¥echodem hory k FeSeni okrajové tlohy
I—Véty o ,minimaxu‘
- Véta o sedlovém bodé

Véta (,,Saddle point theorem"; Rabinowitz, 1978).

Necht
o X =Y & Z je Banachiiv prostor, dim Y < oo,
oo eRT M={ueY: |ulx<oh N={ueY: |ulx=o}
o Je CY{X,R), im;J(u) > ma,C(J(u), J spliiuje (PS) podminku.
ue uc

Potom

= inf
&= Il meS{wl)

kde T :={ye€ C(M,X): ~|y =id},

je kritickou hodnotou funkcionalu J.



Existuje alespoii jedno slabé ¥eSeni Dirichletovy ulohy

{ —u" = u+arctg(u+1) v (0,7),
u(0) = u(w) = 0.

«O)>» «F)r « =)
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P¥echodem hory k FeSeni okrajové tlohy
I—Véty o ,minimaxu‘
- Véta o sedlovém bodé&

Véta.

Existuje alespoii jedno slabé ¥eSeni Dirichletovy tlohy

{ —u" = u+arctg(v+1) v (0, 7),
u(0) = u(m) = 0.

Navod k diikazu. Slaba ¥eseni dané tlohy odpovidaji kritickym boddm funkcionalu

J: Wy2(0,7) = R,

Hu) = %/Ow(u’(x)fdx— %/Ow(u(x)fdx—/oﬁ (/OU(X) arctg(s+1)ds> dx.
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I—Véty o ,minimaxu‘
- Véta o sedlovém bodé&

Véta.

Existuje alespoii jedno slabé ¥eSeni Dirichletovy tlohy
—u" = u+arctg(v+1) v (0, 7),
u(0) = u(m) = 0.

Navod k diikazu. Slaba ¥eseni dané tlohy odpovidaji kritickym boddm funkcionalu

J: Wy2(0,7) = R,

Hu) = %/Ow(u’(x)fdx— %/Ow(u(x)fdx—/oﬁ (/OU(X) arctg(s+1)ds> dx.

Uvazujme direktni soucet
W20, 7)) =Y o Z

kde
Y ={csinx: c € R},

Z = {ue W;?0,r) : /07T u(x)sin xdx = 0}.



A ,,Saddle point theorem" zaruluje, Ze sta¢i dokazat tato tfi tvrzeni:

o J(asinx) — —oo pro a = +00 i pro a — —o0,
o funkciondl J je omezeny zdola na podprostoru Z,

o funkciondl J spliiuje (PS) podminku.
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