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Rekneme, e funkce f : R — R je spojita v bodé xg € R, plati-li

lim f(x) = f(xo)-

X—rXp
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Rekneme, Ze funkce f : R — R je spojitd v bodé xy € R, plati-li

lim f(x) = f(xo)-

X—rXp

£—0 podminka

| \

Funkce f : R — R je spojitd v bodé xo € R —

= (Ve e RT) (36 € RY) (Vx € (x0 — 6, %0 +6)) : |f(x) — f(x0)| < e.

v
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Rekneme, Ze funkce f : R — R je spojitd v bodé xy € R, plati-li

lim f(x) = f(xo)-

X—rXp

£—0 podminka

Funkce f : R — R je spojitd v bodé xp € R <=

= (Ve e RT) (36 € RY) (Vx € (x0 — 6, %0 +6)) : |f(x) — f(x0)| < e.

Definice
Pro kazdou funkci f : R — R definujeme mnoZiny

| A

sf def {x0o €R: f je spojitd v bodé& xo},

N™ L {xo € R : f neni spojitd v bodé xo}
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Rekneme, Ze funkce f : R — R je spojitd v bodé xy € R, plati-li

lim f(x) = f(xo)-

X—rXp

£—0 podminka

Funkce f : R — R je spojitd v bodé xp € R <=

= (Ve e RT) (36 € RY) (Vx € (x0 — 6, %0 +6)) : |f(x) — f(x0)| < e.

Definice
Pro kazdou funkci f : R — R definujeme mnoZiny

| A

sf def {x0o €R: f je spojitd v bodé& xo},

Nf % {xo €R: f neni spojitd v bod& xo} ( =R\ S").
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Rekneme, Ze funkce f : R — R je spojitd v bodé xy € R, plati-li

lim f(x) = f(xo)-

X—rXp

£—0 podminka

Funkce f : R — R je spojitd v bodé xp € R <=

= (Ve e RT) (36 € RY) (Vx € (x0 — 6, %0 +6)) : |f(x) — f(x0)| < e.

Definice
Pro kazdou funkci f : R — R definujeme mnoZiny

| A

sf def {x0o €R: f je spojitd v bodé& xo},

Nf % {xo €R: f neni spojitd v bod& xo} ( =R\ S").

Jak miize pro rtizné funkce f : R — R vypadat mnoZina Nf?
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Abychom zde nemuseli fesit defini¢ni obory funkci, budeme od této chvile
uvazovat pouze funkce definované na R.
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Umluva

Abychom zde nemuseli fesit defini¢ni obory funkci, budeme od této chvile
uvazovat pouze funkce definované na R.

Ptiklady funkci a odpovidajicich mnozin Nf

o f(x) €0
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Umluva

Abychom zde nemuseli fesit defini¢ni obory funkci, budeme od této chvile
uvazovat pouze funkce definované na R.

Ptiklady funkci a odpovidajicich mnozin Nf

o f(x) &0 = NF=9,
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Umluva

Abychom zde nemuseli fesit defini¢ni obory funkci, budeme od této chvile
uvazovat pouze funkce definované na R.

Ptiklady funkci a odpovidajicich mnozin Nf

o f(x) &0 = NF=9,

of(X)d_ef 1 proxeQ,
10 proxeR\Q
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Umluva

Abychom zde nemuseli fesit defini¢ni obory funkci, budeme od této chvile
uvazovat pouze funkce definované na R.

Ptiklady funkci a odpovidajicich mnozin Nf

o f(x) &0 = NF=9,

of(X)d_ef 1 proxeQ,
10 proxeR\Q
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Umluva

Abychom zde nemuseli fesit defini¢ni obory funkci, budeme od této chvile
uvazovat pouze funkce definované na R.

Ptiklady funkci a odpovidajicich mnozin Nf

o f(x) &0 = NF=9,

of(x)d:'Ef L proxeQ — Nf=R
0 proxeR\Q '

€ 1 Ka . v s v
e f(x) o K E (K C R je kone¢nad mnozina)
0 prox e R\K
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Umluva

Abychom zde nemuseli fesit defini¢ni obory funkci, budeme od této chvile
uvazovat pouze funkce definované na R.

Ptiklady funkci a odpovidajicich mnozin Nf

o f(x) &0 = NF=9,

1
of(x)d:ef{ prox € Q, = N =R,

0 proxeR\Q

of |1 €K, . . . -
o { it (K C R je kone¢nd mnozina) = Nf = K,

f —
° f) 0 prox e R\K
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Umluva

Abychom zde nemuseli fesit defini¢ni obory funkci, budeme od této chvile
uvazovat pouze funkce definované na R.

Ptiklady funkci a odpovidajicich mnozin Nf

o f(x) &0 = NF=9,

1
of(x)“:ef{ pro x € Q, — N =R

1

0 proxeR\Q

of |1 €K, . . . -
o { it (K C R je kone¢nd mnozina) = Nf = K,

f =
° f) 0 prox e R\K

o f(x)&772 — N =R\ K (K CR je kone&na mnoina),
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Umluva

Abychom zde nemuseli fesit defini¢ni obory funkci, budeme od této chvile
uvazovat pouze funkce definované na R.

Ptiklady funkci a odpovidajicich mnozin Nf
o f(x) Lo — N =4,

1
f(x)":ef{ pro x € Q, — N =R

1

0 proxeR\Q

ef |1 €K, . . o
e f(x) o SIS (K C R je kone¢nd mnozina) = Nf = K,
0 prox e R\K
o f(x)&772 — N =R\ K (K CR je kone&na mnoina),
o f(x) ©f977 — NF=1 (1 je interval (otevreny, uzavieny, polouzavieny)),
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Umluva

Abychom zde nemuseli fesit defini¢ni obory funkci, budeme od této chvile
uvazovat pouze funkce definované na R.

<
S
N
N
N
N
<

Ptiklady funkci a odpovidajicich mnozin Nf
o f(x) Lo — N =4,

1
f(x)":ef{ pro x € Q, — N =R

1

0 proxeR\Q

ef |1 K, . v v
e f(x) o pro x € (K C R je kone¢nd mnozina) = Nf = K,
0 prox e R\K
o f(x )d—8f777 = Nf=R\K (K CR je kone¢nd mnozina),
def

o f(x) =777 = Nf =1 (I jeinterval (otevieny, uzavieny, polouzavieny)),

o f(x )def 7?7 = Nf=S (S CR je spocetnd mnozina),
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Umluva

Abychom zde nemuseli fesit defini¢ni obory funkci, budeme od této chvile
uvazovat pouze funkce definované na R.

Ptiklady funkci a odpovidajicich mnozin Nf
o f(x) Lo — N =4,

1
f(x)":ef{ pro x € Q, — N =R

1

0 proxeR\Q

(K C R je kone¢nd mnozina) = Nf = K,

(7]
-
—
X
N—r
|

def |1 prox e K,
~]0 proxeR\K

=777 = Nf =R\ K (K CR je kone¢nd mnozina),

)
o f(x) ©f977 — NF=1 (1 je interval (otevreny, uzavieny, polouzavieny)),
)E7??7?7 = Nf =S (S CR je spocetnd mnozina),

)

=777 = Nf=R\S (S CR je spoetnd mnozina),
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Umluva

Abychom zde nemuseli fesit defini¢ni obory funkci, budeme od této chvile
uvazovat pouze funkce definované na R.

Ptiklady funkci a odpovidajicich mnozin Nf

o f(x) &0 = NF=9,

F(x) def {1 pro x € Q,

— NF=R

1

0 proxeR\Q

of |1 €K, . . . -
o { it (K C R je kone¢nd mnozina) = Nf = K,

0 prox e R\K

=777 = Nf =R\ K (K CR je kone¢nd mnozina),

)
o f(x) ©f977 — NF=1 (1 je interval (otevreny, uzavieny, polouzavieny)),
)E7??7?7 = Nf =S (S CR je spocetnd mnozina),

)

=777 = Nf=R\S (S CR je spoetnd mnozina),
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Otevrené a uzavrené mnoziny — pripomenuti

Petr Vodstr&il (VSB-TU Ostrava) Mnoziny bodil nespojitosti 16.03.2021



Otevrené a uzavrené mnoziny — pripomenuti

@ MnozZina M C R se nazyva otevrena, plati-li
(VxeM)(FSeR") : (x—86,x+35)C M.
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Otevrené a uzavrené mnoziny — pripomenuti

@ MnozZina M C R se nazyva otevrena, plati-li
(VxeM)(FSeR") : (x—86,x+35)C M.

@ MnozZina M C R se nazyvd uzavfend, pokud je R\ M otevfend mnoZina.
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Otevrené a uzavrené mnoziny — pripomenuti

Definice

@ MnozZina M C R se nazyva otevrena, plati-li
(VxeM)(FSeR") : (x—86,x+35)C M.

@ MnozZina M C R se nazyvd uzavfend, pokud je R\ M otevfend mnoZina.

| \

Pozorovani

Je-li M C R uzaviend mnozina a x € R\ M, pak existuje § € RT takové, ze

(x=d,x+0)NM=0.
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Otevrené a uzavrené mnoziny — pripomenuti

Definice

@ MnozZina M C R se nazyva otevrena, plati-li
(VxeM)(FSeR") : (x—86,x+35)C M.

@ MnozZina M C R se nazyvd uzavfend, pokud je R\ M otevfend mnoZina.

Pozorovani

| \

Je-li M C R uzavfend mnoZzina a x € R\ M, pak existuje ¢ € RT takové, ze

(x=d,x+0)NM=0.

| A

Vlastnosti otevienych a uzavrenych mnozin

@ Sjednoceni libovolného poctu otevienych mnozZin je oteviend mnozina.

y
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Otevrené a uzavrené mnoziny — pripomenuti

Definice

@ MnozZina M C R se nazyva otevrena, plati-li
(VxeM)(FSeR") : (x—86,x+35)C M.

@ MnozZina M C R se nazyvd uzavfend, pokud je R\ M otevfend mnoZina.

Pozorovani

Je-li M C R uzavfend mnoZzina a x € R\ M, pak existuje ¢ € RT takové, ze

(x=d,x+0)NM=0.

| A

Vlastnosti otevienych a uzavrenych mnozin
@ Sjednoceni libovolného poctu otevienych mnozZin je oteviend mnozina.

@ Prinik konecného poctu otevienych mnozin je oteviend mnozina.
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Otevrené a uzavrené mnoziny — pripomenuti

Definice

@ MnozZina M C R se nazyva otevrena, plati-li
(VxeM)(FSeR") : (x—86,x+35)C M.

@ MnozZina M C R se nazyvd uzavfend, pokud je R\ M otevfend mnoZina.

Pozorovani

Je-li M C R uzavfend mnoZzina a x € R\ M, pak existuje ¢ € RT takové, ze

(x=d,x+0)NM=0.

| A

Vlastnosti otevienych a uzavrenych mnozin
@ Sjednoceni libovolného poctu otevienych mnozZin je oteviend mnozina.
@ Prinik konecného poctu otevienych mnozin je oteviend mnozina.

@ Prinik libovolného poctu uzavienych mnozin je uzaviena mnozina.
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Otevrené a uzavrené mnoziny — pripomenuti

Definice

@ MnozZina M C R se nazyva otevrena, plati-li
(VxeM)(FSeR") : (x—86,x+35)C M.

@ MnozZina M C R se nazyvd uzavfend, pokud je R\ M otevfend mnoZina.

Pozorovani

Je-li M C R uzavfend mnoZzina a x € R\ M, pak existuje ¢ € RT takové, ze

(x=d,x+0)NM=0.

| A

Vlastnosti otevienych a uzavrenych mnozin
@ Sjednoceni libovolného poctu otevienych mnozZin je oteviend mnozina.
@ Prinik konecného poctu otevienych mnozin je oteviend mnozina.

@ Prinik libovolného poctu uzavienych mnozin je uzaviena mnozina.

@ Sjednoceni kone¢ného poctu uzavienych mnozin je uzavifend mnozina.
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Spojitost v bod& xp: (Ve € R*) (36 € R) (Vx € (x0 — 6, %0 + 9)) : |[f(x) — f(x0)| <
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Spojitost v bod& xp: (Ve € R*) (36 € RT) (Vx € (x0 — 6, x0 + 9)) : |[F(x) — f(x0)| < &

Funkce f : R — R je spojitd v bodé xo € R, pravé kdyz

(Ve e RT) (I € RY) (Vx,y € (xo — 6, %0 +0)) : |[f(x)—f(y)| <e
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Spojitost v bod& xp: (Ve € R*) (36 € RT) (Vx € (x0 — 6, x0 + 9)) : |[F(x) — f(x0)| < &

Funkce f : R — R je spojitd v bodé xo € R, pravé kdyz

(Ve e RT) (I € RY) (Vx,y € (xo — 6, %0 +0)) : |[f(x)—f(y)| <e
<
(Vn € N) (36 € R*) (¥, y € (x0 — 6,30+ 8)) : |F(x) — F()] < %
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Spojitost v bod& xp: (Ve € R*) (36 € RT) (Vx € (x0 — 6, x0 + 9)) : |[F(x) — f(x0)| < &

Véta
Funkce f : R — R je spojitd v bodé xo € R, pravé kdyz
(Ve e RT) (I € RY) (Vx,y € (xo — 6, %0 +0)) : |[f(x)—f(y)| <e
—
1
(VneN) (36 e RT) (Vx,y € (xo — &, %0 + 8)) : |[f(x) = f(y)] < =.

Definice a pozorovani

N
N
S
\

Necht f : R — R a n € N. Zavedeme-li mnozinu M{ C R podminkou

def

1
xo € Mf (36 e RY) (Vx,y € (x0 — 6,x0 + 6)) = |F(x) — f(y)] < -
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Spojitost v bod& xp: (Ve € R*) (36 € RT) (Vx € (x0 — 6, x0 + 9)) : |[F(x) — f(x0)| < &

Véta
Funkce f : R — R je spojitd v bodé xo € R, pravé kdyz
(Ve e RT) (I € RY) (Vx,y € (xo — 6, %0 +0)) : |[f(x)—f(y)| <e
—
1
(VneN) (36 e RT) (Vx,y € (xo — &, %0 + 8)) : |[f(x) = f(y)] < =.

Definice a pozorovani

N
N
S
\

Necht f : R — R a n € N. Zavedeme-li mnozinu M{ C R podminkou

def

1
xo € Mf (36 e RY) (Vx,y € (x0 — 6,x0 + 6)) = |F(x) — f(y)] < -

bude splnéna rovnost o~
s = (M.
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M ={x€eR: (36 €R")(Vx,y € (xo—&,x +0)) : |f(x)
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M ={x€eR: (36 €R")(Vx,y € (xo—&,x +0)) : |f(x)

Necht f : R — R a n € N. Pak je mnoZina M! otevrend.
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M ={x€eR: (36 €R")(Vx,y € (xo—&,x +0)) : |f(x)

Necht f : R — R a n € N. Pak je mnoZina M! otevrend.

Véta (snadny duisledek predchozi véty)
Necht f : R — R.
Pak S* je mnoZina typu Gs (spocetny priinik otevrenych mnoZin),
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M ={x€eR: (36 €R")(Vx,y € (xo—&,x +0)) : |f(x)

Necht f : R — R a n € N. Pak je mnoZina M! otevrend.

Véta (snadny duisledek predchozi véty)

Necht f : R — R.

Pak S* je mnoZina typu Gs (spocetny priinik otevienych mnoZin), a tedy
Nf =R\ ST je mnoZina typu F, (spocetné sjednoceni uzavienych mnozin).
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M} = {xo€eR: (36 eRY)(Vx,y € (xo0— & x +)) : |f(x)

Necht f : R — R a n € N. Pak je mnoZina M! otevrend.

Véta (snadny duisledek predchozi véty)

Necht f : R — R.

Pak S* je mnoZina typu Gs (spocetny priinik otevienych mnoZin), a tedy

Nf =R\ ST je mnoZina typu F, (spocetné sjednoceni uzavienych mnozin).

Velmi zajimavé je, ze predchozi vétu Ize obratit.
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Mf = {xo€eR: (36 eRY)(Vx,y € (xo0— & x +)) : |f(x)

Necht f : R — R a n € N. Pak je mnoZina M! otevrend.

Véta (snadny dusledek predchozi véty)
Necht f : R — R.

Pak S* je mnoZina typu Gs (spocetny priinik otevienych mnoZin), a tedy

Nf =R\ ST je mnoZina typu F, (spocetné sjednoceni uzavienych mnozin).

A\

Velmi zajimavé je, ze predchozi vétu Ize obratit.

Presnéji receno, plati nasledujici véta.

Véta
Necht F C R je mnoZina typu F,. Pak existuje funkce f : R — R definovana na
R takovd, e Nf = F.

| A
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Diikaz.

Vzhledem k predpokladu Ize mnozinu F psat ve tvaru

(o]
F=|)F
n=1

kde mnoziny F, jsou uzavrené.
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Diikaz.

Vzhledem k predpokladu Ize mnozinu F psat ve tvaru

(o]
F=|)F
n=1

kde mnoziny F, jsou uzavrené.

Pro kazdé x € F poloZzme

n(x) dZ(Efmin{nEN: x € Fp}
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Diikaz.

Vzhledem k predpokladu Ize mnozinu F psat ve tvaru

(o]
F=|)F
n=1

kde mnoziny F, jsou uzavrené.

Pro kazdé x € F poloZzme
def .
n(x) =min{neN: x € F,}

a definujme funkci f predpisem

n(lx) prox € FNQ,
f(x)E 4~k proxeF\Q,
0 pro x € R\ F.
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Diikaz.

Vzhledem k predpokladu Ize mnozinu F psat ve tvaru

o
F=|)F
n=1

kde mnoziny F, jsou uzavrené.

Pro kazdé x € F poloZzme
def .
n(x) =min{neN: x € F,}
a definujme funkci f predpisem

ﬁ prox € FNQ,

f(x)E 4~k proxeF\Q,

0 pro x € R\ F.

Neni obtiZné si rozmyslet, e pro funkci f plati Nf = F.

Petr Vodstr&il (VSB-TU Ostrava) Mnoziny bodil nespojitosti 16.03.2021
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Pro kazdé n € N definujme mnoZinu
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Pro kaZdé n € N definujme mnoZinu (rozmyslete si, pro¢ je uzavfend)
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Pro kaZdé n € N definujme mnoZinu (rozmyslete si, pro¢ je uzavfend)
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Priklad

Pro kaZdé n € N definujme mnoZinu (rozmyslete si, pro¢ je uzavfend)

Otdzka

Jaka funkce vznikne, aplikujeme-li nyni vySe uvedenou obecnou konstrukci?
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Priklad

Pro kaZdé n € N definujme mnoZinu (rozmyslete si, pro¢ je uzavfend)

k 1 -12 -2 >
Fn"éf{:kez}z{o,,,,,...} = F=|JR=0
n

Otdzka

Jaka funkce vznikne, aplikujeme-li nyni vySe uvedenou obecnou konstrukci?

Odpovéd

1 proxeQ, x=% (keZ neN, nsd(k,n)=1),
f(x) = 0

pro x e R\ Q.
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Priklad

Pro kaZdé n € N definujme mnoZinu (rozmyslete si, pro¢ je uzavfend)

Fnd:ef{k: I R )
n

Otdzka

Jaka funkce vznikne, aplikujeme-li nyni vySe uvedenou obecnou konstrukci?

Odpovéd

n

% pox €Q, x=% (keZ, neN, nsd(k,n) = 1),
f(x) =

0 proxeR\Q.

f je tzv. Riemannova funkce. Pro tuto funkci plati N = Q, coz znamend, Ze je
spojitd ve vsech iraciondlnich bodech a nespojita ve vech bodech racionalnich.
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Priklad

Pro kaZdé n € N definujme mnoZinu (rozmyslete si, pro¢ je uzavfend)

k 1 -12 -2 >
Fn"éf{:kez}z{o,,,,,...} = F=|JR=0
n

Otdzka

Jaka funkce vznikne, aplikujeme-li nyni vySe uvedenou obecnou konstrukci?

Odpovéd

n

1 proxeQ, x=% (keZ neN, nsd(k,n)=1),
f(x) =

0 proxeR\Q.

f je tzv. Riemannova funkce. Pro tuto funkci plati N = Q, coz znamend, Ze je
spojitd ve vsech iraciondlnich bodech a nespojita ve vech bodech racionalnich.
1.0
0.7
0.4

01 aAAd 40 A z‘.x“'..'.\ h dad 1_:‘.\;.;‘1.’;.‘:' i i, i s, ¥ A'..:;‘l.‘.x Ak ‘"%_‘
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Které mnoziny (ne) jsou typu F,?
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Které mnoziny (ne) jsou typu F,?

Kazda uzaviend mnozina F C R je typu F,,
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Které mnoziny (ne) jsou typu F,?

Kazda uzaviend mnozina F C R je typu F,, nebot

o0
F=JF.
n=1
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Které mnoziny (ne) jsou typu F,?

Kazda uzaviend mnozina F C R je typu F,, nebot

o0
F=JF.
n=1

Kazda nejvyse spocetnd mnozina S = {s1,5,s3,...} C R je typu F,,
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Které mnoziny (ne) jsou typu F,?

Kazda uzaviend mnozina F C R je typu F,, nebot

o0
F=JF.
n=1

Kazda nejvyse spocetnd mnozina S = {s1, 5, s3,...} C R je typu F,, protoze

o0
S= U{s,,} (jednoprvkové mnoZiny jsou uzaviené).
n=1
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Které mnoziny (ne) jsou typu F,?

Kazda uzaviend mnozina F C R je typu F,, nebot

o0
F=JF.
n=1

Kazda nejvyse spocetnd mnozina S = {s1, 5, s3,...} C R je typu F,, protoze

o0
S= U{s,,} (jednoprvkové mnoZiny jsou uzaviené).
n=1

Kazdy interval (jakéhokoliv typu) je mnoZina typu F,.
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Které mnoziny (ne) jsou typu F,?

Kazda uzaviend mnozina F C R je typu F,, nebot

o0
F=JF.
n=1

Kazda nejvyse spocetnd mnozina S = {s1, 5, s3,...} C R je typu F,, protoze

o0
S= U{s,,} (jednoprvkové mnoZiny jsou uzaviené).
n=1

Kazdy interval (jakéhokoliv typu) je mnozina typu F,. Napriklad

o

(a,b)=|J(a,bn)  (—00<a<b,<b, by~ b).

n=1
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Které mnoziny (ne) jsou typu F,?

Kazda uzaviend mnozina F C R je typu F,, nebot

o0
F=JF.
n=1

Kazda nejvyse spocetnd mnozina S = {s1, 5, s3,...} C R je typu F,, protoze

o0
S= U{s,,} (jednoprvkové mnoZiny jsou uzaviené).
n=1

Kazdy interval (jakéhokoliv typu) je mnozina typu F,. Napriklad

(a,b)=|J(a,bn)  (—00<a<b,<b, by~ b).

n=1

Kazda otevrend mnozina G C R je typu F,.
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Které mnoziny (ne) jsou typu F,?

Kazda uzaviend mnozina F C R je typu F,, nebot

o0
F=JF.
n=1

Kazda nejvyse spocetnd mnozina S = {s1, 5, s3,...} C R je typu F,, protoze

o0
S= U{s,,} (jednoprvkové mnoZiny jsou uzaviené).
n=1

Kazdy interval (jakéhokoliv typu) je mnozina typu F,. Napriklad

(a,b)=|J(a,bn)  (—00<a<b,<b, by~ b).

n=1

Kazda otevrend mnozina G C R je typu F,.

Umime dat priklad mnoziny, kterad by nebyla typu F,?
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Mnozina R \ Q neni typu F,.
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Mnozina R \ Q neni typu F,.

o0
Predpoklddejme sporem, ze R\ Q = |J F, a v8echny mnoZiny F, jsou uzavfené.
n=1
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Mnozina R \ Q neni typu F,.

Dikaz.
o0

Predpoklddejme sporem, ze R\ Q = |J F, a v8echny mnoZiny F, jsou uzavfené.
n=1

Protoze je mnozina raciondlnich Cisel spocetnd, existuje (prosta) posloupnost
{qn}52, takovd, ze {g,: n€ N} = Q.
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MnoZina R \ Q neni typu F,.

Dikaz.

o0
Predpoklddejme sporem, ze R\ Q = |J F, a v8echny mnoZiny F, jsou uzavfené.
n=1

Protoze je mnozina raciondlnich Cisel spocetnd, existuje (prosta) posloupnost
{qn}52, takovd, ze {g,: n€ N} = Q.
Proto plati

R:(R\Q)U@: G(Fnu{qn})'

n=1
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MnoZina R \ Q neni typu F,.

Dikaz.

o0
Predpoklddejme sporem, ze R\ Q = |J F, a v8echny mnoZiny F, jsou uzavfené.
n=1

Protoze je mnozina raciondlnich Cisel spocetnd, existuje (prosta) posloupnost
{qn}52, takovd, ze {g,: n€ N} = Q.
Proto plati

R:(R\Q)U@: G(Fnu{qn})'

n=1

Oznadime-li (uzavienou!) mnozinu F, U {g,} jako F,, dostaneme

e ~
R=|]Fn
n=1

Petr Vodstr&il (VSB-TU Ostrava) Mnoziny bodil nespojitosti 16.03. 2021



MnoZina R \ Q neni typu F,.

Dikaz.

o0
Predpoklddejme sporem, ze R\ Q = |J F, a v8echny mnoZiny F, jsou uzavfené.
n=1

Protoze je mnozina raciondlnich Cisel spocetnd, existuje (prosta) posloupnost
{qn}52, takovd, ze {g,: n€ N} = Q.

Proto plati

R:(R\Q)U@: G(Fnu{qn})'

n=1

Oznadime-li (uzavienou!) mnozinu F, U {g,} jako F,, dostaneme
o0 ~
R=|]Fn
n=1

Uvédomme si, Ze kazdd mnozina F, obsahuje pravé jedno racionalni ¢islo g,.
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Nyni si rozmysleme, Ze existuje posloupnost {/,}°2, omezenych uzavienych
intervalll takovych, ze

e hD>DhD>hkD... (intervaly jsou do sebe vnorené),
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Nyni si rozmysleme, Ze existuje posloupnost {/,}°2, omezenych uzavienych
intervalll takovych, ze

e hD>DhD>hkD... (intervaly jsou do sebe vnorené),

° (VneN):/,,ﬁ/?,,z(Z).
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Nyni si rozmysleme, Ze existuje posloupnost {/,}°2, omezenych uzavienych
intervalli takovych, Ze

e hD>DhD>hkD... (intervaly jsou do sebe vnorené),

° (VnEN):I,,ﬁF = 0.

o0
Ze zdkladniho kurzu analyzy vime, ze existuje xp € R takové, ze xg € () /.
n=1
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Nyni si rozmysleme, Ze existuje posloupnost {/,}°2, omezenych uzavienych
intervalli takovych, Ze

e hD>DhD>hkD... (intervaly jsou do sebe vnorené),

° (VnEN):I,,ﬁF,,:U).

o0
Ze zdkladniho kurzu analyzy vime, ze existuje xp € R takové, ze xg € () /.
n=1

oo o —
ProtoZze |J F, =R, existuje ng € N takové, Ze xg € Fy,.
n=1
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Nyni si rozmysleme, Ze existuje posloupnost {/,}°2, omezenych uzavienych
intervalli takovych, Ze

e hD>DhD>hkD... (intervaly jsou do sebe vnorené),
° (VnEN) : InﬁFn:U).

o0
Ze zdkladniho kurzu analyzy vime, ze existuje xp € R takové, ze xg € () /.
n=1

oo o —
ProtoZze |J F, =R, existuje ng € N takové, Ze xg € Fy,.
n=1

Ale to je spor s podminkou /,, N Eno = 0. O
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Nyni si rozmysleme, Ze existuje posloupnost {/,}°2, omezenych uzavienych
intervalli takovych, Ze

e hD>DhD>hkD... (intervaly jsou do sebe vnorené),

° (VnEN):I,,ﬁF,,:U).

o0
Ze zdkladniho kurzu analyzy vime, ze existuje xp € R takové, ze xg € () /.
n=1

oo o —
ProtoZze |J F, =R, existuje ng € N takové, Ze xg € Fy,.
n=1

Ale to je spor s podminkou /,, N Eno = 0. O

Dusledek

Neexistuje funkce f : R — R, kterd by byla ve vsech raciondlnich bodech spojita
a ve vsech iracionalnich bodech nespojitd.

| A
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Najdéte (existuje-li) funkci f : R — R, pro kterou plati

N = {x € R: x ma ukonéeny desetinny rozvoj}.
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7 7

Domaci ukol

Najdéte (existuje-li) funkci f : R — R, pro kterou plati

N = {x € R: x ma ukonéeny desetinny rozvoj}.

Takova funkce by napf. v bodech g =2,66666... nebo m = 3,14159... byla
spojitd, zatimco napr. v bodech % = 0,8 nebo 1—81 = 1,375 by spojita nebyla.
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Je-li funkce f : R — R monotdnni na R, pak je mnoZina N nejvyse spocetnd.
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Je-li funkce f : R — R monotdnni na R, pak je mnoZina N nejvyse spocetnd.

Pro kazdou nejvyse spocetnou mnoZinu S C R existuje funkce f : R — R, ktera je
monotdnni na R a plati pro ni Nf = S.
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Je-li funkce f : R — R monotdnni na R, pak je mnoZina Nf nejvyse spocetna.

Véta
Pro kazdou nejvyse spocetnou mnoZinu S C R existuje funkce f : R — R, ktera je
monotdnni na R a plati pro ni Nf = S.

Dikaz.

Je-li S =0, je tvrzeni trividlni.
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Je-li funkce f : R — R monotdnni na R, pak je mnoZina Nf nejvyse spocetna.

Véta
Pro kazdou nejvyse spocetnou mnoZinu S C R existuje funkce f : R — R, ktera je
monotdnni na R a plati pro ni Nf = S.

Dikaz.
Je-li S =0, je tvrzeni trividlni. Pfedpoklddejme tedy, Ze S je neprdzdnd a nejvyse
spocetna.
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Je-li funkce f : R — R monotdnni na R, pak je mnoZina Nf nejvyse spocetna.

Véta
Pro kazdou nejvyse spocetnou mnoZinu S C R existuje funkce f : R — R, ktera je
monotdnni na R a plati pro ni Nf = S.

Diikaz.
Je-li S =0, je tvrzeni trividlni. Pfedpoklddejme tedy, Ze S je neprdzdnd a nejvyse
spoletna. To znamend, Ze existuje posloupnost {s,}5°; (ne nutné prostd) takova,
ze {sp: neN} =S.
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Je-li funkce f : R — R monotdnni na R, pak je mnoZina Nf nejvyse spocetna.

Véta
Pro kazdou nejvyse spocetnou mnoZinu S C R existuje funkce f : R — R, ktera je
monotdnni na R a plati pro ni Nf = S.

Dikaz.
Je-li S =0, je tvrzeni trividlni. Pfedpoklddejme tedy, Ze S je neprdzdnd a nejvyse
spoletna. To znamend, Ze existuje posloupnost {s,}5°; (ne nutné prostd) takova,
7e {s,: n € N} = S. Pro kazdé x € R nejprve definujme mnoZinu

MXd:Ef{nEN:s,,SX}
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Je-li funkce f : R — R monotdnni na R, pak je mnoZina Nf nejvyse spocetna.

Véta
Pro kazdou nejvyse spocetnou mnoZinu S C R existuje funkce f : R — R, ktera je
monotdnni na R a plati pro ni Nf = S.

Dikaz.
Je-li S =0, je tvrzeni trividlni. Pfedpoklddejme tedy, Ze S je neprdzdnd a nejvyse
spoletna. To znamend, Ze existuje posloupnost {s,}5°; (ne nutné prostd) takova,
7e {s,: n € N} = S. Pro kazdé x € R nejprve definujme mnoZinu

MXd:Ef{nEN:s,,SX}

a poté definujme funkci f : R — R predpisem

OIS

ne M,
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Je-li funkce f : R — R monotdnni na R, pak je mnoZina Nf nejvyse spocetna.

Véta
Pro kazdou nejvyse spocetnou mnoZinu S C R existuje funkce f : R — R, ktera je
monotdnni na R a plati pro ni Nf = S.

Dikaz.

Je-li S =0, je tvrzeni trividlni. Pfedpoklddejme tedy, Ze S je neprdzdnd a nejvyse
spoletna. To znamend, Ze existuje posloupnost {s,}5°; (ne nutné prostd) takova,
7e {s,: n € N} = S. Pro kazdé x € R nejprve definujme mnoZinu

MXd:Ef{nEN:s,,SX}

a poté definujme funkci f : R — R predpisem

OIS

ne M,

o které Ize ukazat, Ze ma pozadované vlastnosti. O
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def

Dalsi vlastnosti funkce  f(x)
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Dalsi vlastnosti funkce  f(x) < > 4

nE My

maci Gkol

Rozmyslete si a pokuste se dokazat nasledujici vlastnosti funkce f:

o f je neklesajici na R — jasné
rozmyslete si, jak by musela vypadat mnozina S, aby funkce f byla rostouci,
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o , def
Dal§f vlastnosti funkce f(x) = Y &
neMy

Domadci tkol

Rozmyslete si a pokuste se dokazat nasledujici vlastnosti funkce f:

o f je neklesajici na R — jasné
rozmyslete si, jak by musela vypadat mnozina S, aby funkce f byla rostouci,

o (Vxo €R): (x) =f(x) (f je zprava spojitd v kazdém bodg),

lim f
X—Xo+
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o , def
Dal§f vlastnosti funkce f(x) = Y &
neMy

Domadci tkol

Rozmyslete si a pokuste se dokazat nasledujici vlastnosti funkce f:

o f je neklesajici na R — jasné
rozmyslete si, jak by musela vypadat mnozina S, aby funkce f byla rostouci,

o (Vxo €R): (x) =f(x) (f je zprava spojitd v kazdém bodg),

lim f
X—Xo+

° X_I!TOO f(x) =0,
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o , def
Dal§f vlastnosti funkce f(x) = Y &
neMy

Domadci tkol

Rozmyslete si a pokuste se dokazat nasledujici vlastnosti funkce f:

o f je neklesajici na R — jasné
rozmyslete si, jak by musela vypadat mnozina S, aby funkce f byla rostouci,

o (Vxo €R): (x) =f(x) (f je zprava spojitd v kazdém bodg),

lim f
X—Xo+
° X_IerOO f(x) =0,

o lim f(x)=1.

X—>—+00
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ﬁ E. CecH: Bodové mnoZiny, Jednota ceskoslovenskych matematikii a fyziki,
Praha, 1936.

(http://www.dml.cz/manakin/handle/10338.dmlcz/400435)

ﬁ J. LUKES A KOLEKTIV: Problémy z matematické analyzy, Univerzita
Karlova, Praha, 1982.
(http://matematika.cuni.cz/dl/lukes/problemy.pdf)
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Dékuji za pozornost!

Petr Vodstr&il (VSB-TU Ostrava) Mnoziny bodii nespojitosti 16.03.2021 16 / 16



