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Citat (varovny)

Dvadsat mindt, a ni¢ som sa nedozvedel . ..

(komentar k videozaznamu prednasky)

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Nekolik poznamek o scitani



Kontroversni zacatek aneb zacatek kontorverse

Zenon z Eleje (490 BC-430 BC)
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Podivuhodné tvrzeni

Zenon: Veskery pohyb je pouhou ilusi.
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Jak z toho ven - navrhy moudrych

Diogenés ze Sinpé: nerekl nic a vydal se na vychazku;
Aristotelés: ¢as neni sledem nedélitelnych okamziki;
Archimédés: metoda vyCerpavani a geometricka rada;
Tomas Akvinsky. véc je v pohybu v Case, ale nikoli v kazdém
okamziku;

(]

Henri Bergson: draha je délitelna, ale pohyb nikoli;
@ Hermann Weyl: prostor neni diskrétni (dlazdickovy argument);

@ Bertrand Russell: pohyb je jen zména polohy v ¢ase, pohyb v
okamziku neexistuje;

o Nick Huggett: chyba je v tom, ze Zenon predpoklada uzavér;

@ Peter Lynds: polohu pohybujiciho se télesa nelze presné urcit.
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Jak z toho ven jesté jednou - tentokrat matematicky

@ Otéazka: Muazeme si dovolit secist nekonecné mnoho objektii?
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Zenon podruhé: Achilles a Zelva

Zavod na 100m, zelva ma 10m naskok, Achilles bézi desetkrat
rychleji. Naskok zelvy:

1 1 1

10’ 1’ E, m, ﬁ’ ...

Posud me vypocet

1 1 1
5—10+1+E+m+w...
1 1 1
1 =1 1 1+ —4+—+—...
0S 00 + 10 + +10+100+1000

Tedy 10S — S = 100, takze S = 11% metru.

Je-li vypocet legalni, pak Achilles zelvu dozene, a vime, kde.
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Kontroverse podruhé

Guido Grandi (1671-1742)
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1703 G. Grandi posila G.W. Leibnizovi k posouzeni vyraz

1-1+1-14+1-1...,

pricemz dochazi k zavéru, ze soucet je roven %

Odiivodnéni: dva bratfi a drahokam.

Pozorovani: castecné soucty: 1,0,1,0,1,0,1,0,....
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Co na to velikan

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
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Pozoruhodny vzorec

1711 Leibniz souhlasi. Odtvodnéni: vzorec

1
1—|—x+x2+x3+x4+-~:17 pro kazdé x # 1.
— X
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Pokus o matematické ospravedInéni Grandiho vysledku

Polozme
S=1-1+1-1+1-1...
Potom
—-S=-14+1-1+1-1+1...,
tedy

1
$=1-§ = 5—5.
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Tak snadné to nebude

Scitani by ale mélo byt asociativni.

(2+3)-8=2+(3-8).

Avsak
S=1-1)+(1-1)+(1-1)---=0,
pripadné
S=1-(1-1)—-(1-1)-(1-1)---=1.
Otazky:

o Ktera z hodnot S = %,0, 1 je ta prava?

@ Proc jsme na podobné potize nenarazili u Achilla?

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Nekolik poznamek o scitani



S¢itani nekone¢né mnoha vyrazi

David Bressoud: Infinite summation je oxymoron.
Infinite znamena konce nemajici.

Summation znamena dosahnout uzavéru, dosahnout nejvyssiho
bodu, . ..(srovnej summit apod.).

Jak ale uzavrit proces, ktery neméa konec?

Samotny vyraz je Cervenou vlajkou.

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Nekolik poznamek o scitani



Nekone¢na fada

Je bezpecnéjsi mluvit o nekonecné rade.

PFi s¢itani nekonecné mnoha vyrazi tedy sice pouzivame stejné
symboly +, Y, ale mame na paméti, ze si mame davat bacha.
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Inspirativni starovék

Starovéci Rekové se vyhybali nebezpeénym konstrukcim.

Etalonem nebezpeénych konstrukci jsou nekonecné rady.
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Co na to dalsi velikan

Eudoxos z Knidu (408 BC — 355 BC)
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A jesté jeden

Archimédés ze Syrakus (287 BC — 212 BC)
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Archimédovské chapani

Archimédés: kvadratura paraboly.
Eudoxus: metoda vycerpavani.

E.J. Dijksterhuis (1892-1965): Metoda vycerpavani je nejhorsi
nazev na svété, nebot plochu nelze vycerpat.
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Archimédes a plocha

= | 1

FIGURE 2.1. Archimedes’ triangulation of a parabolic region.
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Archimédovo vycerpani

@ Prvni trojahelnik ma plochu 1.
o Kazda generace ma ¢tvrt plochy té predchozi.
o Castecné soucty:
1 1 1 1 1 1

L1+, Lt g+ It g+ e+ op

@ V n-té generaci mame
1 1 4 1

1 L I S
*3 +16+ e T3 3

Dnesni pristup:

=1 4
2m 1173

Presné to Archimédés neudélal.

W \

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Nekolik poznamek o scitani



Archimédav pfristup

Oznaéme K obsah oblasti vymezené obloukem.

Predpokladejme, ze K > %. Pak vepiseme do paraboly dost
trojahelnikd, aby jejich obsah presahl %. Spor s (77).

Nyni predpokladejme, ze K < %. Pak nalezneme n takové, ze
% — ﬁ > K. Spor s tim, ze obsah noblasti epresdhne obsah

vepsanych trojahelnika.
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Nad&asova metoda

Archimédovu metodu (uhodnu vysledek a dokazu konecnymi
aproximacemi, ze to musi byt on) prevzali Cauchy a spol v 19.
stoleti pro scitani nekonecnych rad funkci.

Vychazi z ni i soucasna definice souctu nekonecné rady.
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Geometricka rada

Ve 14. stoleti scitali Richard Swineshead (kolem 1350) a Nicole
Oresme (1323-1382) nekonecné rady souvisejici s popisem pohybu.

Navazali na Archiméda a objevili fadu
(pro jaka x7)

14 x+x24+x3 4. = ——
1—x

Priklady:
3 39 27 1-3 2
SRS DU S O S SR
2 2 4 8 1-(-3) 3

1

1424448416 = 7= =17
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Nutnost domluvy

Zavér: musime se domluvit, co myslime nekone¢nym souctem.

Muazeme napfriklad axiomatizovat vzorec:

1
1+X—|—X2+X3+"':m pro kazdé x # 1.

Pokud to provedeme, jsme v dobré spolecnosti.

Tuto definici prijal (mimo jiné) Leonhard Euler.
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Velikan 18. stoleti

Leonhard Euler (1707 — 1783)
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Ivor Grattan-Guiness (1941-2014)
Convolutions in French Mathematics 1800-1840
Moderni pohled na kavalirsky pristup matematiki 18. stoleti k

nekoneénym sumam vzbuzuje dojem, Ze tito nebozi muzové
odkladali své mozky jsouce s nimi konfrontovani.
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Eulertiv pristup

Euler (1760)

O divergentnich radach

1
1-1+1-1+1-1+.-- =2

@ tuto sumu urcil Leibniz, mnozi nesouhlasi

@ porozumét otazce znamena domluvit se na tom, co je to soucet
@ je povoleno tuto sumu ve vypoctech nahradit jejim souctem

@ idea priblizovani pro divergentni fady nefunguje.

Definition

Ma-li suma cilovou hodnotu v Archimédové smyslu, pak fikame, ze
je konvergentni.
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Opatrnosti neni nikdy dost

Pro jakoukoli nekonecnou sumaci musime definovat, co myslime
souctem.

Jak se ukazalo, Euleriiv pfistup pfinasi vice potizi nez uzitku.

Matematikové by museli pfifadit divergentnim sumam urcité
hodnoty souctii.

To jde jen do jisté miry a s velkou opatrnosti.
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Posel $patnych zprav

Daniel Bernoulli (1700 — 1782)
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Bernoulliova vytka

Daniel Bernoulli upozornil na nasledujici nesrovnalost:

1
1—X+X2—X3+X4:7,
1+x
1-x4+xX—x* +x0 =1 -x)1+x3+x°+...)
1—x 1

1—-x3 14+x+x2

Dosadime-li x = 1, dostaneme riizné vysledky vpravo a stejné vlevo.
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Velikan 19. stoleti

Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857)
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Cauchyiiv pfistup

Augustin Louis Cauchy (1821)
Cours d’analyse de I’Ecole Royale Polytechnique
Jedno z hlavnich témat: nekonecné rady.

V Gvodu vyzdvihuje geometrickou intuici a varuje pred
algebraickymi technikami.
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Priklad algebraické techniky

1=1-x4+x—-xX>+x>—-x3+x3+...
=(1—x)+x(1-x)+x*(1—x)+...

a tedy
1

—— =14x+x2+x3+...

1—x
Cauchy:

1=1—-x+x—x>4+x>=x3+x3 . —=x"+x"
=(1-x)+x(1=x)+x*(1=x)+--—x"(1 - x) +x",
a tedy
1 x"

=1+4+x+x2+x34+---+x".

1—x 1—x
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Kdy lze aproximovat?

Cauchy navazuje na Archiméda.

Vidime, o kolik se ¢astecny soucet geometrické rady lisi od cilové
hodnoty.

Cilovou hodnotou bude ﬁ pravé tehdy, kdyz lze ucinit vyraz 2~

1—x
libovolné malym.

To jest pravé tehdy, kdyz —1 < x < 1.
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Cauchyiiv vysledek

1
1+x+x2—|—x3—|—---:fx pokud |x| < 1.

Odhalili jsme zajimavy jev nemajici obdoby pro konecné identity.

1
14+ x= 1 plati pro kazdé x # 1.
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Pocitani s oo

Kolem stfedovéku se objevuje nutnost pocitat s oco.

Odmeéna: poklady, které si Archimédés nedoved| ani predstavit.
Nebezpeci: (vidéli jsme).

Idea: jista mira zanedbavani nebezpedi se vyplati.

Genialita pionyri: vycitili, co si mohou dovolit.

To, ze intuice nestaci, se plné projevilo v roce 1807.

Potreba hlubsiho porozumeéni tomu, co je legitimni.
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Vypocty 7

Revoluce konce 17. stoleti: pocitejme s nekone¢nem, jako by to
byla kone¢né hodnota.

Jedna z hlavnich motivaci: vzorec pro vypocet 7.

Nikalantha (1450-1550), James Gregory (1638-1675):

1+1
79
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Wallistiv soucin

John Wallis (1616-1703):

Metoda: studium integralu fol(l — t%)th.
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Newtonova formule

Isaac Newton si v roce 1665 precetl Arithmetica infinitorum Johna
Wallise.

Zobecnil a zaroven zjednodusil jeho integral:

/ (1 — t2)%t = x
0
X 1
/ (1—t2)tdt = x — =x3
0 3
/X(l — t?)2dt = x — gx3 + 1x5
0

3 5
x 3 3 1
1—t2)Bdt=x——x®+=x>—=xT
/0( ) X = 3X +5x =X
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Newtonova binomicka formule

Newton pochopil, Ze problém tkvi v otazce, zda Ize rozepsat
(1+x)2 ve tvaru polynomu (a pak integrovat).

Lze to provést i pro m liché?

Newton experimentoval a zjistil toto:

Pro kazda a € R a |x| < 1 plati

(3-1) o, aa-1) 5 aa—1(a=2) 5

(14+x)? = 1+ax+? X 4

2! 2! 3!
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Aplikace na 7

Odtud snadno vyvodime
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Porovnani vzorcii

FIGURE 2.4. The area under y = v/x — %2 from 0 to 1/4.

1
area = [o* vx — x?dx

_ V3
area = 7o — %

Zasadni otazka: miizeme prohodit nekone¢nou sumu a integraci?
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Nazravani revoluce

V 17. a 18. stoleti matematikové intuitivné chapali, Ze mezi
s¢itanim nekoneéné mnoha velié¢in a séitanim velkého koneéného
mnozstvi veli€in je zasadni rozdil.

Kolem roku 1800 prestavaly intuitivni predstavy stacit.
Nastal hlad po presnych definicich.
Jasnym prikladem byly podivuhodné Fourierovy rady.

Matematikové se vratili k Archimédovu modelu pfistupu k
nekoneénym procesiim.

Archimédés zdanlivé vynaklada spoustu nadbyteéného asili k tomu,
aby se vyhnul nekone¢né sumaci.

Zacalo se ukazovat, ze k tomu je dobry davod.
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Dalsi podivuhodné vlastnosti s¢itani

Konecné soucty jsou komutativni.

2+3-8=2-8+3=-8+2+3.

Porovnejme vsak nekonecné soucty

1 1+1 1+
2 3 4

1+1 1+1—|—1 1+
3 2 5 7 4 7
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Castecné soucty prerovnané fady

1
094
03
07
0.64
054
10 20 30 a0 50

FIGURE 2.2. Plot of partial sums up to fifty terms of 1

10 20 30 0
FIGURE 2.3. Plot of partial sums of I + } — § i+
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Mocninné rady

Mocninné fady tvaru
ao+alx+32x2+...
se staly zakladnim nastrojem kalkulu koncem 17. stoleti.
Hodily se zejména pro aproximace.
Byly nezbytné pro reseni diferencialnich rovnic.

Uvnitf intervalu konvergence se s nimi da délat témér cokoli, jako
by to byly polynomy.

Eulerova kniha Introductio in analysin infinitorium (1748) je
ucebnici rad.

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Nekolik poznamek o scitani



Vibrace kruhové membrany

Priklad (Euler 1759):

d?u  ldu , B2
-4, =5 _F -0
dr2+rdr+<a )u ’

kde
@ u je vertikalni vychylka
@ r je vzdalenost od stredu

@ «, 3 jsou materialové konstanty.

Explicitni vzorec pro feSeni neexistuje. Ale ma-li FeSeni tvar
mocninné fady

u=r -+ alr’\‘*'1 aF agr)‘Jr2 AF oo

*

pak lze ziskat vzorce pro A a ai, as, . ...
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Mocninné rady

Mocninné fady byly vsude.

Kdykoli se hledala representace funkce mocninnou fadou, byla vzdy
nalezena.

Nékdy bez omezeni (sin, cos, exp), jindy s omezenim na oblast
proménné (arctg x, log(1 + x) apod.).
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Historie mocninnych fad

1671 James Gregory pise Johnu Collinsovi a udava Sest ¢lend rad
pro tg, arctg, sec, logsec, sec™*(v/2x), log(tg(%3 + ) a
2arctg(tgh 3).

S Fadami pracovali vsichni, napriklad
@ Isaac Newton (1687, Principia),
e Johann Bernoulli (1694, Acta Eruditorum),
o Gottfried Leibniz (1694, dopis Bernoullimu),
@ Abraham de Moivre (1708, dopis Bernoullimu).

Jméno ale dostaly po Brooku Taylorovi (1685-1731), ktery je prvné
vydal tiskem (1715).
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Pocatky novodobé kontroverse

Jean Le Rond (1717-1783)
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Jean Le Rond

Dostal jméno podle kostela Saint Jean Le Rond v Parizi.
Pozdéji pFipojil d’Alembert et de la Chapelle.

Nebyl jedingm matematikem, ktery si vymyslel své vlastni pfijmeni
(James Joseph Sylvester).
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d'Alembert a s&itani

V roce 1768 d'Alembert vydal clanek, v némz se vénuje Newtonové
binomocké radé. Pta se, kdy plati

200 1200 1(3-1) /200)?
142 —qyp 2224 282 /(2
Ti0 = " T2100 T 2 <199>

Jesté kolem 101. Elenu se rada chova slusné.

e n=100: 1.416223987,
e n=101: 1.415756552,
@ spravny vysledek: 1.41598098

Od 300. clenu dal se soucet zacne vzdalovat od spravného vysledku
a chyba roste nade vsechny meze.
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Aproximace divergentni radou

Table 2.1. Binomial series approximations to

/T+200/199.

L n ’ sum of first #n terms | sum of first n + 1 terms
100 1.416223987 1.415756552
200 1.416125419 1.415853117
300 1.416111363 1.415866832
400 1.416120069 1.415857961
500 1.416143716 1.415834169
600 1.416183194 1.415794514
700 1.416243295 1.415734170
800 1.416332488 1.415644629
900 1.416464086 1.415512518

1000 1.416658495 1.415317346
1500 1.420454325 1.411505919
2000 1.451536959 1.380289393
2500 1.727776909 1.102822490
3000 4.323452545 —1.504623925
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Srovnani s geometrickou fadou

d’'Alembert srovnal tuto fadu s geometrickou fadou.

Porovnani koeficienti:

(L—1)...(A —=n+2) /200\"*
" (-1 (199)

d'Alembert zjistil, ze

dn+1
dn

(1 3) 20
- 2n ) 199°

Tento podil je vsak vétsi nez 1 pravé pro n > 300.
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Odhad zbytku

Giuseppe Lodovico de la Grangia (1736-1813)
Luigi de la Grange Tournier

Joseph Louis Lagrange
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Lagrange a jeho zbytek

Narozen v Turiné 1736,

dopisoval si asto s Eulerem a d'Alembertem,

1766 vystridal Eulera na Berlinské akademii,

1787 se premistil do Parize,

1808 byl dominantnim ¢lenem komise posuzujici skandalni rukopis.

1813 Théorie des fonctions analytiques - odhad zbytku pfi
aproximaci funkce Taylorovym polynomem
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Lagrangetv zbytek (1813)

70 = T270) < O g (a0,
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\V/zorec dvou outsiderf
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Jak velky je faktorial?

Abraham de Moivre (1667-1754) byl francouzsky protestant,

po revokaci ediktu nantského (1685) rodina uprchla do Londyna,
kde nikdy neziskal akademickou posici a Zivofil jako tutor.
James Stirling (1692-1770) byl skotsky jakobita,

1716 vylouéen z Oxfordu, protoze odmitl pfisahat vérnost krali
(George 1).
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Zbytek a odhady

Lagrangetiv zbytek v soucinnosti se Stirlingovou formuli pfinesl
odpovédi na otazky, které nechal d'Alembert oteviené:

a co se stane pro |x| =17

b kolik €lend potfebujeme k predepsané aproximaci?

c jestlize fada diverguje, jaké nejlepsi presnosti Ize dosahnout, a
pro ktery ¢len?
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Aproximace binomickou formuli

Chyba aproximace n ¢leny Newtonovy formule jest

(B entPa-g

N[

Dn(0,x) =

)

coz lze odhadnout

1-3-5-.-(2n—3)

| Dn(0, )] <

tedy dle Wallise

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Nekolik poznamek o scitani



Co vsechno odtud vyjde

Pro |x| =1 jde odhad chyby k nule.

Pro |x| > 1 fada diverguje, ale nejlepsi aproximace dosdhneme pro

he 3
- 2log x|
Potom pro x = % je nejlepsi volba n = 300 s chybou asi

4.88 x 1074,
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Nebezpecné scitani

d'Alembert publikoval 1747 rovnici vibrujici struny
0%y 1 9%

ox2 202’
kde
@ y je vychylka vibrujici struny nad posici x,
@ c je konstanta zavisejici na délce, napéti a hmotnosti struny,
@ t je cas.

K Feseni potfebujeme okrajové podminky, napriklad
y(0,t) = y(¢,t) = 0 a potfebujeme znat pocatecni stav y(x,0).

Vysledek: jestlize Ize y(x, 0) popsat linearni kombinaci funkci tvaru
sin(%), pak feseni bude tvaru

) = 9 (%) on(75) =2 (35 ) con () 4
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Nekoneéné mnoho harmonik?

Na d'Alemberta navazal Daniel Bernoulli (1753), ktery navrhl, ze
by vibrujici struna mohla mit nekoneéné mnoho harmonik.

Tuto moznost zavrhl Leonhard Euler s odiivodnénim, ze feSeni by
nutné muselo byt periodické.
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Parizska krize v matematice

Krize udefila 21. prosince 1807.

Do Francouzského Institutu pfinesl 39-lety Joseph Fourier
(1768-1830) svou praci Teorie vedeni tepla v pevnych télesech.
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Vedeni tepla

Fourier studoval sifeni tepla na tenkém dlouhém plochém pasku.
Predpokladal, ze

o ke ztratam tepla nedochazi,
@ okraje jsou drzeny na konstantni teploté 0°,
@ teplo je dodavano na jedné z kratkych stran,

@ druha strana je daleko (v nekonecnu).
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Fouriertv tenky pasek

w-axis

v

" w-axis

£ l-" X-axis

X-axis
x=-1 x=1

FIGURE 1.1. Two views of Fourier’s thin plate.
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Matematicky popis

z(x,y) ...teplota v bodé [x, y] (funkce dvou proménnych),
podminka: z(—1,y) = z(1,y) = 0 pro kazdé y > 0,

z(x,0) = f(x) ...znama teplota dolniho okraje (funkce jedné
proménné).

Fourier se omezil na pfipad, kdy f(x) = f(—x) (f je suda funkce).
Prvni a nejdiilezitéjsi pripad: z(x,0) = f(x) = 1.

Ukol: nalézt stabilni feseni spliujici uvedené podminky.
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Prvni potiz: co se déje v bodé [—1,0] (bod nespojitosti)?
Fourier nicméné nasel reseni.

Studoval funkce, které klesnou k nule na okoli bodu [0, 1].
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Fourierovo tvrzeni

Tvrzeni: Predpokladejme, ze funkce f je tvaru

3 2n—1
f(x)=a cos(%x) + a cos(%x) 4+ ta, Cos((”2)7rx)’
kde ai, ..., a, jsou libovolné konstanty. Potom se bude teplota ridit

vzorcem

Z(Xa W) = ale—ﬂw/Z cos(%x) 4 ... a,,e_(Z”—l)?TW/Q COS(%X).
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Nekolik poznamek o scitani

FIGURE 1.2. The functions f(x) and z(x, w).
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Druha potiz: feSeni dostaneme pouze za predpokladu, ze f je
uvedeného tvaru.

To vyluCuje f = 1.
To se Fourierovi nelibilo, protoze v praxi to jde.

Fourier prekonal i tuto potiz. Vsiml si, ze zvySujeme-li n,
dostaneme funkce, které se stale vice blizi k f = 1.

Idea: co kdyz téch funkci vezmeme nekonecné mnoho?
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Fouriertiv odvazny krok

Je-li toto pravda, potom

4 1
z(x,w) = — [e"rw/2 cos (%) — ge_:”w/z cos (372”(> + .. ]
T
4 - —(2n—1)7w/2 o ((2’7 - 1)7TX>
2

78 2n—1
n=1

(nekonecna fada funkci).
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Fourierova drza funkce

—o o o o—
4 T » 1 4 T g
-3 =5 - 1 2 3
o o — o )

FIGURE 1.3. f(x) = £ [cos Z¥ — Lcos 3= + .- ].
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Slavna komis

Fouriertiv rukopis méla posoudit komise:

Pierre Simon Laplace (58)
Joseph Louis Lagrange (73)
Sylvestre Francois Lacroix (42)
Gaspard Monge (61)

Siméon Denis Poisson (26)

e 6 66 o6 o
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Lagrangeiiv Gtok

Lagrange byl presvédéen, ze Fourierova interpretace je chybna.
Na co to svést?

Nabizela se konvergence.

Chyba bude v konvergenci.

Nebude to konvergovat.

Lagrangeova argumentace: vyraz definujici £ neni definovan pro
vsechna x, nebot fada absolutnich hodnot koeficienti

1+l Ly
3'5 7 7

diverguje.
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Nic nového

Na jare 1808 sepsal Siméon Denis Poisson zpravu komise o
Fourierové Teorii siteni tepla v tuhych télesech.

Zavér: prace neobsahuje nic nového ani zajimavého.
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Sance pro batole

Fourier tvrdil, Ze jeho Fada konverguje viude.

Sva tvrzeni opiral o dva ozehavé predpoklady:
@ kosinova rada dava smysl,

@ |ze ji integrovat ¢len po ¢clenu.

V roce 1829 se ukazalo, Ze mél pravdu.
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Peter Gustav Lejeune Dirichlet 1805-1859
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Cauchytiv pozoruhodny vysledek

A.L. Cauchy (1821):
Cours d’analyse de I'Ecole Royale Polytechnique

Na strance 120 ¢teme:

Necht' S je nekonecna rada spojitych funkci,

S(x) = A(x) + f(x) + B(x) + - -

Jestlize jsou jednotlivé ¢leny této rady spojité funkce na okoli bodu
x, pak je na okoli x spojitd i funkce S.

.

Véta ma jedinou chybu: neplati.
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Cauchyiiv dikaz

Checi: [x—al<d = |S(x)—S(a) <e.
Cauchy zacind pozorovanim:

5(x) = S(a)| = |Sn(x) + Rn(x) — Sn(a) — Ra(a)|
< [Sn(x) = Sn(a)] + [Ra(x)| + [Rn(a)-

Spojitost S,:

|Sn(x) — Sn(a)| < % pro ¢ dost maleé.

Konvergence S v a:

|Rn(x)] < % & |R,(3)] < % pro n dost velké.

Jestlize nevidite, co je na tom 3patné, nebudte zklamani.
Matematikim to trvalo prfes Ctvrt stoleti.
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V ¢em je problém?

Spojitost S,:

|Sn(x) — Sn(a)] < % pro ¢ dost malé zavislé na n.

Konvergence S v a:

|Rn(x)] < g & |Ry(a)| < % pro n dost velké zavislé na .

Jak to spravit?
Je nutné jedno z toho zakazat.

Obvykle se zakazuje druha zavislost (stejnomérna konvergence).
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Cauchy a véta o stfedni hodnoté

Cauchy 1823

Résumé des Lecons données a I'Ecole Royale Polytechnique sur le
calcul infinitésimal

Je-li funkce f spojita na [a, b] a ma derivaci v (a, b), pak Ize nalézt
€ € (a, b) takové, ze
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Cauchydiv ditkaz véty o stfedni hodnoté

Vezmu § tak malé, aby pro |h| < ¢ platilo

Definujme a=xp < x1 < -+- < xp—1 < Xp = b, kde xj+1 = x; + h.

Potom

f(x+ h) —f(x)

- < f'(x) +e.

fl(x)—e<

f(x1) = f(x)

f'(x) —e < ; <f'(x)+e
f'(x1) —e < fle) = f0a) ; flx) <f(x1)+e
(o) — e < 18— Fle) - ) _ fip) +e

f(xn) — f(xn—-1)
h

f'(xn-1) —e < < f'(xp-1) + .
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Cauchydiv ditkaz véty o stfedni hodnoté

Oznaé A= minf’, B = maxf’, pak

f(x1) — f(x0)
h

f(xe) — f(x1)
h

A—c< <B+e¢

A—e< <B+e¢

f(xn) — f(xn-1)

p < B+e.

A—e<

Poscitame, vydélime:

f(b) - f(a)

B .
b_a < b+e¢

A—cec<

Najdu x1 a xp: f'(x1) = A, f'(x2) = B a vyuziji spojitosti derivace.
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K vété o stredni hodnoté

1

I

J
c

FIGURE 3.6. Intermediate value property in Cauchy’s proof of the mean value theorem.

derivace a nabyvani mezihodnot
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Wo ist ein Kern des Pudels?

Zdroje potizi jsou dva:
@ prace s kvantifikatorem (predikatova logika),

@ prace s nekonecnem.
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Pro¢ se ucit praci s nekone¢nem?

“Lines that are parallel
meet at Infinity!”
Euclid repeatedly
heatedly urged.

Until he died,

and so reached that vicinity;

wn it he found

that the damned things diverged.

(Piet Hein (1905-1996): Grooks VI)
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Pro¢ se ucit praci s kvantifikatorem a predikatové logice?
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K praci s nekone¢nem

1734 George Berkeley: The Analyst (abuse of infinity, compensating
errors, ...)

1784 Berlinska Akademie vypisuje cenu za jasnou a precisni teorii
nekone¢na v matematice.

Cenu ziskal Simon Antoine Jean L'Huillier (1750-1840).
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Zachrance véty o stfedni hodnoté

Pierre Ossian Bonnett (1819-1892)
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Zachrance s¢itani rad funkci

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897)
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Karl Weierstrass, stejnomérna konvergence a divné funkce

Nastoupil na universitu v Bonnu ke studiu prav.

Po ¢tyrech letech vylou€en bez titulu s tim, Ze se misto studiu
vénuje pouze alkoholu a sermu.

Pozdgji nastoupil na univerzitu v Miinsteru k pedagogickému studiu.
Zde potkal Christoffa Gudermanna, ktery jej obratil k analyze.

V roce 1854 Sokoval cely matematicky svét svymi prvnimi ¢lanky.
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Weierstrassova sokujici funkce

Polozme

f(x) = Z b" cos(a"mx),
n=0

kde a je liché celé cislo, b € (0,1) a ab > 1+ 3Z.

Potom f je v kazdém bodé spojita a v Zadném nema derivaci.
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Jsme svédky zrodu zaplavy bizarnich funkci, jejichz zjevné jedinym
acelem je to, aby se co nejvice lisily od téch poctivych funkci, které
slouzily né€jakému dcelu. Jsou nespojité, nebo treba i spojité, ale
nemaji derivace. Za starych casti, kdyz jsme zkonstruovali funkci,
tak méla néjaky jasné dany prakticky Gcel. Dnes je konstruujeme
jen pro to, abychom usvédcili nase predky z omylii, a k nicemu
Jjiném nam nejsou.

Henri Poincaré (1899)

Nekolik poznamek o scitani
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Odvracim se s odporem a hriizou od té neblahé morové rany
zpiisobené funkcemi, které nemaji derivace.

Hermite, dopis Stieltjesovi (1893)
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Proc¢

Zasla analyza prilis daleko?

Vzdalila se prilis od reality a prestala slouzit svému ucelu?
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Na zavér jesté jeden ohlas

Otazka representovatelnosti funkce nekonecnou trigonometrickou
radou byla diky Dirichletovi zodpovézena pro vsechny funkce, které
mame sanci potkat v prirode. Avsak stoji za to studovat i ty
funkce, na které Dirichletovy vysledky nestaci, a to ze dvou diivodii.
Jednak nam mohou vice objasnit zdklady infinitezimalniho poctu.
Ale hlavné proto, Ze maji izky vztah k teorii ¢isel. A tam budou
dilezité pravé ty funkce, které Dirichlet nestudoval.

Bernhard Riemann

Riemann ml pravdu. Kdyz v roce 1896 Jacques Hadamard a
Charles de la Vallée Poussin dokazali prvociselnou vétu, potrebovali
k ditkazu veskerou analyzu, kterou méli k disposici.
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A na aplny zavér jeden limerick

A congecture both deep and profound
Is whether a circle is round.

In a paper by Erdds,

Written in Kurdish,

A counterexample is found.

(Anonymous)
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The last slide

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Nekolik poznamek o scitani



