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Podékovani

Chtél bych podékovat svému studentovi Marku Suranskému, ze
mél odvahu vybrat si téma bakalarské prace “Nekonecné hry".
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Petr Pan: Ale copak nevis, zZe jsi ji (. Wendy) mohla zabit?

Nezbeda: (Nadsené kyve hlavou.)
Petr Pan: Nezbedo... posildm té navzdy do vyhnanstvi!

Wendy: Prosim, ne navzdy...




Petr Pan: Ale copak nevis, zZe jsi ji (. Wendy) mohla zabit?

Nezbeda: (Nadsené kyve hlavou.)
Petr Pan: Nezbedo... posildm té navzdy do vyhnanstvi!
Wendy: Prosim, ne navzdy...

Petr Pan: No dobre, tak tedy na tgden.







O c¢em bude prednaska?

Bude o hrach, které sice maji nekonecny prtibéh, ale po spocetné
mnoha krocich skonct.




O cem prednaska nebude?




Priklad konecné hry - Hra na délent

Jak se to hraje?

7 Ve

Uvazme hru pro dva hrace. Na zacatku je dano n € N a pak hraci
stfidavé hlasi kladné délitele n. Pfi vgbéru se ridi pravidly:

Hrac nemdze hlasit délitele, kter( je nasobkem jiz diive
zvoleného délitele.
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Jak se to hraje?
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Jak se to hraje?

Uvazme hru pro dva hrace. Na zacatku je dano n € N a pak hraci
stfidavé hlasi kladné délitele n. Pfi vgbéru se ridi pravidly:
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Tvrzent
Prvni hra¢ ma vyhravajicl strategii.

Diikaz
Protoze mé n konec¢ny pocet déliteld, je timto cislem omezen
i pocet taht hry.

7

Matematickou indukct lze dokazat, Ze jeden z hract ma vzdy
vyhravajict strategii.

Predpokladejme, ze vyhravajici strategii ma druhy hrac. To
znamena, Ze na libovolny tah prvntho hrace umi zareagovat
tak, ze vyhraje.

Kdyz tedy prvnt hrac¢ hraje v prvnim tahu n, must druhg hrac
umét zareagovat tak, aby vyhral.

Jenze tuto strategii mohl aplikovat od prvntho tahu jiz prvnt
hrac¢ a vyhral by. Spor.




Pozndmky

Pouzity argument nefika, jak by ona vjhernt strategie
mohla vypadat.




Poznamky
Pouzity argument nefika, jak by ona vjhernt strategie
mohla vypadat.

Pro obecné n je podoba této strategie dokonce otevieny
problém!
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Vse nejlepsi, Stefane Banachu!

Stefan Banach (30. 3. 1892 Krakéw - 31. 8. 1945 Lviv)

Jeden z nejvlivnéjSich matematikd 20. stoleti. Zakladatel modernt
funkcionalnt analgzy.




Vse nejlepsi, Stefane Banachu!

Dnes slavime 130 let (a9 od jeho narozeni!




Kawiarnia Szkocka a Ksiega Szkocka
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Obrazek: Skotské kavérna pred par lety.
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Skotska kavarna a Skotska kniha

V davnych dobach, kolem roku 1930, kdy Lviv byl jesté Lvow...

...se v restauracnim zarizeni zvaném Kawiarnia Szkocka (=
Skotskd kavdrna). ..

...schazeli matematikové pusobici na mistni technické univerzité
a spole¢né resili obtizné matematické problémy. Z pocatku své
poznamky zapisovali tuzkou na mramorové desky taméjsich stolu.
Zaslechnuvsi opakujicich se a stale naléhavésich stiznostt
persondlu, vénovala skupiné manzelka jednoho z nich, jistd pant
Lucja Banachova, velky zapisnik. Ten vesel do déjin matematiky
jako Ksiega Szkocka (Skotskd kniha) a po dlouhych valecnych a
jinych peripetiich byla vydéna v USA az roku 1957.
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Skotska kavarna a Skotska kniha

Do Lvovské skupiny patfili napriklad: Hugo Steinhaus,
Stefan Banach, Stanistav Mazur, Stanistav Ulam, Juliusz
Schauder, ...

Konkurenéni skupina polskjch matematik(i se vytvofrila ve
Varsavé: Wactaw Sierpinski, Kazimierz Kuratowski, Karol
Borsuk, Alfred Tarski, ...

Anglicky preklad opatifeny Ulamovym komentarem vydala
roku 1957 Los Alamos National Laboratory.

Roku 1981 vydal R. Daniel Mauldin Scottish Book znovu
spole¢né s dosud zndmgmi fesenimi uvedenych problémd.

Rada problému zistdva nevyresena!



The Scottish Book

Mathematics from the Scottish Café

Edited by R. Daniel Mauldin

Birkhauser
Boston « Basel « Stuttgart
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Prerekvizity

Definice (spocetna a nespocetnd mnozina)

Mnozinu M nazveme spocetnou, pokud existuje zobrazent
¢ : N — M, které je surjektivni (tj. ,na”).
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Prerekvizity

Definice (spocetna a nespocetnd mnozina)

Mnozinu M nazveme spocetnou, pokud existuje zobrazent

¢ : N — M, které je surjektivnt (tj. ,na“). Tedy prvky mnoziny M
lze sefadit do posloupnosti.

Mnozinu M nazveme nespocetnou, pokud nent spocetna.
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Véta (G. Cantor)

MnoZina [0, 1] C R je nespocetna.

Ddkaz
Dokazujme sporem. Necht [0, 1] je spo¢etnd mnozina.

Posloupnost jejich prvkili (ve dvojkové soustavé) je:

000110
001101
000011
001010

(Pozn. U racionalnich cisel pouzijeme vzdy reprezentaci s
nekone¢ngm rozvojem.)




Véta (G. Cantor)
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Diikaz
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Vytvorime cislo, které vznikne pozménénim zazlucenych
Cislic. Je-li Cislice 0, zménime na 1 a naopak.
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Véta (G. Cantor)

MnoZina [0, 1] C R je nespocetna.

Diikaz
Dokazujme sporem. Necht [0, 1] je spo¢etnd mnozina.

Posloupnost jejich prvkll (ve dvojkové soustavé) je:

ocooo
—_ O = A
o O O -
- = o O

Vytvorime cislo, které vznikne pozménénim zazlucenych
Cislic. Je-li Cislice 0, zménime na 1 a naopak.

Vytvorené Cislo se list od kazdého cisla v posloupnosti aspoin
v jedné cislici. To je spor.




Hry na realné primce




Banachova hra

DEFINITION OF A CERTAIN game. Given is a set £ of real
numbers. A game between two players A and B is defined as
follows: A selects an arbitrary interval then selects an
arbitrary segment (interval) d, contained in d,; then A in his
turn selects an arbitrary segment d, contained in d; and so on.
A wins if the intersection d,, &, . . ., d. . . . contains a point
of the set E; otherwise, he loses. If E is a complement of a set
of first category, there exists a method through which A
«can win; if £ is a set of first category, there exists a method
through which B will win.

Problem. [T IS TRUE THAT THERE exists a method of winning for
the player A only for those sets E whose complement is, in a
certain interval, of first category; similarly, does a methed of win
exist for B if E is a set of first category?

Addendum. Mazur’s conjecture is true.

S. BANACH
August 4, 1935
Modifications of Mazur’s Game
(1) There is given a set of real numbers E. Players A and B
give in turn the digits 0 or 1. E wins if the number formed by
these digits in a given order (in the binary system) belongs to E.
For which E does there exist a method of win for player A
(player B)?
ULAM

(2) There is given a set of real numbers £. The two players
A and B in turn give real numbers which are positive and such
that a player always gives a number smaller than the last one
given. Player A wins if the sum of the given series of numbers
is an element of the set E. The same question as for (1),
[Ed. See Problem 67 for another modification.]
BANACH

PPROBLEM 43 [1H]

43

MAZUR
PRIZE: One bottle
of wine, §. ULAM
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Banachova hra

Jak se to hraje?
Je ddna mnoZina V C [0, oo].

V k-tém tahu voli hrdc¢ A &islo a, > 0 a hrac¢ B &islo by > 0,
aby ay < by a by < ay.

Béh hry vytvori posloupnost:

0<---<bs<azs<by<a,< by <as.

Polozme s :=3 7, (ax + by).

Hrac A vyhrava, pravé kdyz s € V.




“The source of all great mathematics is the special case, the
concrete example. It is frequent in mathematics that every
instance of a concept of seemingly great generality is in essence
the same as a small and concrete special case.”

Paul Halmos, | want to be a mathematician
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Ukazka hry

Necht V =10, 00) . Pak hra maze probihat napriklad takto:

1 1

Hrac A : 9 7 &

|=
1=
‘_.
-
-

Hrac¢ B :

-
(=]
(=]
-~
N
Q1
(=]

Kdo vyhraje?

—9 1_|_1 l l+l+l+L+
°= 4 5 16 17 64 65 256
o n 2
2 - < 10.
<9+ Z( ) +3 <

Vyhrava tedy hrac B .




Ukazka hry

Necht V =10, 00) . Pak hra maze probihat napriklad takto:

1 1

Hrac A : 9 7 &

Ol =

| =
‘_\
-
-

Hrac¢ B :

-
(=]
(=]
-~
N
Q1
(=]

Kdo vyhraje?
1T 1 1 1 1 1

1
s=9t g tst ety teates Tse T

= (1)\" 2
2 - | =9+ 2 <10.
<9+ ;(4) 9+3<0

Vyhrava tedy hrac¢ B, protoze hrdc A frajefil.
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Tvrzent

Pokud je V je spocetnd mnozina, pak ma hrac¢ B v Banachové hre
vitéznou strategii.

Dadkaz

Seradime prvky mnoziny V do posloupnosti {v,}%,.
Definujeme castec¢ny soucet pred k-tgm tahem hrace B jako
k=1

Sk = Z(C’” + b,) + ag.

n=1




Tvrzent

Pokud je V' je spodetnda mnozina, pak ma hrac¢ B v Banachové hre
vitéznou strategii.

Dadkaz

Seradime prvky mnoziny V do posloupnosti {v,}%,.

Definujeme castec¢ny soucet pred k-tgm tahem hrace B jako
k=1

Sk = Z(a,7 + b,) + ag.
n=1
Ukazeme, ze hra¢ B mdze v k-tém tahu prijmout sadu
opatrent (zavislou jen na sy a vi) ktera zajisti, ze celkovy
soucet s nebude vi. Pokud se jimi bude fidit, zvitézi.
Jak takova opatrent vypadaijt?
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opatrent Vn>k:b, < /35-




Tvrzent

Pokud je V' je spodetnda mnozina, pak ma hrac¢ B v Banachové hre
vitéznou strategii.

Diikaz
V k-tém tahu definuje B posloupnost {B5}>°, a pfijme
opatient Vn > k: b, < B,

Pokud v < sk, pak miize bgt {B5}>°, libovolné, protoZe jisté
nenastane s = v,.




Tvrzent

Pokud je V' je spodetnda mnozina, pak ma hrac¢ B v Banachové hre
vitéznou strategii.

Dadkaz

V k-tém tahu definuje B posloupnost {85}

n=k
opatient Vn > k:b, < B

n:

a prijme

Pokud v < sk, pak miize bgt {B5}>°, libovolné, protoZe jisté
nenastane s = v,.

Pokud vi > sy, pak je tifeba zajistit, aby se ve zb{vajicich
tazich nenascitalo pravé vy — si. Protoze prispévky hrace A

budou mensi nez hra¢ B, staci
o
Vi — S
k k k
Bn < 2 °
k

n=




Tvrzent

Pokud je V' je spodetnda mnozina, pak ma hrac¢ B v Banachové hre
vitéznou strategii.

Dadkaz

V k-tém tahu definuje B posloupnost {85}

n=k
opatient Vn > k:b, < B

n:

a prijme

Pokud v < sk, pak miize bgt {B5}>°, libovolné, protoZe jisté
nenastane s = v,.

Pokud vi > sy, pak je tifeba zajistit, aby se ve zb{vajicich
tazich nenascitalo pravé vy — si. Protoze prispévky hrace A

budou mensi nez hra¢ B, staci
o
Vi — S
k k k
Bn < 2 °
k

n=

Naijit takovou posloupnost {BX}°, je cvi¢eni¢ko.
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Interval [0, 1] je nespoetna mnoZina.




Tvrzent
Interval [0, 1] je nespoetna mnoZina.

Dakaz

Je tfeba dokazat, Ze pro Banachovu hru, kde V =10, 1] nema
hrac¢ B vitéznou strategii. Pak tvrzeni plyne z predchozi véty.




Tvrzent
Interval [0, 1] je nespoetna mnoZina.

Dadkaz

Je tfeba dokazat, Ze pro Banachovu hru, kde V =10, 1] nema
hrac¢ B vitéznou strategii. Pak tvrzeni plyne z predchozi véty.

To se ale dokaZze snadno, protoze pokud hra¢ A hraje v k-tém
k oy Y ; ) . : v
1) , nemGze hrac¢ B vyhrat, at hraje cokoliv, protoze

tahu(z
= (1\" 2
0<s<2-Z(—) =<1,
— 4 3




Limitni hra

Jak se to hraje?

Je ddna mnoZina V C [0, 1]. PoloZime ag =0 a by = 1.
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¢islo by € (ak, bi—1).
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Limitni hra

Jak se to hraje?

Je dana mnozina V C |0, 1]. PoloZime ag =0 a by = 1.

7

V k-tém tahu voll hrd¢ A dislo ayx € (ax_1, bx—1) a hrd¢ B
¢islo by € (ak, bi—1).

Béh hry vytvori posloupnost:
O=ap<a1<a,<---<byy<by<by=1.

Posloupnost {a,}°2, je rostouci a omezena. Polozme
s = lim,Le a,.




Limitni hra

Jak se to hraje?
Je dana mnozina V C |0, 1]. PoloZime ag =0 a by = 1.

V k-tém tahu voll hrd¢ A dislo ayx € (ax_1, bx—1) a hrd¢ B
¢islo by € (ak, bi—1).

Béh hry vytvori posloupnost:
O=ap<a1<a,<---<byy<by<by=1.

Posloupnost {a,}°2, je rostouci a omezena. Polozme

s = lim,Le a,.

Hrac A vyhrava, pravé kdyz s € V.




Ukazka hry

Necht V =[2, 11].
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Ukazka hry

Necht V =[2, 11].
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Ukazka hry

Necht V ==, 1].

Kdo vyhraje?
Ziejmé

]
0 3
7
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%
8
5 lim a, € 3
= lim a, — =
n—00 8 8

Tedy vyhraje hrac¢ A .
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Pokud je V spocetnd, pak mé hrac¢ B v limitni hre vitéznou
strategit.
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Sefadime prvky mnoziny V do posloupnosti {v,}°,.




Tvrzent

Pokud je V spocetnd, pak mé hrac¢ B v limitni hre vitéznou
strategit.

Dakaz

Sefadime prvky mnoziny V do posloupnosti {v,}>

n=1°
Pokud v k-tém tahu plati:




Tvrzent

Pokud je V spocetnd, pak mé hrac¢ B v limitni hre vitéznou
strategit.

Dakaz

Sefadime prvky mnoziny V do posloupnosti {v,}°,.
Pokud v k-tém tahu plati:

7

B Vi € (agk, bi—1), volt hra¢ B &islo by := vk. Diky tomu v # vg.




Tvrzent

Pokud je V spocetnd, pak mé hrac¢ B v limitni hre vitéznou
strategit.

Dukaz
Sefadime prvky mnoziny V do posloupnosti {v,}°,.
Pokud v k-tém tahu plati:

B Vi € (agk, bi—1), volt hra¢ B &islo by := vk. Diky tomu v # vg.

m v & (agk, bx—1), voli hrd¢ B ¢islo by v ramci pravidel libovolné,

protoze automaticky v # v .




Tvrzent

Pokud je V spocetnd, pak mé hrac¢ B v limitni hre vitéznou
strategit.

Dakaz

Sefadime prvky mnoziny V do posloupnosti {v,}°,.
Pokud v k-tém tahu plati:
B Vi € (agk, bi—1), volt hra¢ B &islo by := vk. Diky tomu v # vg.
m v & (agk, bx—1), voli hrd¢ B ¢islo by v ramci pravidel libovolné,
protoze automaticky v # v .
Drzi-li se hrdc B této strategie, je v # v, pro kazdé k € N.
Vitézem je B, at uz A hraje jakkoliv.




Tvrzent
Interval [0, 1] je nespodetnd mnozina.




Tvrzent
Interval [0, 1] je nespodetnd mnozina.

Diikaz
V limitni hre volime V :=[0,1].




Tvrzent
Interval [0, 1] je nespocetna mnoZina.

Diikaz

V limitni hre volime V :=[0,1].

Proto v := lim,_ a, € V a vyhraje hra¢ A, at uz se B snazi
jakkoli.




Tvrzent
Interval [0, 1] je nespoetnd mnoZina.

Dikaz

V limitni hre volime V :=[0,1].

Proto v := lim,_ a, € V a vyhraje hra¢ A , at uz se B snazi
jakkoli.

MnoZina V must byt nespocetnd, protoze jinak by hra¢ B
mél podle predchozi véty vitéznou strategii.




Prerekvizity

Definice (perfektni mnozina)

Mnozina je perfektni, pokud je rovha mnoziné svijch hromadnych
bodd.
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kdyz obsahuje pravé body s vlastnosti P.
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Prerekvizity

Definice (perfektni mnozina)

Mnozina je perfektni, pokud je rovha mnoziné svijch hromadnych
bodd.

Je to tedy uzavi‘end mnozina, jejiz kazdy bod je hromadny.

Necht M C X. Bod x ma vlastnost P: ,Libovolné blizko x lze
nalézt bod M, kterq je riizng od x.” Pak M je perfektni, pravé
kdyz obsahuje pravé body s vlastnosti P.

O prislusnosti bodu do mnoziny M lze rozhodnout ze znalosti
jeho libovolného prstencového okoli.

Jednoduchym ptikladem perfektni mnoziny je [0, 1].

Slozitéjsim prikladem perfektni mnoziny je Cantorova
mnozina.
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Pokud je V perfektni mnozina, pak ma hrac¢ A v limitnt hi'e
vitéznou strategii.
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Tvrzent

Pokud je V perfektni mnozina, pak ma hrac¢ A v limitnt hi'e
vitéznou strategii.

Dasledek

Kazda perfektni mnoZzina V C [0, 1] je nespocetna.

Dakaz

Plyne ihned z predchozich dvou vét.




Banachova-Mazurova hra

Jak se to hraje?

Je déna mnoZina V C [0, 1]. Polozme y := [0, 1].
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kazdy dalsi je podmnoZinou predchoziho.
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kde I, C I,_4, pro n € N.




Banachova-Mazurova hra

Jak se to hraje?
Je déana mnozina V C [0, 1]. Polozme /y := [0, 1].

Hradi A a B stridavé voll do uzaviené podintervaly /y tak, ze
kazdy dalsi je podmnoZinou predchoziho.

Béh hry vytvori posloupnost {/,}°2, uzavienych intervald,
kde I, C I,_4, pro n € N.

Béh hry vytvoii posloupnost:

[0,1]22/03/13/23"'




Banachova-Mazurova hra

Jak se to hraje?
Je déana mnozina V C [0, 1]. Polozme /y := [0, 1].

Hradi A a B stridavé voll do uzaviené podintervaly /y tak, ze
kazdy dalsi je podmnoZinou predchoziho.

Béh hry vytvori posloupnost {/,}°2, uzavienych intervald,
kde I, C I,_4, pro n € N.

Béh hry vytvoii posloupnost:
[0,1]:2 hohDohbD- -

Hra¢ A vyhrava, prévé kdyz VN (o, # 0.
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Mnozina M C R je oteviena, pokud s kazdgm bodem x € M
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Prerekvizity

Definice (mnozina prvni kategorie)

Mnozina M C R je oteviena, pokud s kazdgm bodem x € M
v ni lezl i otevieny interval x € (a, B) C M.

Mnozina M C R je uzaviend, pokud jeji doplnék R\ M je
otevieny.

Uzaviena mnozina M C R je fidka, pokud neobsahuje zadny
otevieny interval.

Mnozina M C R je prvnt kategorie , pokud je mozné ji pokrygt
spocetné mnoha uzavienymi Fidkgmi mnozinami.
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Prerekvizity

Oteviené intervaly jsou otevienymi mnozinami a uzaviené
intervaly jsou uzaviengmi mnozinami.

Kazda spocetnd mnoZzina, napriklad @Q, je mnozina prvni
kategorie.

Zadny (nedegenerovany) interval nent mnoZinou prvnt
kategorie.

Cantorova mnozZina je nespocetna, ale presto prvni
kategorie!
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Tvrzent
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Tvrzent
Hra¢ A ma vitéznou strategii, pravé kdyz existuje uzavieny
interval /, ze I'\ V je prvni kategorie.




Co vime o Banachové-Mazurové hre?

Tvrzent
Hrac B ma vitéznou strategii, pravé kdyz je V prvni kategorie.

Tvrzent
Hradc A ma vitéznou strateqii, pravé kdyz existuje uzavieny
interval /, ze I'\ V je prvni kategorie.

Tramvajak

Jak pomoci Banachovy-Mazurovy hry ukazat, ze Cantorova
mnozina je prvni kategorie?




Lev a muz




John E. Littlewood




John E. Littlewood

John Edensor Littlewood (1885-1977)

m “The mathematician Hardy-Littlewood was the best in the
world, with Littlewood the more original genious and Hardy
the better journalist.”

Edmund Landau

m “Littlewood, on Hardy's own estimate, is the finest
mathematician he has ever known. He was the man most
likely to storm and smash a really deep and formidable
problem; there was no one else who could command such a
combination of insight, technique and power.”

Sir Henry Dale




John E. Littlewood

V roce 1953 vydal John E. Littlewood knihu eseju:
A Mathematician’'s Miscellany .

Jednim z esejt byl Lion and man, ktery zpopularizoval problém,
jehoz autorem byl Richard Rado.




Lev a muz (Lev a kiestan)

Jak se to hraje?

Lev a muz jsou spolu v kruhové aréné. Lev se snazi ulovit muze.
Oba maiji stejnou maximalnt rychlost. Ulovi lev muze v kone¢ném
case?




Lev a muz (Lev a krestan)

Jak se to hraje?

Lev a muz jsou spolu v kruhové aréné. Lev se snazi ulovit muze.
Oba majt stejnou maximalni rychlost. Ulovi lev muze v kone¢ném
case?

Doporucent

Littlewood v knize navrhuje, ze kazd( by si mél od dalSiho cteni
na 24 hodin odpocinout a premyslet, jinak prijde o potésenti z
reseni problému.




Lev a muz (Lev a kiestan)

Jak se to hraje?

Lev a muz jsou spolu v kruhové aréné. Lev se snazi ulovit muze.
Oba maijt stejnou maximalnt rychlost. Ulovi lev muze v kone¢ném
case?

A. S. Besicovitch
Muz dokaZze unikat tak, ze ho lev nikdy nedozene, at se snazi, jak

se snazi.

v
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Uvazujme arénu tvaru kruhu se stfedem O a polomérem 1.
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rovha 1 — ¢, tj. IMO| =1 — €.




Predpoklady a dohody
Uvazujme arénu tvaru kruhu se stredem O a polomérem 1.

Oznacme jako M, pozici muze a L, pozici lva v ¢asovém
okamziku t,.

Necht je vzdalenost muze od stfedu arény v case ty =0
rovha 1 — ¢, tj. IMO| =1 — €.

Predpokladame, ze My # Lo.
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{M,}2 . Muz se pri Gprku bude pohybovat po lomené ¢are
dané témito body.



Matematickou indukct budeme konstruovat posloupnost bodt
{M,}2 . Muz se pri Gprku bude pohybovat po lomené ¢are
dané témito body.

Predpokladejme, Zze M, je znamo, stejné tak poloha lva L,.
Zkontruujeme bod M, .1 tak, aby platilo:



Matematickou indukct budeme konstruovat posloupnost bodt
{M,}2 . Muz se pri Gprku bude pohybovat po lomené ¢are
dané témito body.

Predpokladejme, Zze M, je znamo, stejné tak poloha lva L,.
Zkontruujeme bod M, .1 tak, aby platilo:

m Primka M;M, ;1 je kolmé na M, 0.



Matematickou indukct budeme konstruovat posloupnost bodt
{M,}2 . Muz se pri Gprku bude pohybovat po lomené ¢are
dané témito body.

Predpokladejme, Zze M, je znamo, stejné tak poloha lva L,.
Zkontruujeme bod M, .1 tak, aby platilo:

m Primka M;M, ;1 je kolmé na M, 0.

m Body M,;1 a L, lezi v opacnych polorovinach urcengch primkou
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Matematickou indukct budeme konstruovat posloupnost bodt
{M,}2 . Muz se pri Gprku bude pohybovat po lomené ¢are
dané témito body.

Predpokladejme, Zze M, je znamo, stejné tak poloha lva L,.
Zkontruujeme bod M, .1 tak, aby platilo:

m Primka M;M, ;1 je kolmé na M, 0.
m Body M,;1 a L, lezi v opacnych polorovinach urcengch primkou
M, O.

Pri pohybu z bodu M,, do bodu M, ;1 nem(ize lev muze

dohnat (trojuhelnikova nerovnost).



Ve zbytku konstrukce se budeme zabyvat vhodnou volbou
vzdalenosti [, := |M,M, 1|, aby byl Gték muze Gspésny.




Ve zbytku konstrukce se budeme zabyvat vhodnou volbou
vzdalenosti [, := |M,M, 1|, aby byl Gték muze Gspésny.

Posloupnost {[,}°2, je tfeba volit s ohledem na dvé
protichtidné okolnosti:



Ve zbytku konstrukce se budeme zabyvat vhodnou volbou
vzdalenosti [, := |M,M, 1

, aby byl dték muze Uspésny.
Posloupnost {[,}°2, je tfeba volit s ohledem na dvé
protichtidné okolnosti:

Muz nesmi byt uloven. Tj. [, musi bgt ,velké”, aby ubéhnuta
drdhu byla nekonecna:

il” = 0.

n=0



Ve zbytku konstrukce se budeme zabyvat vhodnou volbou
vzdalenosti [, := |M,M, 1

, aby byl dték muze Uspésny.
Posloupnost {[,}°2, je tfeba volit s ohledem na dvé
protichtidné okolnosti:

Muz nesmi byt uloven. Tj. [, musi bgt ,velké”, aby ubéhnuta
drdhu byla nekonecna:

o0
E [, = c0.
n=0

Muz nesmi utéct z arény. Tj. [, musi byt ,malé”. Vzdalenost
bodu M, od stredu arény musi bgt menst nez 1. Tedy uzitim
Pythagorovy véty:

n—1
(1 —e:)z—l-Zliz <1
i=0






Bl Najdeme posloupnost kladnych ¢isel {1,}52,, aby

ift L7:: o,
(1—¢)? —Ier <(1—¢) +Z{

neboli:

(o¢]

Zln:oor il%<8.

n=0 n=0



Bl Najdeme posloupnost kladnych &isel {I,}%,, aby

neboli:
o
E [, = o0, E li <€
n=0
Stadi pro vhodné ¢ € R volit [,_1 := +. Pak totiz
o
1
E l, ~c E — =00,
n
n=0 n=1
o
2 2 1
E ls =~ c E — < 00
n?



Dékuji za pozornost!




