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Pouzita oznaceni

e C({a,b)) ... prostor funkci spojitych na (a, b) (a, b € R, a < b) opatfeny
normou ||f|| = max{|f(x)|: x € (a, b)}
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Pouzita oznaceni

e C({a,b)) ... prostor funkci spojitych na (a, b) (a, b € R, a < b) opatfeny
normou ||f|| = max{|f(x)|: x € (a, b)}

e P({a,b)) ... podprostor viech polynomii (na intervalu (a, b))
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Pouzita oznaceni

e C({a,b)) ... prostor funkci spojitych na (a, b) (a, b € R, a < b) opatfeny
normou ||f|| = max{|f(x)|: x € (a, b)}

e P({a,b)) ... podprostor viech polynomii (na intervalu (a, b))

e L((a,b)) ... prostor vSech linedrnich (ne nutné spojitych) operatord
z prostoru C((a, b)) do sebe
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Pouzita oznaceni

e C({a,b)) ... prostor funkci spojitych na (a, b) (a, b € R, a < b) opatfeny
normou ||f|| = max{|f(x)|: x € (a, b)}

e P({a,b)) ... podprostor viech polynomii (na intervalu (a, b))

e L((a,b)) ... prostor vSech linedrnich (ne nutné spojitych) operatord

z prostoru C((a, b)) do sebe

vy

Rekneme, Ze operator L € L({(a, b)) je nezdporny, pokud kaZdou nezdpornou
funkci zobrazuje na nezapornou funkci, tzn.

(Vf e C({a, b)) : f>0 = L(f)>0.
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Pouzita oznaceni

o C((a, b)) ... prostor funkci spojitych na (a, b) (a, b € R, a < b) opatieny
normou ||f|| = max{|f(x)|: x € (a, b)}

e P({(a,b)) ... podprostor viech polynomi (na intervalu (a, b))

e L((a,b)) ... prostor vSech linedrnich (ne nutné spojitych) operatord

z prostoru C((a, b)) do sebe

vy

Rekneme, Ze operator L € L({(a, b)) je nezdporny, pokud kaZdou nezdpornou
funkci zobrazuje na nezapornou funkci, tzn.

(Vf e C({a, b)) : f>0 = L(f)>0.

Nerovnost f > 0 pfitom znamena, Zze (Vx € (a, b)) : f(x) > 0.
Podobné chapeme i nerovnost L(f) > 0, popfipadé dalsi vztahy jako f = g,
f < g, apod.
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Véta (Weierstrassova, 1885)

Pro kaZdou funkci f € C((a, b)) a kaZdé e € R existuje polynom p € P({a, b))
takovy, Ze
lp—fll <e,
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Véta (Weierstrassova, 1885)

Pro kaZdou funkci f € C((a, b)) a kaZdé e € R existuje polynom p € P({a, b))
takovy, Ze

lp—fll <e,
tzn.
(Vx € (a, b)) : |p(x) — f(x)| <e.
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Véta (Weierstrassova, 1885)

Pro kaZdou funkci f € C((a, b)) a kaZdé e € R existuje polynom p € P({a, b))
takovy, Ze

lp—fll <e,
tzn.

(Vx € (a, b)) : |p(x) — f(x)| <e.

Pozdéji uvidime, ze Weierstrassova véta je dlsledkem nasledujici véty.

Véta (Korovkinova — o trech funkcich, 1953)
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Véta (Weierstrassova, 1885)

Pro kaZdou funkci f € C((a, b)) a kaZdé e € R existuje polynom p € P({a, b))
takovy, Ze

lp—fll <e,
tzn.

(Vx € (a, b)) : |p(x) — f(x)| <e.

Pozdéji uvidime, ze Weierstrassova véta je dlsledkem nasledujici véty.

Véta (Korovkinova — o trech funkcich, 1953)

Necht (L,) C L({a, b)) je posloupnost nezapornych operatorii.
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Véta (Weierstrassova, 1885)

Pro kaZdou funkci f € C((a, b)) a kaZdé e € R existuje polynom p € P({a, b))
takovy, Ze
lp—fll <e,

tzn.

(Vx € (a, b)) : |p(x) — f(x)| <e.

Pozdéji uvidime, ze Weierstrassova véta je dlsledkem nasledujici véty.

Véta (Korovkinova — o trech funkcich, 1953)

Necht (L,) C L({a, b)) je posloupnost nezapornych operatorii.

Na intervalu (a, by uvazujme tfi funkce

h() L1 A Ex a Hx)E 2
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Véta (Weierstrassova, 1885)

Pro kaZdou funkci f € C((a, b)) a kaZdé e € R existuje polynom p € P({a, b))
takovy, Ze
lp—fll <e,

tzn.

(Vx € (a, b)) : |p(x) — f(x)| <e.

Pozdéji uvidime, ze Weierstrassova véta je dlsledkem nasledujici véty.

Véta (Korovkinova — o trech funkcich, 1953)
Necht (L,) C L({a, b)) je posloupnost nezapornych operatorii.

Na intervalu (a, by uvazujme tfi funkce
h() L1 A Ex a Hx)E 2

Plati-1i
LB S e, L(f)=fi a L(h)=f naab),
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Véta (Weierstrassova, 1885)

Pro kaZdou funkci f € C((a, b)) a kaZdé e € R existuje polynom p € P({a, b))
takovy, Ze
lp—fll <e,

tzn.

(Vx € (a, b)) : |p(x) — f(x)| <e.

Pozdéji uvidime, ze Weierstrassova véta je dlsledkem nasledujici véty.

Véta (Korovkinova — o trech funkcich, 1953)
Necht (L,) C L({a, b)) je posloupnost nezapornych operatorii.

Na intervalu (a, by uvazujme tfi funkce
()1, A Ex a Hx)E 2

Plati-1i
LB S e, L(f)=fi a L(h)=f naab),

pak
L,(f) = f na(a,b)

pro kazdou funkci f € C((a, b)).
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Lemma (vlastnosti nezdporného operatoru)

Necht L € L({a, b)) je nezdporny operator. Pak

(i) L je neklesajici, tzn.
(Vf,g € C((a,b))): f<g = L(f) < L(g).
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Lemma (vlastnosti nezdporného operatoru)

Necht L € L({a, b)) je nezdporny operator. Pak

(i) L je neklesajici, tzn.
(Vf,g € C((a,b))): f<g = L(f) < L(g).

(i) (vf,g € C({a,h))) : Ifl<g = |L(F)| < L(g).
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Lemma (vlastnosti nezdporného operatoru)

Necht L € L({a, b)) je nezdporny operator. Pak
(i) L je neklesajici, tzn.

(vf,g € C((a b)) : f<g = L(f) < L(g).
(i) (vf,g € C((a, b)) : |f| <& = |L(F)| < L(g).
(Volba g = |f| pak dava |L(f)| < L(|f]).)
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Lemma (vlastnosti nezdporného operatoru)

Necht L € L({a, b)) je nezdporny operator. Pak
(i) L je neklesajici, tzn.

(vf,g € C((a b)) : f<g = L(f) < L(g).
(i) (vf,g € C((a, b)) : |f| <& = |L(F)| < L(g).
(Volba g = |f| pak dava |L(f)| < L(|f]).)

(i) L je omezeny (spojity), tzn.
(3k e Ry)(Yf € C({a,b))) : IL(F)I| < Kf].
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Lemma (vlastnosti nezdporného operatoru)

Necht L € L({a, b)) je nezdporny operdtor. Pak
(i) L je neklesajici, tzn.
(Vf,g e C({a,b))): f<g = L(f) < L(g)

(i) (vf,g € C({a, b)) : |fl<g = |L(f)| < L(g).
(Volba g = |f| pak dava |L(f)| < L(|f]).)

(iii) L je omezeny (spojity), tzn.
(3k € RY)(Vf € C({a, b)) = [IL(F)II < KIIf]l.

Dukaz.

(i) f<g

| A

Petr Vodstréil (VSB TUO) Proé& jsou polynomy husté?



Lemma (vlastnosti nezdporného operatoru)

Necht L € L({a, b)) je nezdporny operdtor. Pak
(i) L je neklesajici, tzn.
(Vf,g e C({a,b))): f<g = L(f) < L(g)

(i) (vf,g € C({a, b)) : |fl<g = |L(f)| < L(g).
(Volba g = |f| pak dava |L(f)| < L(|f]).)

(iii) L je omezeny (spojity), tzn.
(3k € RY)(Vf € C({a, b)) = [IL(F)II < KIIf]l.

Dikaz.
() f<g = g—f=0

| A
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Lemma (vlastnosti nezdporného operatoru)

Necht L € L({a, b)) je nezdporny operdtor. Pak
(i) L je neklesajici, tzn.
(Vf,g e C({a,b))): f<g = L(f) < L(g)

(i) (vf,g € C({a, b)) : |fl<g = |L(f)| < L(g).
(Volba g = |f| pak dava |L(f)| < L(|f]).)

(iii) L je omezeny (spojity), tzn.
(3k € RY)(Vf € C({a, b)) = [IL(F)II < KIIf]l.

Dukaz.

() f<g — g—Ff>0 ""E" (g _f)>0
——
L(g)—L(f)
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Lemma (vlastnosti nezdporného operatoru)

Necht L € L({a, b)) je nezdporny operdtor. Pak
(i) L je neklesajici, tzn.
(Vf,g e C({a,b))): f<g = L(f) < L(g)

(i) (vf,g € C({a, b)) : |fl<g = |L(f)| < L(g).
(Volba g = |f| pak dava |L(f)| < L(|f]).)

(iii) L je omezeny (spojity), tzn.
(3k € RY)(Vf € C({a, b)) = [IL(F)II < KIIf]l.

Dikaz.
() f<g = g—f=0

nezapornost L
—t

L(g—f)20 = L(f) < L(g).
——

L(g)—L(f)
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Lemma (vlastnosti nezdporného operatoru)

Necht L € L({a, b)) je nezdporny operdtor. Pak

(i) L je neklesajici, tzn.
(Vf,g e C({a,b))): f<g = L(f) < L(g)

(i) (Vf,g € C((a, b)) : |f| <g = |L(F)| < L(g).

(
(Volba g = |f| pak dava |L(f)| < L(|f]).)

(iii) L je omezeny (spojity), tzn.
(3k € RY)(Vf € C({a, b)) = [IL(F)II < KIIf]l.

Dukaz.

() f<g = g—f=0

nezapornost L
—t

L(g—f)20 = L(f) < L(g).
——

L(g)—L(f)

(i) fl<eg
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Lemma (vlastnosti nezdporného operatoru)

Necht L € L({a, b)) je nezdporny operdtor. Pak

(i) L je neklesajici, tzn.
(Vf,g e C({a,b))): f<g = L(f) < L(g)

(i) (Vf,g € C((a, b)) : |f| <g = |L(F)| < L(g).

(
(Volba g = |f| pak dava |L(f)| < L(|f]).)

(iii) L je omezeny (spojity), tzn.
(3k € RY)(Vf € C({a, b)) = [IL(F)II < KIIf]l.

Dukaz.

() f<g = g—f=0

nezég;ost L Lg—f)>0 = L(f) < L(g).
N—
L(g)—L(f)

(i) fl[<g = —g<f<g
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Lemma (vlastnosti nezdporného operatoru)

Necht L € L({a, b)) je nezdporny operdtor. Pak

(i) L je neklesajici, tzn.
(Vf,g e C({a,b))): f<g = L(f) < L(g)

(i) (Vf,g € C((a, b)) : |f| <g = |L(F)| < L(g).

(
(Volba g = |f| pak dava |L(f)| < L(|f]).)

(iii) L je omezeny (spojity), tzn.
(3k € RY)(Vf € C({a, b)) = [IL(F)II < KIIf]l.

Dukaz.

() f<g = g—f=0

nezapornost L
—t

L(g—f)20 = L(f) < L(g).
——
Lg)~L(f)

(i) Ifl<g = —g<f<g <> —L(g) <L) < L(g)
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Lemma (vlastnosti nezdporného operatoru)

Necht L € L({a, b)) je nezdporny operdtor. Pak

(i) L je neklesajici, tzn.
(Vf,g e C({a,b))): f<g = L(f) < L(g)

(i) (Vf,g € C((a, b)) : |f| <g = |L(F)| < L(g).

(
(Volba g = |f| pak dava |L(f)| < L(|f]).)

(iii) L je omezeny (spojity), tzn.
(3k € RY)(Vf € C({a, b)) = [IL(F)II < KIIf]l.

Dukaz.

() f<g = g—f=0

nezapornost L
—t

L(g—f)20 = L(f) < L(g).
——
Lg)~L(f)

(i) |fl<g = —g<f<g <> —L(g) <L(f)<Lg) = |L(F) < L(g).
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Lemma (vlastnosti nezdporného operatoru)

Necht L € L({a, b)) je nezdporny operdtor. Pak
(i) L je neklesajici, tzn.
(Vf,g e C({a,b))): f<g = L(f) < L(g)

(i) (vf,g € C({a, b)) : |fl<g = |L(f)| < L(g).
(Volba g = |f| pak dava |L(f)| < L(|f]).)

(iii) L je omezeny (spojity), tzn.
(3k € RY)(Vf € C({a, b)) = [IL(F)II < KIIf]l.

Dikaz.
() f<g = g—f=0

nezapornost L
—t

L(g—f)20 = L(f) < L(g).
——
Lg)~L(f)

(i) |fl<g = —g<f<g <> —L(g) <L(f)<Lg) = |L(F) < L(g).

(i) [F] < |If]

Petr Vodstréil (VSB TUO) Proé& jsou polynomy husté?



Lemma (vlastnosti nezdporného operatoru)

Necht L € L({a, b)) je nezdporny operdtor. Pak
(i) L je neklesajici, tzn.
(Vf,g e C({a,b))): f<g = L(f) < L(g)

(i) (vf,g € C({a, b)) : |fl<g = |L(f)| < L(g).
(Volba g = |f| pak dava |L(f)| < L(|f]).)

(iii) L je omezeny (spojity), tzn.
(3k € RY)(Vf € C({a, b)) = [IL(F)II < KIIf]l.

Dikaz.
() f<g = g—f=0

nezapornost L
—t

Lg—f)=>0 = L(f) < L(g)
——

L(g)—L(f)

(i) Ifl<g = —g<f<g <> —L(g) < L(f) < Lg) = L) < Le).

(i) 171 < £ 22 1LF)] < LOIFI)
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Lemma (vlastnosti nezdporného operatoru)

Necht L € L({a, b)) je nezdporny operdtor. Pak
(i) L je neklesajici, tzn.
(Vf,g e C({a,b))): f<g = L(f) < L(g)

(i) (vf,g € C({a, b)) : |fl<g = |L(f)| < L(g).
(Volba g = |f| pak dava |L(f)| < L(|f]).)

(iii) L je omezeny (spojity), tzn.
(3k € RY)(Vf € C({a, b)) = [IL(F)II < KIIf]l.

Dikaz.
() f<g = g—f=0

nezapornost L
—t

Lg—f)=>0 = L(f) < L(g)
——

L(g)—L(f)

(i) Ifl<g = —g<f<g <> —L(g) < L(f) < Lg) = L) < Le).

(i) 171 < £ 22 1LA)] < LAIFN) = 1] - (1)
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Lemma (vlastnosti nezdporného operatoru)

Necht L € L({a, b)) je nezdporny operdtor. Pak
(i) L je neklesajici, tzn.
(Vf,g e C({a,b))): f<g = L(f) < L(g)

(i) (vf,g € C({a, b)) : |fl<g = |L(f)| < L(g).
(Volba g = |f| pak dava |L(f)| < L(|f]).)

(iii) L je omezeny (spojity), tzn.
(3k € RY)(Vf € C({a, b)) = [IL(F)II < KIIf]l.

Dikaz.
() f<g = g—f=0

nezapornost L
—t

L(g—f)20 = L(f) < L(g).
——

L(g)—L(f)
(i) fl<g — —g<f<g -5 —L(g) < L(F) < Lg) = IL(F)| < L(g).
(i) 11 < £l 2 120h)] < LqIFl) = IF] - L) = ILCOI < ] - L)
~———

og.k D
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Necht f € C({(a, b)). Pak pro kazdé o € R" existuje K € R* (z4vislé na «)
takové, Ze

(Vx,y € (a,b)) : |F(y) = F(x)| < a+ K(y — x)°.
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Lemma

Necht f € C({(a, b)). Pak pro kazdé o € R" existuje K € R* (z4vislé na «)
takové, Ze
(Vx,y € (a,b)) : |F(y) = F(x)| < a+ K(y — x)°.

Necht o € RT je déno.
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Lemma

Necht f € C({(a, b)). Pak pro kazdé o € R" existuje K € R* (z4vislé na «)
takové, Ze
(Vx,y € (a,b)) : |F(y) = F(x)| < a+ K(y — x)°.

| A

Diikaz.

Necht o € RT je ddno. Uvazujme mnozinu

Mo & {(x,y) € (a,b) x (a,b) : |f(y) — F(x)| > a},

ktera je jisté kompaktni

Petr Vodstréil (VSB TUO) Proé& jsou polynomy husté?



Lemma

Necht f € C({(a, b)). Pak pro kazdé o € R" existuje K € R* (z4vislé na «)
takové, Ze
(Vx,y € (a,b)) : |F(y) = F(x)| < a+ K(y — x)°.

Diikaz.

Necht o € RT je ddno. Uvazujme mnozinu

Mo & {(x,y) € (a,b) x (a,b) : |f(y) — F(x)| > a},

kterd je jisté kompaktni (omezenost je jasna, uzavrenost plyne ze spojitosti f).
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Lemma

Necht f € C({(a, b)). Pak pro kazdé o € R" existuje K € R* (z4vislé na «)
takové, Ze
(Vx,y € (a,b)) : |F(y) = F(x)| < a+ K(y — x)°.

Diikaz.

Necht o € RT je ddno. Uvazujme mnozinu
def.
Mo = {(x,y) € (a,b) x (a,b) : |f(y) = f(x)| > a},
kterd je jisté kompaktni (omezenost je jasna, uzavrenost plyne ze spojitosti f).

o Jestlize M, =0, pak (Vx,y € (a, b)) : |f(y) — f(x)| < «

Petr Vodstréil (VSB TUO) Proé& jsou polynomy husté?



Lemma

Necht f € C({(a, b)). Pak pro kazdé o € R" existuje K € R* (z4vislé na «)
takové, Ze
(Vx,y € (a,b)) : |F(y) = F(x)| < a+ K(y — x)°.

Diikaz.

Necht o € RT je ddno. Uvazujme mnozinu

Mo & {(x,y) € (a,b) x (a,b) : |f(y) — F(x)| > a},

kterd je jisté kompaktni (omezenost je jasna, uzavrenost plyne ze spojitosti f).

o Jestlize M, =0, pak (Vx,y € (a, b)) : |f(y) — f(x)| < «
a K € RT Ize zvolit libovolné&.
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Lemma

Necht f € C({(a, b)). Pak pro kazdé o € R" existuje K € R* (z4vislé na «)
takové, Ze
(Vx,y € (a,b)) : |F(y) = F(x)| < a+ K(y — x)°.

Diikaz.

Necht o € RT je ddno. Uvazujme mnozinu

Mo & {(x,y) € (a,b) x (a,b) : |f(y) — F(x)| > a},

kterd je jisté kompaktni (omezenost je jasna, uzavrenost plyne ze spojitosti f).

o Jestlize M, =0, pak (Vx,y € (a, b)) : |f(y) — f(x)| < «
a K € RT Ize zvolit libovolné&.

o Jestlize M, # 0, polozime m = min {(y — x)?: (x,y) € M, }
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Lemma

Necht f € C({(a, b)). Pak pro kazdé o € R" existuje K € R* (z4vislé na «)
takové, Ze
(Vx,y € (a,b)) : |F(y) = F(x)| < a+ K(y — x)°.

Diikaz.

Necht o € RT je ddno. Uvazujme mnozinu

Mo & {(x,y) € (a,b) x (a,b) : |f(y) — F(x)| > a},

kterd je jisté kompaktni (omezenost je jasna, uzavrenost plyne ze spojitosti f).

o Jestlize M, =0, pak (Vx,y € (a, b)) : |f(y) — f(x)| < «
a K € RT Ize zvolit libovolné&.

o Jestlize M, # 0, polozime m = min{(y — x)?: (x,y) € My} € RT.
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Lemma

Necht f € C({(a, b)). Pak pro kazdé o € R" existuje K € R* (z4vislé na «)
takové, Ze

(Vx,y € (a,b)) : |F(y) = F(x)| < a+ K(y — x)°.

Diikaz.

Necht o € RT je ddno. Uvazujme mnozinu

Mo & {(x,y) € (a,b) x (a,b) : |f(y) — F(x)| > a},

kterd je jisté kompaktni (omezenost je jasna, uzavrenost plyne ze spojitosti f).
o Jestlize M, =0, pak (Vx,y € (a, b)) : |f(y) — f(x)| < «
a K € R* Ize zvolit libovolné.
o Jestlize M, # 0, polozime m = min{(y — x)?: (x,y) € My} € RT.
Pak ale stadi zvolit K € RT tak, aby platilo K > %
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Lemma

Necht f € C({(a, b)). Pak pro kazdé o € R" existuje K € R* (z4vislé na «)
takové, Ze
(Vx,y € (a,b)) : |F(y) = F(x)| < a+ K(y — x)°.

Diikaz.

Necht o € RT je ddno. Uvazujme mnozinu

def.
Mo = {(x,y) € (a,b) x (a,b) : |f(y) = f(x)| > a},
kterd je jisté kompaktni (omezenost je jasna, uzavrenost plyne ze spojitosti f).

o Jestlize M, =0, pak (Vx,y € (a, b)) : |f(y) — f(x)| < «
a K € RT Ize zvolit libovolné&.

o Jestlize M, # 0, polozime m = min{(y — x)?: (x,y) € My} € RT.
Pak ale staéi zvolit K € R* tak, aby platilo K > % nebot

a pro (x,y) € ((a, b) x (a, b)) \ Ma,
[f(y)—=f(x)| <
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Lemma

Necht f € C({(a, b)). Pak pro kazdé o € R" existuje K € R* (z4vislé na «)
takové, Ze
(Vx,y € (a,b)) : |F(y) = F(x)| < a+ K(y — x)°.

Diikaz.

Necht o € RT je ddno. Uvazujme mnozinu

def.
Mo = {(x,y) € (a,b) x (a,b) : |f(y) = f(x)| > a},
kterd je jisté kompaktni (omezenost je jasna, uzavrenost plyne ze spojitosti f).

o Jestlize M, =0, pak (Vx,y € (a, b)) : |f(y) — f(x)| < «
a K € RT Ize zvolit libovolné&.

o Jestlize M, # 0, polozime m = min{(y — x)?: (x,y) € My} € RT.
Pak ale staéi zvolit K € R* tak, aby platilo K > % nebot
a<a+K(y—x)* pro(x,y) € ((ab) x (a,b)) \ Ma,
[f(y)—f(x)| <
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Lemma

Necht f € C({(a, b)). Pak pro kazdé o € R" existuje K € R* (z4vislé na «)
takové, Ze
(Vx,y € (a,b)) : |F(y) = F(x)| < a+ K(y — x)°.

Diikaz.

Necht o € RT je ddno. Uvazujme mnozinu

def.
Mo = {(x,y) € (a,b) x (a,b) : |f(y) = f(x)| > a},
kterd je jisté kompaktni (omezenost je jasna, uzavrenost plyne ze spojitosti f).

o Jestlize M, =0, pak (Vx,y € (a, b)) : |f(y) — f(x)| < «
a K € RT Ize zvolit libovolné&.

o Jestlize M, # 0, polozime m = min{(y — x)?: (x,y) € My} € RT.
Pak ale stadi zvolit K € RT tak, aby platilo K > % nebot
a<a+K(y—x)* pro(x,y) € ((ab) x (a,b)) \ Ma,
[f(y)=FC) < 4 1F ()] + F(x)|

pro (x,y) € M,.
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Lemma

Necht f € C({(a, b)). Pak pro kazdé o € R" existuje K € R* (z4vislé na «)
takové, Ze
(Vx,y € (a,b)) : |F(y) = F(x)| < a+ K(y — x)°.

Diikaz.

Necht o € RT je ddno. Uvazujme mnozinu

def.
Mo = {(x,y) € (a,b) x (a,b) : |f(y) = f(x)| > a},
kterd je jisté kompaktni (omezenost je jasna, uzavrenost plyne ze spojitosti f).

o Jestlize M, =0, pak (Vx,y € (a, b)) : |f(y) — f(x)| < «
a K € RT Ize zvolit libovolné&.

o Jestlize M, # 0, polozime m = min{(y — x)?: (x,y) € My} € RT.
Pak ale stadi zvolit K € RT tak, aby platilo K > % nebot
a<a+K(y—x)* pro(x,y) € ((ab) x (a,b)) \ Ma,
[F)=FO < S 1F(y)| + [F(x)] < 2|f]|
pro (x,y) € M,.
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Lemma

Necht f € C({(a, b)). Pak pro kazdé o € R" existuje K € R* (z4vislé na «)
takové, Ze
(Vx,y € (a,b)) : |F(y) = F(x)| < a+ K(y — x)°.

Diikaz.

Necht o € RT je ddno. Uvazujme mnozinu

def.
Mo = {(x,y) € (a,b) x (a,b) : |f(y) = f(x)| > a},
kterd je jisté kompaktni (omezenost je jasna, uzavrenost plyne ze spojitosti f).

o Jestlize M, =0, pak (Vx,y € (a, b)) : |f(y) — f(x)| < «
a K € RT Ize zvolit libovolné&.

o Jestlize M, # 0, polozime m = min{(y — x)?: (x,y) € My} € RT.
Pak ale stadi zvolit K € RT tak, aby platilo K > % nebot
a<a+K(y—x)? pro(x,y) € ((a,b) x (a, b)) \ Ma,
()= FO) < S )|+ [F(x)] < 2||f]] < Km
pro (x,y) € M,.
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Lemma

Necht f € C({(a, b)). Pak pro kazdé o € R" existuje K € R* (z4vislé na «)
takové, Ze
(Vx,y € (a,b)) : |F(y) = F(x)| < a+ K(y — x)°.

Diikaz.

Necht o € RT je ddno. Uvazujme mnozinu

def.
Mo = {(x,y) € (a,b) x (a,b) : |f(y) = f(x)| > a},
kterd je jisté kompaktni (omezenost je jasna, uzavrenost plyne ze spojitosti f).

o Jestlize M, =0, pak (Vx,y € (a, b)) : |f(y) — f(x)| < «
a K € RT Ize zvolit libovolné&.

o Jestlize M, # 0, polozime m = min{(y — x)?: (x,y) € My} € RT.
Pak ale staéi zvolit K € R* tak, aby platilo K > % nebot
a<a+K(y—x)* pro(xy) € ((a b) x (a b)) \ Ma,
F)=FCl < Q1F)]+ [F()] < 20If]] < Km < K(y — x)?
pro (x,y) € M,.
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Lemma

Necht f € C({(a, b)). Pak pro kazdé o € R" existuje K € R* (z4vislé na «)
takové, Ze
(Vx,y € (a,b)) : |F(y) = F(x)| < a+ K(y — x)°.

Diikaz.

Necht o € RT je ddno. Uvazujme mnozinu

def.
Mo = {(x,y) € (a,b) x (a,b) : |f(y) = f(x)| > a},
kterd je jisté kompaktni (omezenost je jasna, uzavrenost plyne ze spojitosti f).

o Jestlize M, =0, pak (Vx,y € (a, b)) : |f(y) — f(x)| < «
a K € RT Ize zvolit libovolné&.

o Jestlize M, # 0, polozime m = min{(y — x)?: (x,y) € My} € RT.
Pak ale staéi zvolit K € R* tak, aby platilo K > % nebot
a<a+K(y—x)* pro(x,y) € ((ab) x (a,b)) \ Ma,
F)=FOI < Q1)+ [F(x)] < 2] < Km < K(y — x)? < a+ K(y — x)?
pro (x,y) € M,.

O
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Geometricky vyznam predchoziho lemmatu

-2

V pfipadé problému zkuste animaci spustit kliknutim na tento text.
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lemma-animace.mov
Media File (video/quicktime)

https://am-nas.vsb.cz/vod03/osma/pdf/prednasky/2022/Vodstrcil-animace/lemma-animace.gif

Geometricky vyznam predchoziho lemmatu



https://am-nas.vsb.cz/vod03/osma/pdf/prednasky/2022/Vodstrcil-animace/lemma-animace.gif

Geometricky vyznam predchoziho lemmatu

V. \/ \[ N2IA [N XXXV \/
inf{k : k je kvadraticka funkce, k > f} = f



https://am-nas.vsb.cz/vod03/osma/pdf/prednasky/2022/Vodstrcil-animace/lemma-animace.gif

Geometricky vyznam predchoziho lemmatu

[sup{k : k je kvadraticka funkce, k < f} = f|

=2

Petr Vodstréil (VSB TUO)


https://am-nas.vsb.cz/vod03/osma/pdf/prednasky/2022/Vodstrcil-animace/lemma-animace.gif

Dikaz Korovkinovy véty.

Necht jsou splnény predpoklady Korovkinovy véty a necht je dana funkce
f € C((a, b)) (f neni identicky nulova) a &islo € € R™.
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Dikaz Korovkinovy véty.

Necht jsou splnény predpoklady Korovkinovy véty a necht je dana funkce
f € C((a, b)) (f neni identicky nulova) a &islo € € RT. Budeme chtit ukizat, Ze

(3no e N)(Yn € N, n > ng) (Vx € (a, b)) : |La(F)(x) — f(x)] < e.

||La(F)—Fll<e
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Dikaz Korovkinovy véty.

Necht jsou splnény predpoklady Korovkinovy véty a necht je dana funkce
f € C((a, b)) (f neni identicky nulova) a &islo € € RT. Budeme chtit ukizat, Ze

(3no e N)(Yn € N, n > ng) (Vx € (a, b)) : |La(F)(x) — f(x)] < e.

||La(F)—Fll<e

K &slu o & % existuje K € R takové, Ze pro viechna x,y € (a, b) plati
nerovnost
F(y) = FO)| < a+ K(y —x)*. ()
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Dikaz Korovkinovy véty.

Necht jsou splnény predpoklady Korovkinovy véty a necht je dana funkce
f € C((a, b)) (f neni identicky nulova) a &islo € € RT. Budeme chtit ukizat, Ze

(3no e N)(Yn € N, n > ng) (Vx € (a, b)) : |La(F)(x) — f(x)] < e.

||La(F)—Fll<e

K &slu o & % existuje K € R takové, Ze pro viechna x,y € (a, b) plati
nerovnost
F(y) = FO)| < a+ K(y —x)*. ()

Divejme se nyni na nerovnost (x) jako na nerovnost v proménné y
(tzn. x € (a, b) je zafixovano).
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Dikaz Korovkinovy véty.

Necht jsou splnény predpoklady Korovkinovy véty a necht je dana funkce
f € C((a, b)) (f neni identicky nulova) a &islo € € RT. Budeme chtit ukizat, Ze

(3no e N)(Yn € N, n > ng) (Vx € (a, b)) : |La(F)(x) — f(x)] < e.

||La(F)—Fll<e

K &slu o & % existuje K € R takové, Ze pro viechna x,y € (a, b) plati
nerovnost
F(y) = FO)| < a+ K(y —x)*. ()

Divejme se nyni na nerovnost (x) jako na nerovnost v proménné y
(tzn. x € (a, b) je zafixovano). Tuto nerovnost |ze prepsat do tvaru

f(y) — F)h(y)| < afly) + K (f(y) — 2x Aly) + x*fo(y)) -
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Dikaz Korovkinovy véty.

Necht jsou splnény predpoklady Korovkinovy véty a necht je dana funkce
f € C((a, b)) (f neni identicky nulova) a &islo € € RT. Budeme chtit ukizat, Ze

(3no e N)(Yn € N, n > ng) (Vx € (a, b)) : |La(F)(x) — f(x)] < e.

||La(F)—Fll<e

2

- def. — oy . a
K &islu o = 7 existuje K € R™ takové, Ze pro viechna x,y € (a, b) plati

nerovnost
F(y) = F(x)| < a+ K(y —x). (*)

Divejme se nyni na nerovnost (x) jako na nerovnost v proménné y
(tzn. x € (a, b) je zafixovano). Tuto nerovnost |ze prepsat do tvaru

f(y) — F)h(y)| < afly) + K (f(y) — 2x Aly) + x*fo(y)) -

Po nésledné aplikaci operatoru L, obdrzime (pro viechna y € (a, b))

L)) = FLa(B)(Y)] <
< aLo(f)() + K (La(B)() = 2x La(R)(Y) + P La()() ).
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Dikaz Korovkinovy véty.

Plati-li posledni nerovnost pro kazdé y € (a, b), plati i pro y = x.
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Dikaz Korovkinovy véty.

Plati-li posledni nerovnost pro kazdé y € (a, b), plati i pro y = x.
| kdyz &islo x € (a, b) bylo dfive zafixovdno, bylo zvoleno libovolné. To znameng,
Ze pro kazdé x € (a, b) plati nerovnost

[1La(F)(x) = F(x)La(fo)(x)] < =0

< 0 La(6)() +K ( La()(x) =2x La(£)() +5* La()(x) ) -
—— N—— N—— N——

=f(x)=1 =h(x)=x? =h(x)=x =fo(x)=1

8/26
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Dikaz Korovkinovy véty.

Plati-li posledni nerovnost pro kazdé y € (a, b), plati i pro y = x.
| kdyz &islo x € (a, b) bylo dfive zafixovdno, bylo zvoleno libovolné. To znameng,
Ze pro kazdé x € (a, b) plati nerovnost

[1La(F)(x) = F(x)La(fo)(x)] < =0

< 0 La(6)() +K ( La()(x) =2x La(£)() +5* La()(x) ) -
—— N—— N—— N——

=f(x)=1 =h(x)=x? =h(x)=x =fo(x)=1

Snadno se vidi, Ze existuje Cislo ng € N takové, Ze pro vsechna n € N, n > nq,
a pro vsechna x € (a, b) plati

Lo(R)(x) <2, |La(fo)(x) — 1| < ﬁ

(Ln(B)0) =2 Lo(B)() + Lol )()) < -
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Dikaz Korovkinovy véty.

Plati-li posledni nerovnost pro kazdé y € (a, b), plati i pro y = x.
| kdyz &islo x € (a, b) bylo dfive zafixovdno, bylo zvoleno libovolné. To znameng,
Ze pro kazdé x € (a, b) plati nerovnost

[1La(F)(x) = F(x)La(fo)(x)] < =0

< 0 La(6)() +K ( La()(x) =2x La(£)() +5* La()(x) ) -
—— N—— N—— N——

=f(x)=1 =h(x)=x? =h(x)=x =fo(x)=1

Snadno se vidi, Ze existuje Cislo ng € N takové, Ze pro vsechna n € N, n > nq,
a pro vsechna x € (a, b) plati

Lo(R)(x) <2, |La(fo)(x) — 1| < ﬁ
(Ln(B)0) =2 Lo(B)() + Lol )()) < -

odkud mame (pro vSechna n € N, n > ng, a pro vSechna x € (a, b)) nerovnost

ILo(F)(x) — F(x)La(F)(x)] < 20 + K% = 3a.
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(Vn €N, n > m)(vx € (a,b)) : [La(F)(x) — FEILABIG] < 3an  La(B)(x)~1] < 5.

Dikaz Korovkinovy véty — dokonceni.
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(YneN, n> m)(Vx € (a,b)) : |La(f)(x)—F(x)La(fo)(x)| <3, |La(fo)(x)—1] <

8]
-

Dikaz Korovkinovy véty — dokonceni.

Nyni jiz je to snadné, nebot (pro vSechna n € N, n > ng, a pro vSechna x € (a, b))
plati

1La(F)(x) = F(x)| =
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(VneN, n> m)(Vx € (a,b)) : |La(f)(x)—f(x)La(fo)(x)| <3, |La(fo)(x)—1| <

«
-

Dikaz Korovkinovy véty — dokonceni.

Nyni jiz je to snadné, nebot (pro vSechna n € N, n > ng, a pro vSechna x € (a, b))
plati

ILa(F)(x) = £F(x)| = [La(F)(x) =F(x)La(fo)(x) + F(x)La(fo)(x) — F(x)]
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(VneN, n> m)(Vx € (a,b)) : |La(f)(x)—f(x)La(fo)(x)| <3, |Ln(fo)(x)

Diikaz Korovkinovy véty — dokonceni.

Nyni jiz je to snadné, nebot (pro vSechna n € N, n > ng, a pro vSechna x € (a, b))
plati

|La(F)(x) = F(x)] = [La(F)(x) =F(x)Ln(fo)(x) + F(x)La(fo)(x) = F(x)| <
< |La(F)(x) = F)La(R) ()| + [F(x)] - [La(fo)(x) — 1]
<Ba <l <%

e
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(VneN, n> m)(Vx € (a,b)) : |La(f)(x)—f(x)La(fo)(x)| <3, |Ln(fo)(x)

Diikaz Korovkinovy véty — dokonceni.

Nyni jiz je to snadné, nebot (pro vSechna n € N, n > ng, a pro vSechna x € (a, b))
plati

|La(F)(x) = F(x)] = [La(F)(x) =F(x)Ln(fo)(x) + F(x)La(fo)(x) = F(x)| <
< |La(F)(x) = F()La(R) ()| + [F(x)] - [La(fo)(x) — 1] < 4
Ba <l <1

e
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(VneN, n> m)(Vx € (a,b)) : |La(f)(x)—f(x)La(fo)(x)| <3, |Ln(fo)(x)

Diikaz Korovkinovy véty — dokonceni.
Nyni jiz je to snadné, nebot (pro vSechna n € N, n > ng, a pro vSechna x € (a, b))
plati
ILa(F)(x) = £ = |La(F)(x) —F () La(fo)(x) + F(x)La(fo)(x) — f(x)| <
< [La(F)(x) = FO)La(f0)(X) |+ [F(X)[ - |[La(fo)(x) — 1| <4a=e¢,
——

<3a <l <19

0)
(x

coz jsme chtéli dokazat.
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Diikaz Weierstrassovy véty

Bez (jmy na obecnosti Ize pfedpokladat, Ze (a, b) = (0, 1). )
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Diikaz Weierstrassovy véty

Bez (jmy na obecnosti Ize pfedpokladat, Ze (a, b) = (0, 1). )

Definujme posloupnost (B,) C £((0,1)) pfedpisem
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Diikaz Weierstrassovy véty

Bez (jmy na obecnosti Ize pfedpokladat, Ze (a, b) = (0, 1). )

Definujme posloupnost (B,) C £((0,1)) predpisem

Ba(F)(x) = Z F(%) (Z)xk(l — 5.

Je zfejmé, Ze pro kazdou funkci f € C((0,1)) je posloupnost (B,(f)) posloupnosti
polynom (tzv. Bernsteinovy polynomy).

V.
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Diikaz Weierstrassovy véty

Bez (jmy na obecnosti Ize pfedpokladat, Ze (a, b) = (0, 1). )

Definujme posloupnost (B,) C £((0,1)) predpisem

BAF)) = S (4) (Z)xk(l — 5.

Je zfejmé, Ze pro kazdou funkci f € C((0,1)) je posloupnost (B,(f)) posloupnosti
polynom (tzv. Bernsteinovy polynomy).

Promyslete si, ze kazdy z operator(i B, je linearni a nezaporny. J
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Diikaz Weierstrassovy véty

Bez (jmy na obecnosti Ize pfedpokladat, Ze (a, b) = (0, 1). )

Definujme posloupnost (B,) C £((0,1)) predpisem

8,100 = 32 (4) (§ )xta =0

Je zfejmé, Ze pro kazdou funkci f € C((0,1)) je posloupnost (B,(f)) posloupnosti
polynom (tzv. Bernsteinovy polynomy).

Promyslete si, ze kazdy z operator(i B, je linearni a nezaporny. J

Ovéfime-li, Zze na intervalu (0,1) plati

Bn(fo) = fo, Bi(h) = f a By(h) = h,
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Diikaz Weierstrassovy véty

Bez (jmy na obecnosti Ize pfedpokladat, Ze (a, b) = (0, 1). J

Definujme posloupnost (B,) C £((0,1)) predpisem

8,100 = 32 (4) (§ )xta =0

Je zfejmé, Ze pro kazdou funkci f € C((0,1)) je posloupnost (B,(f)) posloupnosti
polynom (tzv. Bernsteinovy polynomy).

Promyslete si, ze kazdy z operator(i B, je linearni a nezaporny. J

Ovéfime-li, Zze na intervalu (0,1) plati
Bn(fo) j fbu Bn(ﬂ) j f]. a Bn(f2) :; f27

dostaneme (z Korovkinovy véty), ze B,(f) = f pro kazdou funkci f € C((0,1)).

Petr Vodstréil (VSB TUO) Proé& jsou polynomy husté?



B.()(x zfos() (1—x)*
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Bernsteinovy polynomy:

avorn = 56 (0o =55 ()eta o
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k=0

Bn(fo)(x Z fo é < > —x) k= i (:>xk(1 — X}k =

= [x—l—(l—x)]n:l
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Bn(fo)(x Z fo é < > —x) k= i (:>xk(1 — X}k =
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Bn(fo)(x Z fo é < > —x) k= ; (:>xk(1 — X}k =
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Petr Vodstréil (VSB TUO) Pro¢ jsou polynomy husté?



= n
B.(f)(x) = Zfz (%) ( >Xk(1 _x)k =
ko K
=%
"k (n ok =k(k—1)(n .
ZZF(k)Xk(l_X) k+z%<k)xk(l_x) E
k=0 k=0
=2 (viz vypocet B,(f1)(x)) Pzc:
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“ n
B.(R)(x) =) £ (¥) ( >xk(1 —x)" k=
;\/—/ k
K2
=4
~ k (n k n—k nk(k—l) ny\ n—k
an<k>x (1-x) —|—Z e P x“(1 = x)
k=0 k=0
=% (viz vypocet B,(f)(x)) Pzc:
" k(k—1
s=y MK )<Z)Xk(1—x)"k
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n—2

n—1, n—2)! o
=TSm0
k=0
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B(H)x) = > (£) (:)Xk(l k=

n—2

n—1, n—2)! o
— R L= =
k=0
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B(H)x) = > (£) (:)Xk(l k=

n—2

n—1, n—2)! o
— R L= =
k=0
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Celkem dostavame

BalB)0) = =+

X2
n
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Celkem dostavame
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Celkem dostavame

_ _ 2
B(f)(x) = > + CA P s
n n
odkud (pro kazdé x € (0,1))
X—X2
|Ba(f2)(x) = o) = | —
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Celkem dostavame

_ 2
BaB)(x) = 5+ T = T
n n
odkud (pro kazdé x € (0,1))
B(£)0) — ()| = X=X < X
2 2 o n 4n

Petr Vodstréil (VSB TUO) Pro¢ jsou polynomy husté?



Celkem dostavame

_ 2
BaB)(x) = 5+ T = T
n n
odkud (pro kazdé x € (0,1))
B.(8)0) — 0l = =X < L Lo
n\ 12 2 — o 4I7 5
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Celkem dostavame

_ 2
BaB)(x) = 5+ T = T
n n
odkud (pro kazdé x € (0,1))
B.(8)0) — 0l = =X < L Lo
n\ 12 2 — o 4I7 5

coz ale znamend, ze B,(f2) = f, na intervalu (0, 1).
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Celkem dostavame

x n-—1 x — x2
BaR)() = % + TR = K2
odkud (pro kazdé x € (0,1))
BAB)0) - 0l = =] < X 5o
L x) — H(x)| = £ = )
2 2 n 4n

coz ale znamend, ze B,(f2) = f, na intervalu (0, 1).

Z Korovkinovy véty tedy plyne, ze

(Vf € C((0,1))) : Bu(f) = f na (0,1).
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Celkem dostavame

x n-—1 X — X
Ba(B)() = % + Tt =+

odkud (pro kazdé x € (0,1))

X*X2

|Ba(f2)(x) — 22(x)| =

n

coz ale znamend, ze B,(f2) = f, na intervalu (0, 1).

Z Korovkinovy véty tedy plyne, ze
(Vf € C({(0,1))): Bu(f)=f na{0,1).

To znamena, Ze ke kazdé funkci f spojité na intervalu (0, 1) existuje posloupnost
polynom, kterd (na (0,1)) stejnomérné konverguje k funkci f
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Celkem dostavame

x n-—1 x — x2
BaR)() = % + TR = K2
odkud (pro kazdé x € (0,1))
BAB)0) - 0l = =] < X 5o
L x) — H(x)| = £ = )
2 2 n 4n

coz ale znamend, ze B,(f2) = f, na intervalu (0, 1).

Z Korovkinovy véty tedy plyne, ze
(Vf € C({(0,1))): Bu(f)=f na{0,1).

To znamena, Ze ke kazdé funkci f spojité na intervalu (0, 1) existuje posloupnost
polynom, kterd (na (0,1)) stejnomérné konverguje k funkci f, coz je ekvivalentni
s tvrzenim Weierstrassovy véty.
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Bernsteinovy bazové polynomy:  p(x) = (0)x*(1 — x)"*

[lustrace pro n = 5:

Na obrazku nize jsou znazornény polynomy
B0 = (1-x)°, B(x) =5x(1-x)*, BR(x) = 10x3(1 - x)?,

Ba(x) = 10x3(1 — x)27 Ba(x) =5x*(1—x) a fe(x)=x"

1 -
0.8
0.6

y
0.4+

0.2

0 T T T T o
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Aproximace spojité funkce Bernsteinovymi polynomy

B, (f)

| Kliknutim na obrazek spustite animaci. |

X
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B-animace.mov
Media File (video/quicktime)

https://am-nas.vsb.cz/vod03/osma/pdf/prednasky/2022/Vodstrcil-animace/B-animace.gif

Aproximace spojité funkce Bernsteinovymi polynomy

Petr Vodstréil (VSB TUO) Pro& jsou polynomy husté?


https://am-nas.vsb.cz/vod03/osma/pdf/prednasky/2022/Vodstrcil-animace/B-animace.gif

Véta (jiny disledek Korovkinovy véty)

Pro kaZdou funkci f € C({a, b)) a kazdé e € R existuje po &dstech linedrni
funkce ¢ € C((a, b)) takovd, Ze ||p — f|| < e.
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Véta (jiny disledek Korovkinovy véty)

Pro kaZdou funkci f € C({a, b)) a kazdé e € R existuje po &dstech linedrni
funkce ¢ € C((a, b)) takovd, Ze ||p — f|| < e.

|

Dikaz
Podobné jako v diikazu Weierstrassovy véty definujme posloupnost
(L,) C L({(a, b)) predpisem

L,(f)(x) = fok ©R(x
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Véta (jiny disledek Korovkinovy véty)

Pro kaZdou funkci f € C({a, b)) a kazdé e € R existuje po &dstech linedrni
funkce ¢ € C((a, b)) takovd, Ze ||p — f|| < e.

|

Diikaz

Podobné jako v diikazu Weierstrassovy véty definujme posloupnost
(L,) C L({(a, b)) predpisem

L,(f)(x) = fok ©R(x

kde x§, x{', ..., x; je ekvidistantni déleni intervalu (a, b) a ¢} € C((a, b)) je
funkce, kterd je na kazdém z intervalt (x" ;,x"), kde i € {1,...,n}, linedrni
a plati pro ni
nromy _ J 1 proi =k,
P = 0 proi# k.
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Véta (jiny disledek Korovkinovy véty)

Pro kaZdou funkci f € C({a, b)) a kazdé e € R existuje po &dstech linedrni
funkce ¢ € C((a, b)) takovd, Ze ||p — f|| < e.

Podobné jako v diikazu Weierstrassovy véty definujme posloupnost
(L,) C L({(a, b)) predpisem

L,(f)(x) = fok

llustrace bazovych funkci ¢} pro n = b: J

11
0.8 1
0.6
7 0.4+
0.2

0 Y f f ¥ ]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X
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Véta (jiny disledek Korovkinovy véty)

Pro kaZdou funkci f € C({a, b)) a kazdé e € R existuje po &dstech linedrni
funkce ¢ € C((a, b)) takovd, Ze ||p — f|| < e.

|

Diikaz

Podobné jako v diikazu Weierstrassovy véty definujme posloupnost
(L,) C L({(a, b)) predpisem

L,(f)(x) = fok ©R(x

kde x§, x{', ..., x; je ekvidistantni déleni intervalu (a, b) a ¢} € C((a, b)) je
funkce, kterd je na kazdém z intervalt (x" ;,x"), kde i € {1,...,n}, linedrni
a plati pro ni
nromy _ J 1 proi =k,
P = 0 proi# k.
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Véta (jiny disledek Korovkinovy véty)

Pro kaZdou funkci f € C({a, b)) a kazdé e € R existuje po &dstech linedrni
funkce ¢ € C((a, b)) takovd, Ze ||p — f|| < e.

Diikaz

Podobné jako v diikazu Weierstrassovy véty definujme posloupnost
(L,) C L({(a, b)) predpisem

L,(f)(x) = fok ©R(x

|

kde x§, x{', ..., x; je ekvidistantni déleni intervalu (a, b) a ¢} € C((a, b)) je
funkce, kterd Je na kazdém z intervald (x” ;,x"), kde i € {1,...,n}, linedrni
a plati pro ni
nromy _ J 1 proi =k,
P = 0 proi# k.

Je jasné, Ze kazdy z operatort L, je linedrni a nezaporny.
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Véta (jiny disledek Korovkinovy véty)

Pro kaZdou funkci f € C({a, b)) a kazdé e € R existuje po &dstech linedrni
funkce ¢ € C((a, b)) takovd, Ze ||p — f|| < e.

Diikaz

Podobné jako v diikazu Weierstrassovy véty definujme posloupnost
(L,) C L({(a, b)) predpisem

L,(f)(x) = fok ©R(x

|

kde x§, x{', ..., x; je ekvidistantni déleni intervalu (a, b) a ¢} € C((a, b)) je
funkce, kterd Je na kazdém z intervald (x” ;,x"), kde i € {1,...,n}, linedrni
a plati pro ni
nromy _ J 1 proi =k,
P = 0 proi# k.

Je jasné, Ze kazdy z operatort L, je linedrni a nezaporny.

Dale je zfejmé, ze (pro vSechna n € N a vSechna x € (a, b)) plati

La(fo)(x) = fo(x), La(fi)(x) = f(x).

Petr Vodstréil (VSB TUO) Pro& jsou polynomy husté?



Na intervalu (a, b) tedy trivialné plati L,(f) = fy a L,(f) = f.

Petr Vodstréil (VSB TUO) Pro& jsou polynomy husté?



Na intervalu (a, b) tedy trivialné plati L,(f) = fy a L,(f) = f.
Zbyvé dokazat L,(f) = f; na (a, b).
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Dikaz.
Na intervalu (a, b) tedy trivialné plati L,(f) = fy a L,(f) = f.
Zbyvé dokazat L,(f) = f; na (a, b).

Neni tézké si rozmyslet, Ze na kazdém z intervald (x]_;,x7), kde k € {1,...,n},
plati

ILa(B)(x) = )| = f(y) + 2R ZBUED (e i

n n
2k = M=
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Dikaz.
Na intervalu (a, b) tedy trivialné plati L,(f) = fy a L,(f) = f.
Zbyvé dokazat L,(f) = f; na (a, b).

Neni tézké si rozmyslet, Ze na kazdém z intervald (x]_;,x7), kde k € {1,...,n},
plati

(x¢) — H(x¢_1)

ILa(B)() — 60| = Ald_g) + 2 (= xf_1) — folx) =

n n
2k = M=

= x (1) = XXy = (x—x¢_1) (X —x)
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Dikaz.
Na intervalu (a, b) tedy trivialné plati L,(f) = fy a L,(f) = f.
Zbyvé dokazat L,(f) = f; na (a, b).

Neni tézké si rozmyslet, Ze na kazdém z intervald (x]_;,x7), kde k € {1,...,n},
plati

ILa(B)(x) = )| = f(y) + 2P ZBUE) (o =

n n
2k = M=

AG ((x—x,g_l) + (xf —X))2

= X hx(xHxg_y) = XXy = (x—x¢_1 ) (i —x) < 5
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Dikaz.
Na intervalu (a, b) tedy trivialné plati L,(f) = fy a L,(f) = f.
Zbyvé dokazat L,(f) = f; na (a, b).

Neni tézké si rozmyslet, Ze na kazdém z intervald (x]_;,x7), kde k € {1,...,n},
plati

(x¢) — H(x¢_1)

ILa(B)() — 60| = Ald_g) + 2 (x = xf_1) — folox) =

n n
2k = M=
2

AG ((x —xP_) + (X — X))

= —XPx(Xf+x0_1)=xxi_y = (x—x{_;)(x¢—x) < 5
(X — X/:Ll)z
- 4

Petr Vodstréil (VSB TUO) Proé& jsou polynomy husté?



Dikaz.
Na intervalu (a, b) tedy trivialné plati L,(f) = fy a L,(f) = f.
Zbyvé dokazat L,(f) = f; na (a, b).

Neni tézké si rozmyslet, Ze na kazdém z intervald (x]_;,x7), kde k € {1,...,n},
plati

(x¢) — H(x¢_1)

ILa(B)() — 60| = Ald_g) + 2 (x = xf_1) — folox) =

X = Xg_q
2
AG [/ (x —x7_ ;) + (x! — x
= X2 x(XP 4P )—xPxP = (x—xP_)(xf—x) < <( k_1)2 (¢ )) =
_ (xk *X£71)2 _ (b—a)?
4 4n2
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Dikaz.

Na intervalu (a, b) tedy trivialné plati L,(f) = fy a L,(f) = f.
Zbyvé dokazat L,(f) = f; na (a, b).

Neni tézké si rozmyslet, Ze na kazdém z intervald (x]_;,x7), kde k € {1,...,n},
plati

(x¢) — H(x¢_1)

L)) = e} = o) + = e xf ) = () =

AG ((X — X))+ (xf — X))Z_

= X hx(xHxg_y) = XXy = (x—x¢_1 ) (i —x) < 5

_ (= xi1)? _ (b— 3)2_

4 4n?

Proto. max. |Ls(£)(x) ~ ()| < (=

2
Xx€E(a, a2
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Dikaz.

Na intervalu (a, b) tedy trivialné plati L,(f) = fy a L,(f) = f.
Zbyvé dokazat L,(f) = f; na (a, b).

Neni tézké si rozmyslet, Ze na kazdém z intervald (x]_;,x7), kde k € {1,...,n},
plati

(x¢) — H(x¢_1)

L)) = e} = o) + = e xf ) = () =

AG ((X — X))+ (xf — X))Z_

= X hx(xHxg_y) = XXy = (x—x¢_1 ) (i —x) < 5

_ (= xi1)? _ (b— 3)2_

4 4n?

Proto max |L,(f)(x) — h(x)| < &2 0
x€(a,b) n
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Dikaz.

Na intervalu (a, b) tedy trivialné plati L,(f) = fy a L,(f) = f.
Zbyvé dokazat L,(f) = f; na (a, b).

Neni tézké si rozmyslet, Ze na kazdém z intervald (x]_;,x7), kde k € {1,...,n},
plati

(x¢) — H(x¢_1)

L)) = e} = o) + = e xf ) = () =

AG ((X — X))+ (xf — X))Z_

= X hx(xHxg_y) = XXy = (x—x¢_1 ) (i —x) < 5

_ (= xi1)? _ (b— 3)2_

4 4n?

Proto. max. |Ls(£)(x) ~ ()| < b2 0 = L,(h)=F na(a,b).

2
x€(a, m
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Dikaz.

Na intervalu (a, b) tedy trivialné plati L,(f) = fy a L,(f) = f.
Zbyvé dokazat L,(f) = f; na (a, b).

Neni tézké si rozmyslet, Ze na kazdém z intervald (x]_;,x7), kde k € {1,...,n},
plati

(x¢) — H(x¢_1)

L)) = e} = o) + = e xf ) = () =

AG ((X — X))+ (xf — X))Z_

= X hx(xHxg_y) = XXy = (x—x¢_1 ) (i —x) < 5

_ (= xi1)? _ (b— 3)2_

4 4n?

Proto. max. |Ls(£)(x) ~ ()| < b2 0 = L,(h)=F na(a,b).

x€(a,b w
Korovkinova véta nam pak dava
(Vf € C({a,b))) : Ln(f) = f,

coz jsme chtéli dokazat. O

Petr Vodstréil (VSB TUO) Proé& jsou polynomy husté?



Aproximace spojité funkce po &astech linearnimi (spojitymi) funkcemi

| Kliknutim na obrazek spustite animaci.

-1 0 1 2
x

Petr Vodstréil (VSB TUO) Pro& jsou polynomy husté?



Lom-animace.mov
Media File (video/quicktime)

https://am-nas.vsb.cz/vod03/osma/pdf/prednasky/2022/Vodstrcil-animace/Lom-animace.gif

Aproximace spojité funkce po &astech linearnimi (spojitymi) funkcemi

Petr Vodstréil (VSB TUO) Pro& jsou polynomy husté?


https://am-nas.vsb.cz/vod03/osma/pdf/prednasky/2022/Vodstrcil-animace/Lom-animace.gif

Aproximace spojité funkce Lagrangeovymi interpolaénimi polyn

Definujme posloupnost (L,) C £((a, b)) predpisem

La(F)(x) = Y F(x)wi(x),
k=0

Petr Vodstréil (VSB TUO) Proé& jsou polynomy husté?



Aproximace spojité funkce Lagrangeovymi interpolaénimi polyn

Definujme posloupnost (L,) C £((a, b)) predpisem
La(F)(x) = Y F(x)wi(x),
k=0

kde x§, x{, ..., x7 je ekvidistantni déleni intervalu (a, b) a w] je polynom stupné n
splfiujici (pro vdechna i € {0,1,...,n})
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Aproximace spojité funkce Lagrangeovymi interpolaénimi polynomy

Definujme posloupnost (L,) C £((a, b)) predpisem

La(F)(x) = Y F(x)wi(x),
k=0

kde x§, x{, ..., x7 je ekvidistantni déleni intervalu (a, b) a w] je polynom stupné n

splfiujici (pro vdechna i € {0,1,...,n})

WI(x") = 1 prol.:k7
0 proi#k.

Neni téZké si uvédomit, Ze

(x—x3)...(x=x7)...(x—x7)

wi(x) = (g =) (g —x7) . (xg

—x)

Petr Vodstréil (VSB TUO) Pro¢ jsou polynomy husté?




Aproximace spojité funkce Lagrangeovymi interpolac¢nimi polyi

I Kliknutim na obrazek spustite animaci.

_1_

| V ptipadé problému zkuste animaci spustit kliknutim na tento text.

(VSB TUO) Pro& jsou polynomy husté?



L-animace.mov
Media File (video/quicktime)

https://am-nas.vsb.cz/vod03/osma/pdf/prednasky/2022/Vodstrcil-animace/L-animace.gif

Aproximace spojité funkce Lagrangeovymi interpolaénimi polyn
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https://am-nas.vsb.cz/vod03/osma/pdf/prednasky/2022/Vodstrcil-animace/L-animace.gif
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T
1
Oscilace fadové 10° .
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https://am-nas.vsb.cz/vod03/osma/pdf/prednasky/2022/Vodstrcil-animace/L-animace.gif

Aproximace spojité funkce Lagrangeovymi interpolac¢nimi polyi
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_14 X

| Kliknutim na obrazek spustite animaci. |

)

V ptipadé problému zkuste animaci spustit kliknutim na tento text.

(VSB TUO) Pro& jsou polynomy husté?



LL-animace.mov
Media File (video/quicktime)

https://am-nas.vsb.cz/vod03/osma/pdf/prednasky/2022/Vodstrcil-animace/LL-animace.gif

Aproximace spojité funkce Lagrangeovymi interpolaénimi polyn
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Jind verze Korovkinovy véty
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Jind verze Korovkinovy véty

Necht (L) je posloupnost nezapornych linedrnich operatorii z prostoru

Coer({(—m,m)) E {f € C({—m, 7)) : f(—m) = f(m)}

do sebe.
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Jind verze Korovkinovy véty

Véta
Necht (L) je posloupnost nezapornych linedrnich operatorii z prostoru
def.
Coer((—m,m)) E{f € C((=m, 7)) : f(—7) = f(n)}
do sebe.

Plati-li
Lo(f) = fo, La(h) = h a Lo(R)=f na(-mm),

Petr Vodstréil (VSB TUO)
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Jind verze Korovkinovy véty

Véta

Necht (L) je posloupnost nezapornych linedrnich operatorii z prostoru

Coer({(—m,m)) E {f € C({—m, 7)) : f(—m) = f(m)}
do sebe.
Plati-li
Lo(fo) = fo, Lo(A)=h a Ly(h)=fh na(—m,m),

kde . ] .
fo(x) s 1, f(x) % cosx a f(x) %l sin X,
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Jind verze Korovkinovy véty

Véta

Necht (L) je posloupnost nezapornych linedrnich operatorii z prostoru

Coer({(—m,m)) E {f € C({—m, 7)) : f(—m) = f(m)}

do sebe.
Plati-li
Lo(f) = fo, La(A)=f a Lo(R)=f na(—mm),
kde
fo(x) s 1, f(x) % cosx a f(x) %l sin X,
pak

L,(f)=f na(—m,m)
pro kazdou funkci f € Cyer((—m, m)).

Petr Vodstréil (VSB TUO) Pro& jsou polynomy husté?



Toto tvrzeni bychom dokazali velmi podobné jako klasickou verzi Korovkinovy
véty. Potrebovali bychom k tomu ale nésledujici lemma. J
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Toto tvrzeni bychom dokazali velmi podobné jako klasickou verzi Korovkinovy
véty. Potrebovali bychom k tomu ale nésledujici lemma.

Lemma

Necht f € Cper((—m,7)). Pak pro kazdé o € R existuje K € R (zdvislé na «)
takové, Ze

| \

(Vx,y € (—=m,m)) : |[f(y) — f(x)] < a+ K(1— cos(y — x)).
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Toto tvrzeni bychom dokazali velmi podobné jako klasickou verzi Korovkinovy
véty. Potrebovali bychom k tomu ale nésledujici lemma.

Lemma

| \

Necht f € Cper((—m,7)). Pak pro kazdé o € R existuje K € R (zdvislé na «)
takové, Ze

(Vx,y € (—=m,m)) : |[f(y) — f(x)] < a+ K(1— cos(y — x)).

Z posledni verze Korovkinovy véty bychom dostali nasledujici tvrzeni. J
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Toto tvrzeni bychom dokazali velmi podobné jako klasickou verzi Korovkinovy
véty. Potrebovali bychom k tomu ale nésledujici lemma.

Lemma

| \

Necht f € Cper((—m,7)). Pak pro kazdé o € R existuje K € R (zdvislé na «)
takové, Ze

(Vx,y € (—=m,m)) : |[f(y) — f(x)] < a+ K(1— cos(y — x)).

Z posledni verze Korovkinovy véty bychom dostali nasledujici tvrzeni. J

Ke kazdé funkci f € Cper({(—m, 7)) existuje posloupnost (T,(f)) trigonometrickych
polynomil, kterd (na (—m,m)) stejnomérné konverguje k funkci f.
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Aproximace spojité periodické funkce trigonometrickymi polynomy

I Kliknutim na obrazek spustite animaci. I

>t T T i
4

= l\)l;] -
»|

I V pfipadé problémi zkuste animaci spustit kliknutim na tento text.

Petr Vodstréil (VSB TUO) Proé jsou polynomy husté?



T-animace.mov
Media File (video/quicktime)

https://am-nas.vsb.cz/vod03/osma/pdf/prednasky/2022/Vodstrcil-animace/T-animace.gif

Aproximace spojité periodické funkce trigonometrickymi polynomy
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|
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