Cody Dock Bridge
pohledem matematiky
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(Matematicko-fyzikalni fakulta UK)
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Cody Dock Bridge

= Novy most v londynské ¢asti Cody Dock, otevien v roce 2022

= Thomas Randall-Page (architekt), Alfred Jacquemot (stavebni inZzenyr); velky
pocet navrhara, inzenyr( a délnikd

Jedna se o velmi originalni konstrukci, ktera za béznych okolnosti slouzi

chodctim a cyklistiim, avSak otocenim o 180 ° vznikne prostor umoznujici

proplouvani lodi.
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Technické parametry:

= Hmotnost je pfiblizné 12 000 kg.

= Most je tvoren dvéma Ctvercovymi ramy o strané délky 5,4 m se zaoblenymi
rohy, které jsou spojeny mostovkou o délce 7,6 m.

= Priotaceni zlstava geometricky stred Ctvercl ve stejné vysce.

m TEZiSté mostu je zhruba ve stejné vySce jako geometricky stfed. Hmotnost
mostovky je vyvaZzena umisténim cca 2500 kg betonu a oceli podél hornich
hran ctverc(.

= Aby se zabranilo prokluzovani mostu béhem otaceni, jsou strany Ctverctl
ozubené. Pri otaceni zuby zapadaji do ocelovych valct umisténych podél
zakrivené drahy.
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Matematicky problém:

Jaky tvar ma mit zakrivenad drdaha, aby geometricky stred Ctverci zistaval ve
stejné vysce?

Diky této vlastnosti je mozné obsluhovat most ru¢né, neni potreba elektricky
pohon.

Most je natolik netradi¢ni, Ze ziskal ocenéni Bridges Design Award.

Nachazi se na fece Lea, kterd prameni v jihovychodni Anglii a v Londyné se vléva

do Temze.
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Kola a vozovky

= Predpokladejme, Ze ,kolo“ ma v polarnich souradnicich rovnici r = r(8),
priCemZ tézisté je v poCatku soustavy souradnic (ve skutecnosti miZe jit o
libovolny pevné zvoleny bod v soustavé souradnic spojené s kolem, ne nutné
uvnitr kola).

v vewv

stejné vySce. Necht bod na hranici kola, ktery ma polarni souradnice (6, r(6)),
se dotkne vozovky v bodé (x(0), y(0)). Pak 8 (x(6), y(0)) je parametrizace
vozovKky.

m Pocatecni podminka: x(-7t/2)=0. Funkce y bude obvykle zaporna.

r=r(0)

(x(6), y(6))

| | |
0 4 8

m TEZisté zOstava ve stejné vysce: y(6) = -r(0)
= Kolo se vali bez prokluzovani: f_emz X (t)?+y(t)? dt= fm \r(@)?+r(a)* da

Derivovanim ziskame
y'(6)=-r(6),

X'(6)* + y'(6)* =r(6)* +r'(6)?,
tedy:

x'(6)*=r(6),

X'(6)=r(0).

Vysledek:  x(6)=[° r(t)dt, ¥(6) = -r(6).
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P¥iklady

= Kolo ve tvaru jednotkového kruhu: r@)=1= x(0)=6+ LZT,
y(6)=-1 (pfimkay=-1)

= Kolo ve tvaru pfimky y = -1: r(6)=-——, 8e(-, 0)

sing’

0 ol \ .
2 -2r
4t 4l
6 -6

-5 0 {-"; -5 0 5
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2 -2r
4t 4l
-6 -6

-5 0 23 -5 0 5

1

Assuming[{—rr<0<0},fG - dlt]

-2 Sin[t]

—Log[—Tan[g”
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1

ParametricPlot[{—Log[—Tan[g]], }, {9, —n’,O}]

Sin[6]

Jde o obracenou rfetézovku y = —cosh x.

Dtlikaz. Oznacime-li x = -log(-tg(6/2)), y = Si—rl‘e, pak
_ _ _e‘X+eX _ _—tg(9/2)—cotg(0/2) _ 1 (sin(6r2) cos(@2)\_ 1 _
cosh x = 2 2 T2 (cos(e/Z) + sin(9/2))_ sne _V*

Tento vysledek objevil James Clerk Maxwell ve véku 18 let.
J. C. Maxwell, On the theory of rolling curves, Trans. Royal Soc. Edinb. 16 (1849),
519-540.

Ve kterych bodech ma primka smérnici £1?

Derivace cosh je sinh, jde tedy o body x = arcsinh(z 1). Pokud v téchto bodech
napojime dalsi posunuté oblouky retézovek, dostaneme vozovku pro ctvercové
kolo.

——

0 sinh™"1 3 sinh™"1 5 sinh™"1

Toto pozorovani ucinil Gerson B. Robison.
G. B. Robison, Rockers and rollers, Math. Mag. 33 (1960), 139-144.
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Model na Macalester College (Stan Wagon):

Viz téZ https://www.wolframcloud.com/obj/41f348ef-52f8-4e81-9a26-
a25ea21115fc.

Kruhova verze v National Museum of Mathematics (New York City,
http://momath.org)
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Dalsi priklady kol a vozovek (L. Hall, S. Wagon, Roads and wheels, Math. Mag. 65
(1992), 283-301):

position on x-axis m

o

road shape | 3-loop cosine

road equation: cos(x) - Y10

Problém s trojuhelnikovym kolem: kolize s vozovkou!
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Ctverec se zaoblenymi rohy

Jak vypada vozovka pro ¢tverec se zaoblenymi rohy?

UvaZujme Ctverec o strané délky 2 jednotky se stfedem v pocatku. Zaoblené rohy
jsou &asti kruznic o poloméru b (v pfipadé mostu b = 0,25). Oznalime b=1-b.
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Cést vozovky, které se kolo dotyka svou rovnou &asti, je opét fetézovka

y =-cosh x.

Ve 4. kvadrantu jde o ¢ast, kterd odpovida dhlim 6<[-Z, -B(b)], kde

B(b) = arccotg b. Tato ¢ast ma délku b a konéi v bodé&, jehoZ x-ova soufadnice je
arcsinh b.

Jaky tvar vozovky odpovida zaoblené ¢asti? Zaobleny roh ve 4. kvadrantu
odpovida Ghlim 6 e[-B(b), B(b) - Lzr] a v polarnich soufadnicich ma rovnici

(6)= Y2 Bcos(Z +6) + (b7 -2B" sin(Z + 6)".
Plati tedy
x(6) =arcsinh b + f;(b) r(p)dp
=arcsinh b + f;(b) ( \E Ecos(f +p)+ \/bz _2F° sin(§ +p)2)dlp

=arcsinh b + f_eB(b) (acos(’—; +p)+b \/l—ﬁzsin(g +p)2)cﬂp,

kde a= v2 b, B= \2 bIb.
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K dalSimu vypoctu potrebujeme elipticky integral 2. druhu:
E(¢p| m)=[l1-msin’t dt.

ProtoZe cos(ﬁr +p) = L= md primitivni funkci =222 3 \/1 -3 sin(’—; +p)’

g g

ma primitivni funkci E(%r +p | pB?), dostavame

x(6) = arcsinh b + % (sin 8+ cos 6 - sin(-B(b)) - cos(-B(b))) +

b(E(% +6 | B*)-E (5 - B(b) | B%))=

—arcsinh b+ b (cos 6+sin 6) + —22— + b (E(6+ z

=
1+b 4

i) " E(gr - B(b) %))

Mame Cast vozovky s parametrizaci 8 (x(6), -r(6)). Zbyvajici Cast ziskame
vyuzitim symetrie:

e I

05
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Souvisejici tloha

v vewv

ale vné kruhu?
Uvazujme kruh o poloméru 1 se stfedem v bodé (0, y,), kde yo <-1.

-1 0 1
Rovnice kola v polarnich souradnicich je komplikovana, pouZijeme parametrické

vyjadreni g(t)=(sint, y, - cost).

Je znamo: Pro kolo s parametrizaci g(t) = (g.1(t), 9»(t)), t =20, ma prislusna vozovka
parametrizaci

X(t) — J391($)92'(5)-91'(5)92(5) CﬂS, y(t) —_ ,gl(t)z + 92(t)2 )

91(5)*+ga(s)?

Tedy v nasem pfipadé

1-yycoss 2
t)= —cﬂs, t)=—14/1 -2 cost.
x(t)= i y(t)==1+¥5 -2,

1-y0Cos|[s]

FullSimplify[[ ds,yo0 < -1]
41+4y02-2y0Cos[s]
S 4y0 S 4y0
—((—1+y0) Elliptice[ -, -—y])+ (1+y0) EllipticF[ -, -—y]
2 (-1+y0)? 2 (-1+y0)?
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Ruéni vypocet integralu:
Najdeme primitivni funkci. Substituce s = 7 - u:

__l-ypcoss j 1-yosinu du

N1+ 2y0coss V1+yg-2ypsinu
V Citateli i ve jmenovateli vytkneme koeficient u funkce sinus. Dostaneme
L+yo’ Yo
& |20 gy kde B=-2,y= O=4/-7.
yy+sinu ’ B Yo’ 4 =2y’ 2

B+sinu

LY pozl07ime na LELL = 4y +sinu a ,kdea=8-vy.
\/ y+sinu yy+sinu \/ y+sin u’

Pozorovani:

2

Vywsinu = [Ty =(eos(G) =)} = 1y f1-
Potfebujeme tedy vypoditat

Zsm(4 ;’)2 1

25|n

1+y

Primitivni funkce lze vyjadrit pomoci eliptického integralu 2. druhu



prezentace.nb | 15

E(p| m)= f0¢\jl -msin’t dta eliptického integralu 1. druhu
F(¢ | m)=[P(1-msin*t) " dt.

Dostaneme

) 1+yE(14‘-

L)
l+y :

Vzpomeneme si, Ze primitivni funkci je potfeba vynasobit 6, a ze u = g -s:

=)=

u
2

2 -2a T u
Z) 422 flz
1+V) \/1+y 4 2

) i o

4 Yo ) (S 4 Yo
A )y (14 y,) F(S | -2
(1-yo)? (1+¥0) F3 (1-yo)?

1-))COS S [ s
— =2 1 E(=
N 1+y2-2yocoss ds 6( ty (2

(1-yo) E(3

Tato primitivni funkce nabyva hodnoty 0 pro s =0. Tedy parametrizace kfivky je

x(O)=1-yo) E(5 | 5255 )+ @4y F(5 | -52%5),  v(O=-y1+y5-2y5cost.

Souvislost s Cody Dock Bridge:

Césti vozovky, kterych se dotykaji zaoblené rohy, jsou ¢asti pravé nalezené
krivky.
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Potize s trojuhelnikem

Hall a Wagon zjistili, Ze trojuhelnikové kolo se ve skutecnosti nemiZe pohybovat
po vozovce sloZzené z fetézovek, protoze vrchol narazi do vozovky. Tento
problém se da vyresit zaoblenim roh.

-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

roll

number of sides | 3 ﬂjﬂ
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Pro trojuhelnik, jehoZ strana ma délku 2 jednotky, je potreba vzit zaoblené rohy
o poloméru minimalné 0.0831. Nalezeni této hodnoty predstavuje zajimavy
optimalizacni problém:

= Pro libovolny polomér zaobleni zkontrolujeme vSechny polohy kola na
vozovce, abychom zjistili, zda dojde ke kolizi.

= Najdeme minimalni polomér, pro ktery nedochazi ke kolizi.

Polomér zaobleni 0:

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Polomér zaobleni 0.05:

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
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Polomér zaobleni 0.08:

-1.00

-1.02

-1.04

-1.06

-1.08

-1.10

-1.12 :

0.70

0.75

0.80

0.85
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Zavér

Retézovka popisuje tvar zavédeného fetézu/vlakna.

Lana u visutych mostd nemaiji tvar retézovky, ale paraboly (hmotnost mostovky
neni zanedbatelna).

Cody Dock Bridge je pravdépodobné prvni most na svété, pfi jehoz konstrukci se
uplatnila fetézovka a eliptické integraly.
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