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o ukazeme moznost konstrukce globalnich fazovych portrétd a vyhody/nevyhody jejich vyuZiti
na jedné konkrétni jednoduché diferencialni rovnici 2. ¥adu, tzv. Duffingové rovnici

o Duffingovy diferencialni rovnice jsou charakteristické polynomialnimi nelinearitami a objevuji
se Casto po aproximaci nelinearit Taylorovymi polynomy riznych stupni
o typickym pfikladem je rovnice matematického kyvadla

"+ %sin(p:O,

kde po aproximaci sinu pomoci Taylorova polynomu 3. stupné se sttedem v 0 dostavame
jednu z Duffingovych rovnic

n ., 9 g 3
To— = -0
‘P"FZ‘P 6290

@ my se budeme vénovat Duffingové rovnici
' —z4+2° = 0,

kterd se objevi pfi modelovani pohybu nasledujici mechanické soustavy



mz" + g(z) = F(t) ‘

F reprezentuje vnéjsi sily, tj. buzeni soustavy

g reprezentuje ,vnitfni* sily — silu zplisobenou
tuhosti ohybaného pasku a sily magnetického
pole — zavisi na poloze télesa, tj. souradnici z
analyticky vztah pro silu pasobici na téleso v
konkrétnim misté v magnetickém poli
permanentnich magneti nelze najit — pokud vim
pouzivaji se napf. numerické simulace ve
vhodnych softwarech k uréeni priibéhu funkce g

. pohybova rovnice

—g(z) ... restoring force

G(m):/ g(s)ds

potencidlni energie



mz” + g(z) = F(t) ‘ ... pohybova rovnice

g —g(z) ... restoring force

0s i 15 2 G(m) = / g(s)ds

0

potencidlni energie




maz' — az + bz® = F(t) ‘ ... pohybova rovnice

g g(z) ~ —az + bz®

Duffingova rovnice

b
G(z) = —gmz—&—zm‘l—&—c

“double-well” nebo “bistable” potential




@ soustfedme se déle na nebuzenou soustavu = F(t) =0

2" =z — 28 (DR)

o fedeni rovnice (DR) Ize popsat pomoci Jacobiho eliptickych funkci — téZko se s nimi pracuje
@ pouzijeme jiny zpusob ke zjisténi, jak se soustava pohybuje pfi danych pocatecnich
podminkach — misto o Fedeni rovnice (DR) se budeme zajimat o jejich fazové trajektorie
@ rovnovazné stavy?
o selsky rozum: pravé 3 rovnovazné stavy

*

z] =0, z3 >0, z; <0

e matematika: rovnovazny stav = ,nic se nehybe" — odpovid4 konstantnimu FeSeni rovnice (DR)
z(t) := z* € R je ¥edeni rovnice (DR) <= 0 = z'(t) = z* — (z*)°, a proto

* * *
z, =0, z, =1, T3 — —1



"

2 =z —2° (DR)

@ vime, Ze rovnovazné stavy (ekvilibria) jsou 2} =0, 2z =1, 2§ = —1

@ pro predstavu, jak se soustava pohybuje pfi riznych pocatecnich polohach zg a rGznych
pocatecnich rychlostech vg pouzijeme numerické simulace

@ pro riiznad zg, vo numericky Fesime pocateéni Glohy

"

" =z —2% 2z(0) = =zo, 2'(0) = v(0) = vo

a ve fazové zv-roviné vykreslujeme body (z(t),v(t)) v jednotlivych &asech ¢ — dostaneme
kfivky, kterym se ¥ika fazové trajektorie odpovidajicich feseni rovnice (DR)

Sipky znazorfiuji, jak se body (z(t), v(t)) pohybuji po
kFivkach se zvysujicim se ¢asem t

Cervené trajektorie se nazyvaji homoklinické trajektorie
... sméFuji do a vychazeji ze stejného ekvilibria pro
t—+ +ooat— —©

Cervena trajektorie je tzv. sepatrix — oddéluje ve fazové
roviné oblasti v nich se trajektorie chovaji riizné

definuji se rtizné typy ekvilibrii ... zalezi na chovani
trajektorii v jejich okol{

ekvilibrium z] = 0 je typu sedlo

ekvilibria :0513 = =1 jsou typu sti¥ed

Je to spravné? Miizeme ,,néjak dokazat“ alespoi néco z toho, co jsme zjistili pomoci
numerickych simulaci?
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2 =z — 23 (DR)

o fedeni rovnice (DR) na intervalu I ... skaldrni funkce z: I — R

o z* € R je ekvilibrium <= z(t) := z* je fedeni rovnice (DR) <= z* — (z*)3 =0

' = (0S)
v=z—23%
o feseni soustavy (DS) na intervalu I ... dvojice funkci (z,v), kde z,v: I — R
@ z* € R je ekvilibrium rovnice (DR) <= z(t) := z*, v(t) := 0 je FeSeni soustavy (DS)
v1 = f1(y1,92) ()
Yz = f2(y1,92)
o fedeni soustavy (S) na intervalu I ... dvojice funkei (y1,v2), kde y1,y2: I = R
o y1(t) := 1y, y2(t) := y3 je Fedeni soustavy (S) <= y7,y; € R spliuji
fi(viv3) =0, fa(vtv3) =0 (1)

Definice. Bod Y* = (y},y3) se nazyva ekvilibrium (stacionarni bod, bod rovnovahy) soustavy
(S), jestlize plati (1).



¥y = fi(v1,92)
¥y = fa(v1,92)

(S

Definice. Bod Y* = (y],y3) se nazyva ekvilibrium (stacionarni bod, bod rovnovahy) soustavy
(S), jestlize plati f1 (y;,y;) =0af2 (yi‘,yg) =0.

Diisledek 1. Necht f1, f2 € C*(R?), bod Y* € R? je ekvilibrium soustavy (S) a necht

Of1(y1,92)  Of1(y1,y2)

J(y1,y2) = o Ovz
! ’ 8fa(y1,92)  Of2(y1,y2)
dy1 Oy2

Potom plati:

(1) M3&-li matice J(Y*) redlna vlastni &isla A1 < 0 < Xa, pak je ekvilibrium Y* soustavy (S)
typu sedlo.

2) Jestlize Y* = (y1,0), matice J(Y*) m3 vlastni &isla A1,2 = +iu (u > 0) a plati
1 )

fi(yr, —v2) = —f1(y1,92), fa(y1,—vy2) = fa(y1,y2) foryi,y2 €R,

pak je ekvilibrium Y* soustavy (S) typu stfed.



o ekvilibria jsou 27 =0, 2} =1, =

w*
Il
|

=

¥y = fi(y1,92)
Yy = f2(v1,92)

o (DS) je specidlni ptipad (S), kde fi(y1,v2) = v2, f2(y1,v2) = y1 — yf

@ Jacobiho matice
0 1
J(yl,yz) = (1 _ sy% 0)

je ekvilibrium rovnice (DR)

Y* = (z7,0) = (0,0) je ekvilibrium soustavy (DS)

7R

(DR)

(DS)

(S

J(Y) = (2 [1)) ma vlastni &isla A1 =1, Ao = —1

Disledek 1 —> Y7* je sedlo = z] je sedlo



o ekvilibria jsou 27 =0, 2} =1,

w*
Il
|

=

¥y = fi(v1,92)
¥y = f2(v1,92)

o (DS) je speciélni pfipad (S), kde f1(y1,v2) = va, f2(y1,92) =91 — 93
0 1
T(vnv2) = (1 - 3y? 0)

jsou ekvilibria rovnice (DR)

Y3 = (23 3,0) = (£1,0) jsou ekvilibria soustavy (DS)

@ Jacobiho matice

J(Y53) = (_02 é) ma vlastni &isla A1,z = £iv/2

Disledek 1 = Y'5 jsou stfedy = z7 5 jsou stfedy

(DR)
(DS)
(S)
o~ 2
N =/ =z



@ mame , dokdzdno"

e nas$ ,predpokladany* fazovy portrét vytvoreny na zakladé numerickych simulaci mame
lokalné spravny
@ otadzkou nyni je: Jak to propojit? Jak se chovaji trajektorie ,,daleko" od ekvilibrii?

@ existuje spousta moznosti ... naptiklad
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o' =z —2° (DR)

Jak zjistit, kterd moznost je spravna? Existuje nékolik postupl, zejména:
(A) Rovnice (DR) popisuje konzervativni systém, a proto
e odpovidajici soustava je
7
r =v
’U’ = — $3

o fazové trajektorie jsou ,¢astmi* integralnich k¥ivek diferencidlni rovnice 1.fadu

dv. =z — z3
de v
které je mozné diky konzervativnosti systému jednoduse analyticky popsat ... jsou dany implicitné
rovnici 1 1
2 2 4
= ——z —z” = konst
2 2 + 4

o jinymi slovy, celkové energie soustavy je podél Fedeni rovnice (DR) konstantn{
(B) Sestrojit globalni fazovy portrét

e pouzijeme projekci na tzv. Poincarého sféru

Ukazeme, jak je mozné sestrojit globalni fazovy portrét rovnice (DR)



@ uvazujeme vzajemné jednoznacné zobrazeni mezi body zv-roviny a body lezicimi na horni
hemisféfe dané vztahy

T v 1
Vita? 02 Vit +07 VI+a2 407

o ( z'7

) 2 o (F.5)

o pocatek (0,0) roviny odpovid severnimu pdlu sféry

@ body na rovniku sféry odpovidaji ,nevlastnim boddm" roviny, tj. smériim v zv-roviné



Jak se zobrazi poloptimky v = 0, v = 1, a parabola v = /z ?







@ vySetiime chovani trajektorii v @v-roviné, které jsou ,daleko" ve
sméru osy v

@ zobrazime vektorové pole ze sféry na zz-rovinu ,ptilepenou ke sfére
v bodé (0,1, 0)

@ z transformaénich vztahii dostaneme soustavu

! 4 2 2.2

4 T —2 — z

13 3
2z =z%z — 2y

@ vysetiime chovani trajektorii této soustavy alespon lokalné, v okoli
bodu (0, 0)

@ pro tuto soustavu lze vSechny trajektorie analyticky popsat

YAE

@ ziskané trajektorie zobrazime zpét na sféru



@ vysetfime chovani trajektorii v zv-roving, které jsou ,daleko" ve
sméru osy =

@ zobrazime vektorové pole ze sféry na vz-rovinu ,pFilepenou” ke sfére
v bodé (1,0, 0)

@ z transformacnich vztahii dostaneme soustavu

o = —'u27,2 +22 —1
Par—

@ vySetiime chovani trajektorii této soustavy alespoil lokalné, v okoli
bodu (0, 0)

@ pro tuto soustavu lze vSechny trajektorie analyticky popsat

|

@ ziskané trajektorie zobrazime zpét na sféru

[} = =




Fazovy portrét rovnice "’ =z — ¢
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Globalni fazovy portrét rovnice z// =z — =
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