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6
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6
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= 1.64493406584822643697241516647935852256522832345734651044022 . . .
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Pokusime se tento jev vysvétlit. )
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Gunter M. Ziegler
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KAPITOLA 6: KDE VZNIKA MATEMATIKA

Eo T s, Blodl g
ottt ot et st

= 1,644 934 066 848 226 436 472 415 166 646 025 189 2

L+ tat=l

Pokud budeme séitat jen ,kone¢né daleko®, nevyjde nim
=, ale mensi ¢&slo. Napiiklad mezisoucet prvniho tisice
zlomkii, budeme-li dévat pozor, aby poéita¢ pracoval s do-
state¢nou presnosti, bude

(L3 e L) U L E
1 B 4 +" 16 5+ar~+.‘7+m+ *14100001)

= 1,644 933 066 848 726 436 305 748 499 979 391 855 8¢

Prvnich pét mist je zde uz spravné. Fakt, Ze Sesté misto je

$patné, nds nemusi piekvapit: pfi ni zlomkii se sprav-
nému kone¢nému vysledku blizime jen velmi pomalu, to je
zndmd véc. Ze viak sedmé, osmé, devité, desité, jedendcté
a dvandcté misto mezisouctu je opét sprvné, to uz piekva-
pujici je! Skute¢nost, Ze chyby se vyskytuji pfiblizné na Ses-
tém, dvanictém, osmndctém atd. misté a velikost chyby
je také celkem systematickd, pfi¢emz zde hraji dilezitou
roli Bernoulliho ¢isla 0, -1, &+, 0, -+, 0, %, ..., se nedd pfi
pocitani ru¢né nebo pouhym okem poznat. Nepovedlo se
to ani tak vynikajicim poctdftim jako Euler, Gauss nebo
Riemann, ale az modernimu po¢itaci, ktery md slozitou
matematiku k dispozici ve formé softwaru.

Formulovat a dokdzat jako matematicky zdvér to nako-
nec ale presto musi matematik s papirem a tuzkou. Jako
prvnim se to podafilo bratriim Jonathanovi a Peteru Bor-
weinovym spole¢né s Karlem Dilcherem, nékolik let poté,
co tento jev na pocitadi objevil Roy D. North.
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olzova véta

Necht (a,) a (b,) jsou redlné posloupnosti splfiujici

@ lima, =limb, =0, nebo lim |b,| = +oo,
@ (by) je ryze monotdnni,

- Aa ant1—an 7 0
@ lim N (— lim b b) existuje.

Pak
fim 2 = jim 22
b, Ab,
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Stolzova véta

Necht (a,) a (b,) jsou redlné posloupnosti splfiujici

e lima, = lim b, = 0, nebo lim |b,| = +oo,

@ (by) je ryze monotdnni,

. Aa T ani1—an . .
@ lim N (— lim b b) existuje.

Pak

fim 2 = jim 22
im o> = lim 75

o
| A

Diikaz

Byl proveden v seminafi OSMA dne 16.4.2024. Rukopis je dostupny na webovych
strankach seminare http://am.vsb.cz/osma. O

A\
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Dokazme Stolzovu vétu v pfipadé, Ze lima, = lim b, = 0 a (b,) je klesajici. J
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Dokazme Stolzovu vétu v pfipadé, Ze lima, = lim b, = 0 a (b,) je klesajici.

Vse plyne z nasledujiciho pomocného tvrzeni: |
Necht lim a, = lim b, = 0 a posloupnost (b,) je klesajici. Déle necht pro ng € N a o € R

plati

Aa,
> :
(Yn €N, n > no) Abn_a

Pak
(VneN,n>mp): — <o

10.-12.6.2024 5/24
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DokaZzme Stolzovu vétu v pfipadé, Ze lim a, = lim b, = 0 a (b,) je klesajici.

e

Vse plyne z nasledujiciho pomocného tvrzeni:

Lemma

Necht lim a, = lim b, = 0 a posloupnost (b,) je klesajici. Déle necht pro ng € N a o € R
plati

n

Aa,
> : <
(Yn €N, n > no) Ap S @

Pak R
(VneN,n>no): — < a.

Diikaz.

Necht n € N, n > ng, je dano.

| °~
=
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Lemma

Necht lim a, = lim b, = 0 a posloupnost (b,) je klesajici. Déle necht pro ng € N a o € R
plati

n

Aa,
> : <
(Yn €N, n > no) Ap S @

Pak R
(VneN,n>no): — < a.

Diikaz.

Necht n € N, n > ng, je dano. Uvazujme dale libovolné m € N, m > n.
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=
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DokaZzme Stolzovu vétu v pfipadé, Ze lim a, = lim b, = 0 a (b,) je klesajici.

-

Vse plyne z nasledujiciho pomocného tvrzeni:
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Aa,
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(Yn €N, n > no) Ap S @

Pak R
(VneN,n>no): — < a.

Diikaz.

Necht n € N, n > ng, je dano. Uvazujme dale libovolné m € N, m > n. Z predpokladi

plyne, Ze pro kazdé i € {n,...,m — 1} plati 22 < a.

| °~
=
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DokaZzme Stolzovu vétu v pfipadé, Ze lim a, = lim b, = 0 a (b,) je klesajici.

-

Vse plyne z nasledujiciho pomocného tvrzeni:

Lemma

Necht lim a, = lim b, = 0 a posloupnost (b,) je klesajici. Déle necht pro ng € N a o € R
plati

n

Aa,
> : <
(Yn €N, n > no) Ap S @

Pak R
(VneN,n>no): — < a.

°
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Dikaz
Necht n € N, n > ng, je dano. Uvaiujme daéle libovolné m € N, m > n. Z predpokladu
plyne, Ze pro kazdé i € {n7 .. — 1} plati £ A"' < a. Posloupnost (by) je klesajici, a
proto pro kazdé i € {n,...,m— 1} plati nerovnost Aa; > aAb;. Odtud
m—1 m—1 g
ZAa, >a > Ab = ap—an > albn — b)) =5 —a, > —ab, 2F " <a.

b,

= i=n
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Uvazujme (konvergentni) fadu
oo
> 7
2
i=1
v 2 s 7 . L4 v 7z v 7 Vo
se souCtem s = % a odpovidajici posloupnost jejich EasteCnych soucti

n
1
a=3 5.

i=1

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami



Uvazujme (konvergentni) fadu
o0
>
— 2
i=1
7_(2

se souCtem s = % a odpovidajici posloupnost jejich EasteCnych soucti

1
S”ZZTz'

i=1

Podle definice sou¢tu fady plati s, — s, tj. (s —s,) — 0.
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Uvazujme (konvergentni) fadu
oo
> 7
2
i=1
v 2 Ve 7 . L4 v 7z v 7 Vo
se souCtem s = % a odpovidajici posloupnost jejich EasteCnych soucti
n
1
Sp — E ==,
n : I2
i=1

Podle definice sou¢tu fady plati s, — s, tj. (s —s,) — 0.

Pokusme se zjistit, jak rychle rozdil (s — s,) konverguje k nule.
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Uvazujme (konvergentni) fadu
o0
>
— 2
i=1
7_‘,2

se souCtem s = % a odpovidajici posloupnost jejich EasteCnych soucti

n

1
a=3 5.

i=1

Podle definice sou¢tu fady plati s, — s, tj. (s —s,) — 0.

Pokusme se zjistit, jak rychle rozdil (s — s,) konverguje k nule. J

S pouzitim Stolzovy véty (a s vyuzitim rovnosti As, = ﬁ) dostaneme

n+
s—s A(s —sp) e
lim (s — s,) = lim == = lim =" — lim — """ — |im —1.
E A7) sl h
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Rovnost lim n(s — s,) = 1 znamen3, Ze se rozdil

(s — sn) pro velkéd n € N chova podobné jako 1.
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Rovnost lim n(s — s,) = 1 znamen3, Ze se rozdil

(s — sn) pro velkd n € N chova podobng jako 1.

Vztah lim n(s — s,) = 1 si Ize navic prepsat do tvaru

1
Iimn<s—s,,——> =0,
n

ktery ndm Fika, Ze vyraz (s — s, — 1) konverguje k nule fadové rychleji nez 1.
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Rovnost lim n(s — s,) = 1 znamen3, Ze se rozdil

(s — sn) pro velkd n € N chova podobng jako 1.

Vztah lim n(s — s,) = 1 si Ize navic prepsat do tvaru

1
Iimn(s—s,,—) =0,
n

ktery ndm Fika, Ze vyraz (s — s, — 1) konverguje k nule fadové rychleji nez 1.
Proto je rozumné spoditat (opét pomoci Stolzovy véty) nasledujici limitu:
. 1 . G—g, =1 - A(s—s,— 1
lim n? <s—s,,—):hm f L — |im ( f ”):
1 1 1
L TE A ta . n 1
i ™ n+
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Rovnost lim n(s — s,) = 1 znamen3, Ze se rozdil

(s — sn) pro velkd n € N chova podobng jako 1.

Vztah lim n(s — s,) = 1 si Ize navic prepsat do tvaru

1
Iimn(s—s,,—) =0,
n

ktery ndm Fika, Ze vyraz (s — s, — 1) konverguje k nule fadové rychleji nez 1.
Proto je rozumné spoditat (opét pomoci Stolzovy véty) nasledujici limitu:
. 1 . G—g, =1 - A(s—s,— 1
lim n? <s—s,,—):hm f L — |im ( f ”):
1 1 1
L TE A ta . n 1
i ™ n+

Posledni vztah Ize prepsat do tvaru lim n? (s — & — L 217) =0.
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1 1 1 1
I (= e ot smaeE e - n(n+1) 1
— . — ——
P 6n>+6n+2 6

To znamen4, Ze lim n? (5 — Sy — % + ﬁ — # 0.

Petr Vodstréil (VSB-TUO)
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1 1 1
N GV s S s A T n(n+1) 1
= lim = lim -
(,,_.]_'1)3 3 6n2 +6n+ 2 6
To znamend, Ze lim n® (s—sn—%—kﬁ— #) —0. J

Nékolikandasobnym opakovanim stejného postupu dojdeme k zavéru, ze

E 7 1 1 1 1 _
limn" (s —sn — % + 302 — g5 + 305 — 327) = 0-
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1 1 1
i (D% il + 0t s e n(n+1)

= lim
1 2
o 6r2+6n+2
oy 3 (e o 1 1 1) _
To znamend, ze limn (5 Sn— %+ 32 6,,3) =0.

Nékolikandasobnym opakovanim stejného postupu dojdeme k zavéru, ze

E 7 1 1 1 1 _
limn" (s —sn — % + 302 — g5 + 305 — 327) = 0-

Podrobnéjsi analyzou bychom ukazali, Ze pro kazdé n € N plati

1 1 1 1 1 1 1 1
Bt e e ) EEE L e )
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1 1 1
i (D% il + 0t s e n(n+1)

= lim
1 2
o 6r2+6n+2
oy 3 (e o 1 1 1) _
To znamend, ze limn (5 Sn— %+ 32 6,,3) =0.

Nékolikandasobnym opakovanim stejného postupu dojdeme k zavéru, ze

E 7 1 1 1 1 _
limn" (s —sn — % + 302 — g5 + 305 — 327) = 0-

Podrobnéjsi analyzou bychom ukazali, Ze pro kazdé n € N plati

=3+t abr ) S (5= 4 bt ade).
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Co jsme to ted provadéli?

Ve spojité verzi to velmi dobfe zname.

Hrajeme si s fadami



Co jsme to ted provadéli?

Ve spojité verzi to velmi dobfe zname. UkaZzme si to na p¥ikladé f(x) = sinx a x — 0.
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Co jsme to ted provadéli?
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R (I B
“\" " n 2n2  6n3 30m°)°

Tu Ize pak pouzit k numerickému vypoctu souctu nasi rfady s velkou presnosti.

) prepiseme do tvaru

Secteme-li 100 ¢lenli nasi fady, dostaneme vysledek 1.63498390018489286507. . .,
ktery se od presného vysledku 1.64493406684822643647. . . |ii témé&F o 155.

VyuZijeme-li vySe uvedené priblizné rovnosti, dostaneme (po secteni 104 Eisel)

gol 1 11 11 1
T2 1002 ' 100 2-1002 ' 6-1003 30 100°
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Numericky vypocet souctu rady

Nejprve si pribliznou rovnost s, = (s — = + 55 — = +

R (I B
“\" " n 2n2  6n3 30m°)°

Tu Ize pak pouzit k numerickému vypoctu souctu nasi rfady s velkou presnosti.

) prepiseme do tvaru

Secteme-li 100 ¢lenli nasi fady, dostaneme vysledek 1.63498390018489286507. . .,
ktery se od presného vysledku 1.64493406684822643647. . . |ii témé&F o 155.

VyuZijeme-li vySe uvedené priblizné rovnosti, dostaneme (po secteni 104 Eisel)

goel 111 11 1
T2 1002 ' 100 2-100% = 6-1003 30-1005

= 1.64493406684822619841 . ..

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6. 2024



Numericky vypocet souctu rady

. . v v - _ l L _ i 1 v v
Nejprve si pribliznou rovnost s, = (s stz —gnt —30,15) prepiseme do tvaru

ool 111
“\" " n 2n2  6n3 30m°)°

Tu Ize pak pouzit k numerickému vypoctu souctu nasi rfady s velkou presnosti.

Sec¢teme-li 100 ¢lent nasi rady, dostaneme vysledek 1.63498390018489286507. . .,

ktery se od presného vysledku 1.64493406684822643647. . . |ii témé&F o 155.

VyuZijeme-li vySe uvedené priblizné rovnosti, dostaneme (po secteni 104 Eisel)

g2l 111 11 1
12 0 92 1002 100 2-1002  6-1003 30-1005

= 1.64493406684822619841 . . .,

coz je vysledek presny na 15 desetinnych mist!

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6.2024
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Jln}// pFikIad (fada 4— 5+ 2 — ... se souctem s = T)

E (27 — 3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078 . . .

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami



Jln}// pFikIad (fada 4— 5+ 2 — ... se souctem s = T)

o0 —1
1) 4
E % = 3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078 . . .
| —
5.108 ( 1),',1 4
g ﬁ = 3.1415926515897932384626433852795028841971693893751058209749447143078 . . .
| —

i=1

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami



Jln}// pFikIad (fada 4— 3 + ... se souctem s = T)

—1
-1) 4
E % 3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078 . . .
- I —

—1)"1.4
E L 3.14159265158979323846264338527950288419716938937510568209749447143078 ...

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami




Jln}// pFikIad (fada 4 — ... se souctem s =)

o -1
—1)71.4
% — 3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078 ...
Do
i=1
(-
ﬁ = 3.1415926515897932384626433852795028841971693893751058209749447143078 ...
Z -

| zde bychom mohli (podobnymi technikami) ukazat, Ze pro kazdé sudé n € N plati

1 1 _ 1385 1 _
(S n + 4n3 16n5 + 64n7 256n9) < Sn < (5 + 4n3 16n5 + 64n7) :

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami



Jiny priklad  (tada 4

se souétem s = )

—~~
o[
e
I
= =

D
Il

3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078 . . .

1)~
Z 7( 5 ) 1 = 3.1415926515897932384626433852795028841971693893751058209749447143078 . . .
- =

| zde bychom mohli (podobnymi technikami) ukazat, Ze pro kazdé sudé n € N plati

1 1 _ 1385 1 _
(S n + 4n3 16n5 + 64n7 256n9) < Sn < (5 + 4n3 16n5 + 64n7) :

Proto

s;s—1+i— 5 +61
" 4n3  16n°  64n7 )’

Petr Vodstréil (VSB-TUO)

Hrajeme si s fadami



Jiny priklad  (tada 4

se souétem s = )

—~~
o[
e
I
= =

D
Il

3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078 . . .

1)~
Z 7( 5 ) 1 = 3.1415926515897932384626433852795028841971693893751058209749447143078 . . .
- =

| zde bychom mohli (podobnymi technikami) ukazat, Ze pro kazdé sudé n € N plati

1 1 _ 1385 1
(S n + 4n3 16n5 + 64n7 256n9) < Sn < (5 +

4n3 - 16n5 + 64n7) :

Proto

[y

s;s_7+1_5+61
" 4n3  16n°  64n7 )’

3

Petr Vodstréil (VSB-TUO)

Hrajeme si s fadami



Jiny priklad  (tada 4

se souétem s = )

—~~
o[
e
I
= =

D
Il

3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078 . . .

_ 2 1 122
109 + 1027 1044 1063 1063
5.1 ( 1),,
E ﬁ = 3.1415926515897932384626433852795028841971693893751058209749447143078 . .
- =

| zde bychom mohli (podobnymi technikami) ukazat, Ze pro kazdé sudé n € N plati

1 1 _ 1385 1
(S n + 4n3 16n5 + 64n7 256n9) < Sn < (5 +

4n3 - 16n5 + 64n7) :

Proto

[y

s;s_7+1_5+61
" 4n3  16n°  64n7 )’

3

Petr Vodstréil (VSB-TUO)

Hrajeme si s fadami



S}

Numericky vypoet &sla 7 (: oo

i=

Zde vyuZijeme pribliznou rovnost

cofo 1,5 el
“\" ' n 4n®  16n° 64n7 )’

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami



S}

Numericky vypoet &sla 7 (: ) ‘*21)7_14>

i—1

i=

Zde vyuZijeme pribliznou rovnost
s= (s + 11 . 5 61
“\" " n 4n3®  16n5 64n" )’

Secteme-li 100 ¢&lenh nasi fady, dostaneme vysledek 3.13159290355855276430. . .,
ktery se od presného vysledku 3.14159265358979323846. .. opét |iSi témér o Wlo-

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami
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S}

fi=il
Numericky vypocet &isla (: > S '4>

=

Zde vyuZijeme pribliznou rovnost

cofo 1,5 el
“\" ' n 4n®  16n° 64n7 )’

Secteme-li 100 ¢&lenh nasi fady, dostaneme vysledek 3.13159290355855276430. . .,
ktery se od presného vysledku 3.14159265358979323846. .. opét |iSi témér o Wlo-

4

VyuZijeme-li vySe uvedené pFiblizné rovnosti, dostaneme (po secteni 104 &isel)

.4 4 4 1 1 5 61
1

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6.2024 13 /24



Numericky vypocet Cisla 7 (

Zde vyuZijeme pribliznou rovnost

cofo 1,5 el
“\" ' n 4n®  16n° 64n7 )’

Secteme-li 100 ¢&lenh nasi fady, dostaneme vysledek 3.13159290355855276430. . .,
ktery se od presného vysledku 3.14159265358979323846. .. opét |iSi témér o Wlo-

4

VyuZijeme-li vySe uvedené pFiblizné rovnosti, dostaneme (po secteni 104 &isel)

Si —_+_ + _ —

3 100 T 100 2-100° © 161005 64 -1007
— 3.14159265358979323305 . . .

4 4 4 1 1 5 61
1

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6.2024 13 /24




Numericky vypocet Cisla 7 (

Zde vyuZijeme pribliznou rovnost

cofo 1,5 el
“\" ' n 4n®  16n° 64n7 )’

Secteme-li 100 ¢&lenh nasi fady, dostaneme vysledek 3.13159290355855276430. . .,
ktery se od presného vysledku 3.14159265358979323846. .. opét |iSi témér o Wlo-

4

VyuZijeme-li vySe uvedené pFiblizné rovnosti, dostaneme (po secteni 104 &isel)

Si —_+_ + _ —

3 100 T 100 2-100° © 161005 64 -1007
= 3.14159265358979323305. . .,

4 4 4 1 1 5 61
1

coz je vysledek presny dokonce na 17 desetinnych mist!

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6.2024 13 /24



Naméty na dalsi hrani

Podobné bychom si mohli hrat napriklad s radami

. oo (_1.)i—1

‘ I
i=1

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami



Naméty na dalsi hrani

Podobné bychom si mohli hrat napriklad s radami

° i¢:|n2,

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami



Naméty na dalsi hrani

Podobné bychom si mohli hrat napriklad s radami

oo -1 i—1

° Z Q =1In2,
i=1

°
— 2/ - 1)2

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami



Naméty na dalsi hrani

Podobné bychom si mohli hrat napriklad s radami

° i¢:|n2,

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6. 2024 14 / 24



Naméty na dalsi hrani

Podobné bychom si mohli hrat napriklad s radami

° i¢:|n2,

i=1
St I 1 def 2 i1

° Z 2’ ~ 1)2 = 5(2) (,8(5) = ; ((;._)1)5 ... Dirichletova beta funkce),
i=1

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6. 2024 14 / 24



Naméty na dalsi hrani

Podobné bychom si mohli hrat napriklad s radami

i=1
- =1 i1 ef o (—1)/— o o

° Z ﬁ = 5(2) (,8(5) &f ; ((2,.1_)1)51 ... Dirichletova beta funkce),
=1 -

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6. 2024 14 / 24



Naméty na dalsi hrani

Podobné bychom si mohli hrat napriklad s radami

o0 (_1)i—1 _
° Z = In2,
i=1

° Z 2’ ~ 1)2 = 5(2) (,6’(5) o > ((;,-1_),17)51 ... Dirichletova beta funkce>,

e > 5 =)
=1l

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6. 2024 14 / 24



Naméty na dalsi hrani

Podobné bychom si mohli hrat napriklad s radami

o0 (_1)i—1 _
° Z = In2,
i=1

° Z 2’ ~ 1)2 = 5(2) (,B(s) o > ((;,-1_),17)51 ... Dirichletova beta funkce>,

oo 1 -
° Z 3 =((3) (C(s) &f Z l% ... Riemannova zeta funkce),
i=

14 / 24

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6. 2024



Naméty na dalsi hrani

Podobné bychom si mohli hrat napriklad s radami

o0 (_1)i—1 _
° Z = In2,
i=1

° Z 2,—1)2:ﬂ(2)

. Dirichletova beta funkce),

. Riemannova zeta funkce),

10.-12.6. 2024

14 / 24

Petr Vodstréil (VSB-TUO)

Hrajeme si s fadami



Naméty na dalsi hrani

Podobné bychom si mohli hrat napriklad s radami

o0 (_1)i—1 _
° Z = In2,
i=1

) Z 2’ — 1)2 = ﬂ(2) (,B(s) d:Effi::I ((;il_);; ... Dirichletova beta funkce),
° i l = ((3) (C(s) &f io: L ... Riemannova zeta funkce),

P ,3 =] i
o .......

Pfipadné bychom se mohli pokusit numericky (a s dostatenou pfesnosti) stanovit
hodnotu Eulerovy konstanty

2 3

1 1 1
7dff|| <1+_+_+...+;—Inn>.

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6.2024 14 /24



y=lim(1+1+1+ - +21—Inn)=0.577215664901532860606512090082.. ..

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6. 2024 15 / 24



y=lim(1+1+1+ - +21—Inn)=0.577215664901532860606512090082.. ..

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6. 2024 15 / 24



vy=lim(1+3+ 3+ +1—Inn)=0577215664901532860606512090082.. ..

% — In n = 0.582207331651528892769134766289.. . . .

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6. 2024 15 / 24



y=lim(1+21+3%+ - +21—Inn)=0.577215664901532860606512090082 .. .

Y=1+1+43+ - +1—Inn=0582207331651528892769134766289 . .. .

Chyba je uz na 2. desetinném misté.

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6. 2024 15 / 24



y=lim(1+21+3%+ - +21—Inn)=0.577215664901532860606512090082 .. .

Y=1+1+43+ - +1—Inn=0582207331651528892769134766289 . .. .

Chyba je uz na 2. desetinném misté.

- 1,1, .. .1_ 1, 1 1 ., 1
y=1+5+3+ -+ 5 —Inn—g5+ 52— om T mom

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6. 2024



y=lim(1+21+3%+ - +21—Inn)=0.577215664901532860606512090082 .. .

0 T T T T T T T T T T 1

Y=1+1+43+ - +1—Inn=0582207331651528892769134766289 . .. .

Chyba je uz na 2. desetinném misté.

- 1,1, .. .1_ 1, 1 1 4 1 _
y=1+5+3+ -+ o —Inn—g5+ 52— om T w0 =

= 0.577215664901532861023103020257 . . . .

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6. 2024



y=lim(1+21+3%+ - +21—Inn)=0.577215664901532860606512090082 .. .

Y=1+1+43+ - +1—Inn=0582207331651528892769134766289 . .. .

Chyba je uz na 2. desetinném misté.

= 1 1 1 1 1 1 1 _
y=1+5+3+ -+ o —Inn—g5+ 52— om T w0 =
— 0.577215664901532861023103020257 . . . .

Chyba je az na 18. desetinném misté.

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6.2024



To je vSe.

Hrajeme si s fadami



To je vSe.

Dékuji za pozornost.

Petr Vodstréil (VSB-TUO) rajeme si s fadami 10.-12.6.2024 16 / 24



To je vSe.

Dékuji za pozornost.

Petr Vodstréil (VSB-TUO) rajeme si s fadami 10.-12.6.2024 16 / 24



Eulerova konstanta — dodatek

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6. 2024 17 / 24



Eulerova konstanta v = lim (14 3+ 3 +---+ 1+ —Inn) = 0.5772156649. ..

Geometricka interpretace Eulerovy konstanty: J

-1
d x
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Eulerova konstanta v = i 0.5772156649. ..

Geometricka interpretace Eulerovy konstanty: J

-1
d x

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami



Eulerova konstanta v = 5772156649. ..

Geometricka interpretace Eulerovy konstanty:

=L
’ x

Véta (Jiné vyjadreni Eulerovy konstanty integralem)
Plati

+oo

/ e XInxdx = —.

0

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami
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+o0
Dukaz vztahu f e XInxdx = —y = lim (Inn—(l-‘,—%-&—%+~~~+17

n— oo
0

UvaZujme posloupnost (f,) funkci definovanych predpisem

(x) = {(17§)"7 x € (—o0, n),

0, X € (n, +00).
Neni obtizné si rozmyslet, ze pro vdechna x € R plati fi(x) < f(x) < f3(x) < .... Navic lim f(x) =e .
n— oo
Proto (Lebesgueova véta s integrovatelnou majorantou g(x) = e~ *|Inx|, nasledna substituce (1 — %) = ¢,
tj. x = n(1 — t), dx = —ndt, a metoda per-partes) plati
+o0

+oo n n
X
/efxlnxdx: lim (/f,,(x)lnxdx) = lim </<1ff> Inxdx) =
n— oo n— oo n
0 0 0

1 1
|
_nimoon(/t"(lnn%»ln(lft)) dt) :nimoo"<,,1n1 +/t"|n(17t)dt> =
0

0
1
) Inn ] g 1— ¢t
= lim n + | ———In(1—1t) —7/7&’ =
n— oo n-+1 n+1 N n+1 1-—t
—_— ®
=0
3 n n+1:l
_ . _ 2 n — _ - - _
_nlmmn+ <Inn /(1+t+t+ +t)dt> nimw"+1<lnn ,.E,ll) 0%

0

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami



Souvislost s gama funkci

P¥ipomefime, Ze gama funkce je (pro kazdé x € R™) definovadna predpisem

+oo

F(x):/tx_le_tdt.

0

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6. 2024 20/



Souvislost s gama funkci

P¥ipomefime, Ze gama funkce je (pro kazdé x € R™) definovadna predpisem

+oo

F(x):/tx_le_tdt.

0

Je snadnym cvi¢enim ukazat, ze pro kazdé n € N plati

I(n)=(n—-1).

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6. 2024 20 / 24



Souvislost s gama funkci

P¥ipomefime, Ze gama funkce je (pro kazdé x € R™) definovadna predpisem

+oo

M(x) = /tx_le_tdt.

0

Je snadnym cvi¢enim ukazat, ze pro kazdé n € N plati

I(n)=(n—-1).

Pro kazdé x € R™

M(x) = 3

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami
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Souvislost s gama funkci

P¥ipomefime, Ze gama funkce je (pro kazdé x € R™) definovadna predpisem

+oo

M(x) = /tx_le_tdt.

0

Je snadnym cvi¢enim ukazat, ze pro kazdé n € N plati

I(n)=(n—-1).

Pro kazdé x € R* (je potieba si rozmyslet, 2¢ mizeme zaménit integrél a derivaci) plati

+o00 +o0o
/ _ d x—1 _—t _ i x—1 _—t
r(x)_dx /t e 'dt _/dx(t e )dt
0 0

Petr Vodstréil (VSB-TUO)
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Souvislost s gama funkci

P¥ipomefime, Ze gama funkce je (pro kazdé x € R™) definovadna predpisem

+oo

M(x) = /tx_le_tdt.

0

Je snadnym cvi¢enim ukazat, ze pro kazdé n € N plati

I(n)=(n—-1).

Pro kazdé x € R* (je potieba si rozmyslet, 2¢ mizeme zaménit integrél a derivaci) plati

+oo +oo “+oo
/ _ d x—1 —t _ i x—1 —t _ x—1 —t
r(x)_dx /t e dt _/dx (t e )dt— t“ e "Intdt.
0 0 0

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami
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Souvislost s gama funkci

P¥ipomefime, Ze gama funkce je (pro kazdé x € R™) definovadna predpisem

+oo

M(x) = /tx_le_tdt.

0

Je snadnym cvi¢enim ukazat, ze pro kazdé n € N plati

I(n)=(n—-1).

Pro kazdé x € R* (je potieba si rozmyslet, 2¢ mizeme zaménit integrél a derivaci) plati

+o00 +oo +oo
|"(><)=i /tx‘le‘tdt :/i(tx‘le‘*) dt = /tx_le_tlntdt
dx dx '
0 0 0

Odtud (dosazenim x = 1) dostaneme
+oo

) = / e ‘Intdt = —.

0

Petr Vodstréil (VSB-TUO)

Hrajeme si s fadami 10.-12.6. 2024 20 / 24



Graf gama funkce (1) =)

Smérnice te¢ny sestrojené ke grafu gama funkce v bodé (1,1) je —v. J
3,
y=T(x)
2,
y
1,
y=l—-y(x—1)
0 :
0 1 2 3

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6. 2024 21 /24



Souvislost s Riemannovou zeta funkci

Pripomerime, Ze pro kazdé x € (1,+o0) je

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6.2024



Souvislost s Riemannovou zeta funkci

Pripomerime, Ze pro kazdé x € (1,+o0) je
=Y =
= p
n=1
Plati
fim (¢() — —
im x)——— | =
x—1+ x—1 i

Petr Vodstréil (VSB-TUO) Hrajeme si s fadami 10.-12.6.2024
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Dalsi vyjadreni Eulerovy konstanty integralem

Plati
e x=—Int
—y = / e XInxdx = il :/e_(_'"t)~|n(—|nt)-(—%) dt =
0 t
1 1 1 e—1
zo/ln(—lnt)dtzo/ln(lnt) dt = gt = — 1 ds =

Dostali jsme dalsi dvé pékna integralni vyjadreni Eulerovy konstanty.
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A to uz je opravdu vse.
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