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Rényiho parkovaci problém (Alfréd Rényi, 1958)

@ Uvazujme jednosmérnou ulici délky x > 1, kterou
ztotoZnime s intervalem [0, x].

@ VSechna auta maji jednotkovou délku.

@ Prvni auto zaparkuje ndhodné, poloha levého konce je
rovhomerné nahodné vybrana z [0, x — 1].

@ Druhé auto se chova stejné, ale opusti ulici, pokud se
vybrana pozice prekryva s pozici prvniho auta.

@ Parkovaci proces pokracuje tak dlouho, dokud existuje
nenulova pravdépodobnost, ze zaparkuje dalsi auto.
Vypocitejte m(x) = stfedni hodnotu poctu aut, kterd zvliadnou

zaparkovat.
https://mathworld.wolfram.com/RenyisParkingConstants.html

Puvodni motivace: Vypocet stfedni hustoty nahodné
rozmisténych jednotkovych kouli ve velké krychli (model plynu).
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https://mathworld.wolfram.com/RenyisParkingConstants.html

Integralni rovnice

Odvodime rovnici pro m(x + 1).

Predpokladejme, Ze prvni auto zaparkovalo s levym koncem

v bodé t € [0, x]. Zbyvajici volna mista na obou stranach ulice
maji délky t and x — t. Stfedni hodnoty aut, které zde zaparkuji,
jsou m(t) a m(x — t). Vezmeme prdmeér pfes vSechna mozna t:

m(x+1>=l/ox<1+m(t)+m(x—t>)dt
:1+)1(/0Xm(t)dt+l/oxm(x—t)dt
:1+)2(/Xm(t)dt, x> 1.
0

Plati m(x) = 1 pro vSechna x € [1,2]. Z integralni rovnice Ize
postupné pocitat m(x) na dalSich intervalech délky 1.
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Reseni integralni rovnice

2 4 6 8 10

m(x) =

(R x € [2,3],

_ 7x—4log(x —2)—17
B x—1

m(x) , X €[3,4]

Dale jiz nelze integrovat pomoci elementarnich funkci.
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Rényiho parkovaci konstanta

m(x)

Misto m(x) maZeme studovat hodnoty , 1j. stfedni hustotu aut.
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Rényi dokézal, ze plati

o) u4 _ -t
C— tim MX) :/ exp <—2/ 1-e dt> du = 0.7475979.
0 0

X—=o00 X t

Otevieny problém: Je C iraciondlni?
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Rényiho diferencialni rovnice

Vime, ze
2 X
m(x+1):1+/ m(t) at.
X Jo

Vynasobenim x a derivovanim obdrzime rovnici se zpozdénim:
x-mx+1)+mx+1)=1+2m(x), x>1.

Rényi pouZzil Laplaceovu transformaci, variaci konstant
a tauberovskou vétu k vypoctu parkovaci konstanty.

Predstavime nové elementarnéjsi odvozeni, které je
inspirovano vyzkumem N. G. de Bruijna v teorii ¢isel, a vyuziva
duality mezi diferencialnim rovnicemi se zpozdénym

a zrychlenym argumentem.
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Krok 1: Substituce

Substituci n(x) = m(x) + 1 ziskame z nehomogenni rovnice
x-mx+1)+mx+1)=1+2m(x), x>1,
homogenni rovnici
x-n(x+1)+n(x+1)=2n(x), x>1,
kterou Ize prepsat ve tvaru
[x -n(x+1)] =2n(x), x>1,
nebo ekvivalentné
[(x —1)n(x)] =2n(x — 1), x>2.

Pocate¢ni podminka je nyni n(x) = m(x) + 1 = 2 pro vSechna
x € [1,2] a stadi vypoéitat limy_,e 22

X
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Krok 2: Rovnice se zrychlenym argumentem

Tvrzeni. Pokud n: [1,00) — R je libovolné feSeni rovnice
[(x —1)n(x)] =2n(x — 1), x>2,
a h: [1,00) — R je libovolné feSeni rovnice

S DX = 1) +h(x) =0, x>2

pak funkce (n, h) definovana predpisem
X
(n, ) (x) = 2/ n(t)h(t) dt + (x — 1)n(x)h(x — 1)
x—1

je konstantni na [2, o).

Dukaz. Staci ukazat (n, h)’(x) = 0 pro x > 2.
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Dlkaz

Definice (n, h):
(n, h)(x 2/ n((t) dt + (x — 1)n(x)h(x —1)

Derivujeme:
(n, hY(x) = 2n(x)h(x) — 2n(x — 1)h(x — 1)
+n(x)h(x — 1)+ (x = 1) (x)h(x — 1) + (x — 1)n(x)W (x — 1)
Plati n(x — 1) = 3[(x — 1)n(x)]" = sn(x) + 3(x — 1)r(x), tedy:

(n, h)'(x) = 2n(x)h(x) + (x — 1)n(x)H' (x — 1)
= n(x)(2h(x) + (x — H(x — 1)) = 0

Antonin Slavik Rényiho parkovaci problém



Krok 3: Re$eni rovnice se zrychlenym argumentem

Modifikovany exponenciélni integral:

uq_— —t
Einu:/ te dt, uel0,c0).
0

Poznamky:
@ Rényiho konstanta je
C= J5Texp (-2 fy =8 o) du = [~ e 2B .

@ Plati limy_ o Ein U = .

Tvrzeni. Funkce
h(x) _/ u-e UxT2EnUgy x e [1,00),
0

je feSenim rovnice se zrychlenym argumentem. Navic plati
h(x) ~ 25 pro x — c.
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DlUkaz — cast 1

Definice h:

h(x) = /OOO u-e UX2Entgy xe[1,00)
Derivace integralu podle parametru:

H(x)=— /OOO u? e UXx2EnUu gy x> 1

Tedy pro x > 2 plati

%(x — 1A (x — 1)+ h(x) = %(1 — x)/ U? . g U x=1)=2Einu o
0
+/OO u- e—u~x—2Einu du
0
1/00 —u-(x—1)—2Einu 2 —u
=5 e "1 =-x)u"+2u-e") du
2 ), ( )

[ 2 efu-(x71)f2Einu] Z"ZO -0

N =
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Dlikaz — ¢ast 2

Zbyva dokazat h(x) ~ 2 pro X — co.

Pouzijeme substituci t = x - u:

X—00 X—00

lim (%2 h(x)) = Jim /0 2. . e-UX—2Einu g,
X—00

_/ lim (t.eft.efZEin(t/x)> dt
0 X—00

:/ t-eldt=1.
0

Zameénu poradi limity a integralu Ize odvodnit pomoci
Lebesgueovy véty.

= lim /OO t-et. e 2En/X) gt
0
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Krok 4: VypocCet Rényiho konstanty

Necht n je feSeni pavodni rovnice se zpozdénym argumentem
a h je nalezené feSeni rovnice se zrychlenym argumentem.
Vime, ze (n, h) je konstantni funkce:

(n, h)(2) = Jim (n, h)(x),

4/12 (t) ct +2h(1) = lim (2/X1 n(t)h(t) dt + (x — 1)n(x)h(x — 1)).
— 00 X—
® limy o0 [y N(t)N(t) dt = 0, protoze h(t) ~ &
an(ty=m(t)+1<t+1.

@ limy_oo(X — 1)N(X)h(x — 1) = limy_, @ protoze
h(x) ~ %

Tudiz limy_,o, "X X = 4f1 t) dt + 2h(1).

Vypocet dokon€ime pou2|t|m definice h.
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Dokonceni vypoctu

X—o0o X

2
:4/ U g2Emy. (/ e‘“"dt) du + 2h(1)
0 1

— 4/ eszan . (efu _ 872U) du + 2/ u-e Y. efZEmu du
0 0

2 o0
fim 7X) :4/ (/ u-e“"2E‘"“du> dt+2h(1)
1 0

:/ g 2Einu. <4e‘“—4e‘2“+2u-e‘“—1) du+/ e 2Ent gy,
0 0

Zbyva overit, Zze prvni integral je nulovy. Lze jej vypocitat
pomoci primitivni funkce

F(u) = e 2Ent.(—2u-e Y +u).

Antonin Slavik Rényiho parkovaci problém



Ekvivalentni vyjadieni Rényiho konstanty

Modifikovany exponenciélni integrél Ein Ize psat ve tvaru
Einu=T(0,u) +~+ logu,

kde I'(0,u) = [.° eT_t je specialni pfipad neupliné funkce gama
a~ = 0.577216 je Eulerova konstanta.

Odtud plyne vyjadieni Rényiho parkovaci konstanty ve tvaru

0o 4—2(0,u)
_ o2 i
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Bibliografické poznamky (1)

Pfedchozi dukaz je inspirovan de Bruijnovym zkoumanim
Buchstabovy funkce w, ktera je feSenim rovnice

X -wX)] =wkx-1), x>2,

aw(x)=1proxe[l2].
De Bruijna zajimalo asymptotické chovani funkce w a vsiml si,
Ze pokud h je libovolné feSeni rovnice x - H'(x — 1) + h(x) =0

se zrychlenym argumentem, pak hodnota vyrazu

/X w(t)h(t) dt + x - w(x)h(x — 1)
x—1

nezavisi na x.
Rovnici se zrychlenym argumentem dokazal vyresit.
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Bibliografické poznamky (2)

De Bruijn si uvédomil, Ze jeho postup Ize vyuzit nejen ke
zkoumani Buchstabovy funkce, ale i pro podobné ulohy.
V ¢lanku z roku 1953 uvazoval rovnici
w(x)f'(x) + p(x)f(x) — q(x)f(x —1) =0
se zpozdénym argumentem a zaved| "adjungovanou" rovnici
—[w(x)9(x)]" + p(x)9(x) — q(x + 1)g(x +1) =0

se zrychlenym argumentem spolu se "skalarnim soucinem"
X
(f.9)= [ alt+1fa(t+1) ot +w(0f(x)g(x).
X_

Parkovaci problém neni v de Bruijnovych publikacich nikde
zminén, musel vSak o ném veédét.
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Bibliografické poznamKky (3)

@ A. Rényi (madarsky 1958, anglicky preklad 1963):
mx)=C-(x+1)—1+0(x"")

Poznamka pod ¢arou: N. G. de Bruijn pointed out that
using his method the estimation of the remainder term can
be made still sharper.

@ A. Dvoretzky, H. Robbins (1964):

x—3/2
m(x)=C-(x+1)—1 +o<(2)f) )

@ J. J. A. Beenakker (de Bruijnav doktorand, disertace
obhajena 1966 obsahuje 4 strany vénované parkovacimu
problému):

’”‘X)ZC'<X+1>—1+O<( o )>

X - log x
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Bibliografické poznamky (4)

Dualitu mezi rovnicemi se zpozdénym a zrychlenym
argumentem podrobnéji popsali H. lwaniec, J. van de Lune,
H. J. J. te Riele (1980): Uvazovali rovnici

x-G(x)=-a -G(x)—-b-G(x—1),
kde a, b € R. PrisluSna adjungovana rovnice ma tvar

(x-9(x)) =a-g(x)+b-g(x+1)

a vzdy existuje FeSeni splfiujici g(x) ~ x@+0=1 for x — co. Pro
a-+ b < 1 je toto reSeni dano vztahem

1 [eS) e—x-u+b~Ein u
I =Fa—a—p) /0 T
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Bibliografické poznamky (5)

V ¢lancich M. Pituk & G. Rost (2014) a |. Gydri & M. Pituk
(2016) je dualita vyuzita ke zkoumani asymptotického chovani
feSeni rovnice

X'(t) = p(t)x(t —r).
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Dvourozmérna varianta

Do ¢&tverce o strané délky x nahodné umistujeme jednotkové
Ctverce. Jaka je stfedni hustota %? llona Palasti vyslovila
domnénku (Palasti conjecture, 1960), ze
lim M
X—oo X
Domnénka nebyla dodnes potvrzena ani vyvracena, numerické
experimenty vSak vedou k hodnoté

im ) - 0 5620,

X—o00 X

= C? = 0.5589.
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