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Tohle jsou ony.
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Krok 1: Dva kruhy o priméru 1 "nad body" 0 a 1.
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Krok 1: Dva kruhy o priméru 1 "nad body" 0 a 1.
Tj. dotykaji se sebe i osy x a maji polomér %
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Krok 2: "Mezikruh" — dotyka se obou predchozich i osy x.
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Krok 2: "Mezikruh" — dotyka se obou predchozich i osy x.
Je "nad bodem" 3, ale jaky méa polomer?
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Krok 3: Kruhy, te¢né k ose x a pfedchozim kruhim.
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Krok 3: Kruhy, te¢né k ose x a pfedchozim kruhim.
UZ neni intuitivné zfejmy ani polomér ani bod dotyku.
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Krok 4: ...a vlastné se ukazuje, ze ani kruhy z kazdé

dalsi "generace" nemusi byt shodné.



A takto se pokracuje az do nekonecna.
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A takto se pokracuje az do nekonecna.
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Zakladni otazky:
m strfed, polomér, bod dotyku s osou x




A takto se pokracuje az do nekonecna.
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Zakladni otazky:

m strfed, polomér, bod dotyku s osou x

m osa x je te¢nou v8ech Fordovych kruhi. —
bod dotyku je x-ova souradnice stfedu
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Dva "sousedni" Fordovy kruhy:
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aip = \/(f2+f1) (p—n)2=\4nrn =2\/nr,

(dvojnasobek geometrického primeéru)
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Ty dva vztahy si zaslouzi byt zopakovany i na za¢atku
dalSi stranky:
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Ty dva vztahy si zaslouzi byt zopakovany i na za¢atku
dalSi stranky:

1

1 N 1 )
f vho VP
=2/nhh (2)
Postupna aplikace (1)—(2):
n=%rn=3 = n=4%ap,=1
nh= %, r2 = %



Ty dva vztahy si zaslouzi byt zopakovany i na za¢atku
dalSi stranky:
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l’1_%,/’2_% = f3:11*8,312:%
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Ty dva vztahy si zaslouzi byt zopakovany i na za¢atku
dalSi stranky:
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Ty dva vztahy si zaslouzi byt zopakovany i na za¢atku
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Ty dva vztahy si zaslouzi byt zopakovany i na za¢atku
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Pozorovani: prestoze (1)—(2)
Ze generuji pouze raciond

2) obsahuji odmocniny, zda se,
Ini Cisla.
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Polomeéry vsech Fordovych kruhu jsou racionalni Cisla
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Tvrzeni

Polomeéry vsech Fordovych kruhu jsou racionalni ¢isla a
jak jejich stredy tak body dotyku s osou x maji racionalni
souradnice.
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jak jejich stredy tak body dotyku s osou x maji racionalni
souradnice.

Dukaz. Stali ukazat, Ze vSechna r; a vSechny
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Tvrzeni

Polomeéry vsech Fordovych kruhu jsou racionalni ¢isla a
jak jejich stredy tak body dotyku s osou x maji racionalni
souradnice.

Dukaz. Stali ukazat, Ze vSechna r; a vSechny
vzdalenosti aj jsou racionélm’

m Problém: —-=—-+-, ale \/ﬁ Vi =25 ¢ Q.
a1 1 .L -1 1
m Trik: _\F+ﬁ -5 \/573 \/ajt\/a



Tvrzeni

Polomeéry vsech Fordovych kruhu jsou racionalni Cisla a

jak jejich stredy tak body dotyku s osou x maji racionalni
souradnice.

Dukaz. Stali ukazat, Ze vSechna r; a vSechny
vzdalenosti gj jsou racionalni.

Am- 1 1 1 _ A
m Problém: —==—=+—%, ale /i = VR = 55 ¢ Q.
1

1 . 1 i _ 1 1
7wl = me e
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Polomeéry vsech Fordovych kruhu jsou racionalni ¢isla a
jak jejich stredy tak body dotyku s osou x maji racionalni
souradnice.

Dukaz. Stali ukazat, Ze vSechna r; a vSechny
vzdalenosti gj jsou racionalni.

m Problém: —=—-+, ale /i = /2= 5 ¢ Q.
ke = | 1
m Trik: ==—m+—= | \F_\/ajL\/g_

mJ/d=Vh=1€Q = Vd€Q,



Tvrzeni

Polomeéry vsech Fordovych kruhu jsou racionalni ¢isla a
jak jejich stredy tak body dotyku s osou x maji racionalni
souradnice.

Dukaz. Stali ukazat, Ze vSechna r; a vSechny
vzdalenosti gj jsou racionalni.
m Problém: —=—-+, ale /i = /2= 5 ¢ Q.
HP 1 1 1 1 1 1
m Trik: — ===+ | = \f_f+f'
m.\/d = \/72— € Q = /d; € Q, zakladni krok pro
indukci
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racionalni, ale jsou navic tvaru:

1
o 2
li1= 55
1 1 1 1
I’1—§,r2—§ - I’3—§—ﬁ, dOtyk=
1 1 1 1
1 _ 1 1 _ 1 _
I’1—1§,I’2 11_8 — rg—@—ﬁ, dOtyk— s
rn = 18 r 50 — r3 128 — 5.82° dOtYK= 8



Jedno pouceni z pfedchoziho dikazu: r; jsou nejen

racionalni, ale jsou navic tvaru:

1
- _ g2
,}_281
1 1
h=szhr=5 =— 3=
1 1
n=shr=g =— ~I=
1 1
h=g =3 — I3=
1 1
r1_ﬁ,r2 50 — I’3
Zda se dokonce, Ze
1
rj_

dotyk = 1

dotyk = 1
dotyk = £
dotyk = 3



Jedno pouceni z pfedchoziho dikazu: r; jsou nejen
racionalni, ale jsou navic tvaru:

1
o 2
li1= 55
1 1 1 1 _1
r1_1§,r2_1§ — I’3—§1—272125 dOtyk—%
n=zh=g = [B=3=5p dolyk=j
1 _ 1 — _ 1 _ 1 -2
I —1§,r2 118 I3 = 5(1) - 2512’ dotyk_53
I’1 _ﬁ,rg % — I’3 @_W’ dO’[yk=§

Zda se dokonce, ze

kde b; jsou jmenovatelé soufadnice bodu dotyku daného

kruhu s osou x, pokud jsou tyto souradnice v zakladnim
tvaru.



Jedno pouceni z pfedchoziho dikazu: r; jsou nejen
racionalni, ale jsou navic tvaru:

1
2
li1= 55
1 1 1 1 _1
I’1—1§,r2—1§ — I’3—§1—2—212, dOtYK—%
n=zh=g = [B=3=5p dolyk=j
1 _ 1 — _ 1 _ 1 -2
I —1§,r2 118 I3 = 5(1) - 2512’ dotyk_53
r _ﬁ,rg 50 — r3 128 — 5.82° dOtYK=§

Zda se dokonce, ze

kde b; jsou jmenovatelé soufadnice bodu dotyku daného
kruhu s osou x, pokud jsou tyto souradnice v zakladnim
tvaru. (Plus jedno Fibonacciovské pozorovani...)



Tvrzeni

Pokud se sousedni Fordovy kruhy dotykaji osy x v

bodech § < 5 (3, § jsou v zakladnim tvaru),



Tvrzeni

Pokud se sousedn/' Fordovy kruhy dotykaji osy x v
bodech § < 3 (3 b ¢ jsou vzak/adn/m tvaru), a maji

po/omery rn = resp. r, =

2b2 L] 2d2 E



Tvrzeni

Pokud se sousedn/' Fordovy kruhy dotykaji osy x v
bodech § < 3 (3 b ¢ jsou vzak/adn/m tvaru), a maji
po/omery r = 2b2, resp. r, = ma jejich Fordiv

'mezikruh" polomeér

2d2 3
_1
2(b+d)2*



Tvrzeni

Pokud se sousedn/' Fordovy kruhy dotykaji osy x v
bodech § < 3 (3 b ¢ jsou vzak/adn/m tvaru), a maji
po/omery r = 2b2, resp. r; = 5 d2’ ma jejich Fordiv

'mezikruh" polomér 2(1)17)2.

A
”AﬂL |

Dukaz.



Tvrzeni

Pokud se sousedn/' Fordovy kruhy dotykaji osy x v
bodech § < 3 (3 b ¢ jsou vzak/adn/m tvaru), a maji
po/omery r = 2b2, resp. r; = 5 d2’ ma jejich Fordiv

'mezikruh" polomér 2(1)17)2.

N
”AﬂL

Dukaz.

b q d

m Dotykvbodé %al — r=n=1,



Tvrzeni

Pokud se sousedn/' Fordovy kruhy dotykaji osy x v
bodech § < 3 (3 b ¢ jsou vzak/adn/m tvaru), a maji
po/omery r = 2b2, resp. r; = 5 d2’ ma jejich Fordiv

'mezikruh" polomér 2(1)17)2.

N
”AﬂL

Dukaz.

m Dotykvbodé ®al — r =nr =1, zakladni krok
. 171 2
indukce.



Tvrzeni

Pokud se sousedn/' Fordovy kruhy dotykaji osy x v
bodech § < 3 (3 b ¢ jsou vzak/adn/m tvaru), a maji
po/omery r = 2b2, resp. r; = 5 d2’ ma jejich Fordiv

'mezikruh" polomér 2(1)17)2.

N
”AﬂL

Dukaz.

m Dotykvbodé ®al — r =nr =1, zakladni krok
. 171 2
indukce.

m Indukéni krok: \/Isz\ﬁ+\ﬁ



Tvrzeni

Pokud se sousedn/' Fordovy kruhy dotykaji osy x v
bodech § < 3 (3 b ¢ jsou vzak/adn/m tvaru), a maji
po/omery r = 2b2, resp. r; = 5 d2’ ma jejich Fordiv

'mezikruh" polomér 2(1)17)2.

N
”AﬂL

Dukaz.

m Dotykvbodé 9al = r =n =1, zakladni krok
indukce.
m Indukéni krok: \/rI: 1. /1 =
3 n r2

Ji=V2bE 2



Tvrzeni

Pokud se sousedni Fordovy kruhy dotykaji osy x v
bodech § < 3 (3, & jsou v zakladnim tvaru), a maji
poloméry ri = 55, resp. r, = 5, md jejich Fordiv

" . 7] 4 1
'mezikruh" polomer NoraE

A
(18

a Fa <
b q d

m Dotykvbodé 9al = n=n=
indukce.
m Indukéni krok: \/rI: 1. /1 =
3 n r2

E=VaE V2 —2(b+d)

Dukaz.

1, zakladni krok



Tvrzeni

Pokud se sousedn/' Fordovy kruhy dotykaji osy x v
bodech § < 3 (3 b ¢ jsou vzak/adn/m tvaru), a maji

po/omery r = 2b2, resp1. n=; d2’ ma jejich Fordiv
'mezikruh" polomér NoraE
Dikaz.
N
”AﬂL |
]

m Dotykvbodé 9al = r =n =1, zakladni krok
indukce.
A .1 /1 1
m Indukéni krok: \/js_ e =

2

E=V2bP 1207 —V2(btd) — 1 =

(b+d)

O



Pokud se dotykaji Fordovy kruhy se stredy [, #] resp.
£, 5]

DA



Tvrzeni

Pokud se dotykaji Fordovy kruhy se stredy [, 217] resp.
[$, 5] apoloméry ry = 515, resp. r = 51,



Tvrzeni

Pokud se dotykaji Fordovy kruhy se str"edy 1505 b2] resp

[§. 552) @poloméry ry = 55, resp. 12 = 57, kde § < § (3,
Jjsou v zakladnim tvaru),



Tvrzeni

Pokud se dotykaji Fordovy kruhy se stredy [, 217] resp.
[$, 51:] apoloméry ry = 515, resp. r, = 515, kde 2 < £ (2, ¢
jsou v zakladnim tvaru), pak bc — ad = 1.



Tvrzeni

Pokud se dotykaji Fordovy kruhy se stredy [, 217] resp.
[$, 51:] apoloméry ry = 515, resp. r, = 515, kde 2 < £ (2, ¢
jsou v zakladnim tvaru), pak bc — ad = 1.

Dukaz.



Tvrzeni

Pokud se dotykaji Fordovy kruhy se stredy [, 217] resp.
[$, 51:] apoloméry ry = 515, resp. r, = 515, kde 2 < £ (2, ¢
jsou v zakladnim tvaru), pak bc — ad = 1.

Dukaz.




Tvrzeni

Pokud se dotykaji Fordovy kruhy se stredy [, 217] resp.
[$, 51:] apoloméry ry = 515, resp. r, = 515, kde 2 < £ (2, ¢
jsou v zakladnim tvaru), pak bc — ad = 1.

Dukaz.

aiz = 2y/nn



Tvrzeni

Pokud se dotykaji Fordovy kruhy se stredy [, 217] resp.
[$, 51:] apoloméry ry = 515, resp. r, = 515, kde 2 < £ (2, ¢
jsou v zakladnim tvaru), pak bc — ad = 1.

Dukaz.

a 2/ 14, :>C a
12 — 112 - =
d b



Tvrzeni

Pokud se dotykaji Fordovy kruhy se stredy [, 217] resp.
[$, 51:] apoloméry ry = 515, resp. r, = 515, kde 2 < £ (2, ¢
jsou v zakladnim tvaru), pak bc — ad = 1.

Dukaz.

812:2 rHrn — — —

c a_p /1 1 _1
d b V2w 28 " bd



Tvrzeni

Pokud se dotykaji Fordovy kruhy se stredy [, 217] resp.
[$, 51:] apoloméry ry = 515, resp. r, = 515, kde 2 < £ (2, ¢
jsou v zakladnim tvaru), pak bc — ad = 1.

Dukaz.

812:2 rHrn — — —

c a 1 1 1
i 52V 2~ bg | P



Tvrzeni

Pokud se dotykaji Fordovy kruhy se stredy [, 217] resp.
[$, 51:] apoloméry ry = 515, resp. r, = 515, kde 2 < £ (2, ¢
jsou v zakladnim tvaru), pak bc — ad = 1.

Dukaz.

c a 1 1 1
a2 =2VAk = -5 =2\5p 5@ —pg |

— bc—ad=1.



Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22)2]

resp. [, 20,2] kde § < 5 (5, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé <.



Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22’2]

resp. [, 20,2] kde § < 5 (5, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé <.

Dukaz.



Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22)2]

resp. [, 20,2] kde § < 5 (5, g jsou v zakladnim tvaru),
dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé <.

Dukaz.

N
04&;

2
q

e

a
b



Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22’2]
resp. [, 20,2] kde § < 5 (5, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé <.

Dukaz.
Hledame x = g, kde 2 <

§ < £ jsou body dotyku tfi
N Fordovych kruht s osou x
A (viz obrazek).

2
q

e

a
b



Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22’2]
resp. [, 20,2] kde § < 5 (5, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé <.

Dukaz.
Hledame x = g, kde 2 <

§ < £ jsou body dotyku tfi
N Fordovych kruht s osou x
A (viz obrazek).

m Podle predchoziho tvrzeni mame
pb—aq =1



Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22’2]
resp. [, 20,2] kde § < 5 (5, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé <.

Dukaz.
Hledame x = g, kde 2 <

g < £ jsou body dotyku tfi
N Fordovych kruht s osou x
A (viz obrazek).

m Podle predchoziho tvrzeni mame
pb—aq =1 cq—pd =1



Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22’2]
resp. [, 20,2] kde § < 5 (5, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé <.

Dukaz.
Hledame x = g, kde 2 <

g < £ jsou body dotyku tfi
N Fordovych kruht s osou x
A (viz obrazek).

m Podle predchoziho tvrzeni mame
pb—aq =1 cqg—pd =1 cb—ad = 1.
m Nasobme prvni rovnici Cislem d, druhou ¢Cislem b, a
sectéeme.



Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22’2]

resp. [, 20,2] kde § < 5 (5, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé <.

Dukaz.
Hledame x = g, kde 2 <

g < £ jsou body dotyku tfi
N Fordovych kruht s osou x
A (viz obrazek).

m Podle predchoziho tvrzeni mame
pb—aq =1 cqg—pd =1 cb—ad = 1.
m Nasobme prvni rovnici Cislem d, druhou ¢Cislem b, a

settéme. Vyjde g = 24




Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22’2]

resp. [, 20,2] kde § < 5 (5, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé <.

Dukaz.
Hledame x = g, kde 2 <

g < £ jsou body dotyku tfi
N Fordovych kruht s osou x
A (viz obrazek).

m Podle predchoziho tvrzeni mame
pb—aq =1 cqg—pd =1 cb—ad = 1.
m Nasobme prvni rovnici Cislem d, druhou ¢Cislem b, a

settéme. Vyjde g = 2% = b+d,




Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22’2]
resp. [, 20,2] kde § < 5 (5, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé <.

Dukaz.
Hledame x = g, kde 2 <

g < £ jsou body dotyku tfi
N Fordovych kruht s osou x
A (viz obrazek).

m Podle predchoziho tvrzeni mame
pb—aq =1 cqg—pd =1 cb—ad = 1.
m Nasobme prvni rovnici Cislem d, druhou ¢Cislem b, a

sectéme. Vyjde q = 2% = b+d, podle teti z rovnic.




Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22’2]
resp. [, 20,2] kde § < 5 (5, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé <.

Dukaz.
Hledame x = g, kde 2 <

g < £ jsou body dotyku tfi
N Fordovych kruht s osou x
A (viz obrazek).

m Podle predchoziho tvrzeni mame
pb—aq =1 cqg—pd =1 cb—ad = 1.
m Nasobme prvni rovnici Cislem d, druhou ¢Cislem b, a
sectéme. Vyjde q = 2% = b+d, podle teti z rovnic.
m Podobné nasobme prvni rovnici ¢islem ¢, druhou

Cislem a, a se¢téme.




Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22’2]
resp. [, 20,2] kde § < 5 (5, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé <.

Dukaz.
Hledame x = g, kde 2 <

g < £ jsou body dotyku tfi
N Fordovych kruht s osou x
A (viz obrazek).

m Podle predchoziho tvrzeni mame
pb—aq =1 cqg—pd =1 cb—ad = 1.
m Nasobme prvni rovnici Cislem d, druhou ¢Cislem b, a
sectéme. Vyjde q = 2% = b+d, podle teti z rovnic.
m Podobné nasobme prvni rovnici ¢islem ¢, druhou

Cislem a, a sectéme. Vyjde p = <




Tvrzeni

Pokud se dotykaji dva Fordovy kruhy se stredy |2, 22’2]
resp. [, 20,2] kde § < 5 (5, g jsou v zakladnim tvaru),

dotyka se jim spolecny "mezikruh" osy x v bodé <.

Dukaz.
Hledame x = g, kde 2 <

g < £ jsou body dotyku tfi
N Fordovych kruht s osou x
A (viz obrazek).

m Podle predchoziho tvrzeni mame
pb—aq =1 cqg—pd =1 cb—ad = 1.
m Nasobme prvni rovnici Cislem d, druhou ¢Cislem b, a
sectéme. Vyjde q = 2% = b+d, podle teti z rovnic.
m Podobné nasobme prvni rovnici ¢islem ¢, druhou

Cislem a, a sec¢téme. Vyjde p = 2% = a+c. O




Méj[ne i < g, bc — ad = 1, pficemz oba zlomky £, < jsou
v zakladnim tvaru.

«O» «Fr « =>»

<

DA



Tvrzeni
Mejme § < 3, bc — ad = 1, pficemz oba zlomky ¢, 5 jsou
v zakladnim tvaru. Potom

(i) zlomek =5 je v zakladnim tvaru;



Tvrzeni
Mejme § < 3, bc — ad = 1, pficemz oba zlomky ¢, 5 jsou
v zakladnim tvaru. Potom

(i) zlomek =5 je v zakladnim tvaru;
(i) 5 <5 <gq



Tvrzeni
Mejme § < 3, bc — ad = 1, pficemz oba zlomky ¢, 5 jsou
v zakladnim tvaru. Potom

(i) zlomek =5 je v zakladnim tvaru;

(i) 2 < gEg<g (Dov, plyne pfimo)



Tvrzeni

Méjpve i < 9, bc —ad = 1, pricemzZ oba zlomky £, 5 jsou
v zakladnim tvaru. Potom
(i) zlomek =5 je v zakladnim tvaru;

(i) 2 < gEg<g (Dov, plyne pfimo)

Dukaz.



Tvrzeni
Mejme § < 3, bc — ad = 1, pficemz oba zlomky ¢, 5 jsou
v zakladnim tvaru. Potom
(i) zlomek =5 je v zakladnim tvaru;
(i) 2 < gEg<g (Dov, plyne pfimo)

Ddkaz. (i) Predpokladejmeé pro spor, Ze existuji
kK,a,8 €N, k>2, Ze

a+c=ka, b+d=Kkp.



Tvrzeni

Méjme i < 9, bc —ad = 1, pricemzZ oba zlomky £, 5 jsou
v zakladnim tvaru. Potom

(i) zlomek =5 je v zakladnim tvaru;

(i) 2 <5 <g (Dcv, plyne pfimo)

Ddkaz. (i) Predpokladejmeé pro spor, Ze existuji
kK,a,8 €N, k>2, Ze

a+c=Kka, b+d=Kkp.
Potom

1 = bc—ad



Tvrzeni

Méjme i < 9, bc —ad = 1, pricemzZ oba zlomky £, 5 jsou
v zakladnim tvaru. Potom

(i) zlomek =5 je v zakladnim tvaru;

(i) 2 <5 <g (Dcv, plyne pfimo)

Ddkaz. (i) Predpokladejmeé pro spor, Ze existuji
kK,a,8 €N, k>2, Ze

a+c=Kka, b+d=Kkp.
Potom

1 = bc—ad = b(a+c)—a(b+d)



Tvrzeni

Méjme i < 9, bc —ad = 1, pricemzZ oba zlomky £, 5 jsou
v zakladnim tvaru. Potom

(i) zlomek =5 je v zakladnim tvaru;

(i) 2 <5 <g (Dcv, plyne pfimo)

Ddkaz. (i) Predpokladejmeé pro spor, Ze existuji
kK,a,8 €N, k>2, Ze

a+c=Kka, b+d=Kkp.
Potom

1 = bc—ad = b(a+c)—a(b+d) = bka—akp



Tvrzeni

Méjpve i < 9, bc —ad = 1, pricemzZ oba zlomky £, 5 jsou
v zakladnim tvaru. Potom
(i) zlomek =5 je v zakladnim tvaru;

(i) 2 < gEg<g (Dov, plyne pfimo)

Ddkaz. (i) Predpokladejmeé pro spor, Ze existuji
kK,a,8 €N, k>2, Ze

a+c=ka, b+d=Kkp.
Potom

1 = bc—ad = b(a+c)—a(b+d) = bka—akp
= k (ba—ap),
——

EZ



Tvrzeni
Mejme £ < 9, bc —ad = 1, pricemzZ oba zlomky £, 5 jsou
v zakladnim tvaru. Potom
(i) zlomek =5 je v zakladnim tvaru;
(i) 2 < gEg<g (Dov, plyne pfimo)

Ddkaz. (i) Predpokladejmeé pro spor, Ze existuji
kK,a,8 €N, k>2, Ze

a+c=ka, b+d=Kkp.
Potom

1 = bc—ad = b(a+c)—a(b+d) = bka—akp
= k (ba—ap), spor,
——

EZ



Tvrzeni
Mejme £ < 9, bc —ad = 1, pricemzZ oba zlomky £, 5 jsou
v zakladnim tvaru. Potom
(i) zlomek =5 je v zakladnim tvaru;
(i) 2 <5 <g (Dcv, plyne pfimo)

Ddkaz. (i) Predpokladejmeé pro spor, Ze existuji
kK,a,8 €N, k>2, Ze

a+c=ka, b+d=Kkp.
Potom

1 = bc—ad = b(a+c)—a(b+d) = bka—akp
= k (ba—ap), spor, protoze k > 2. O
——

EZ



Shrnuti:




Shrnuti:

a a+c c
b b+d d

m VSechny Fordovy kruhy maji stfedy o racionalnich
soufadnicich tvaru [2, 5],



Shrnuti:

a a+c c
b b+d d

m VSechny Fordovy kruhy maji stfedy o racionalnich
soufadnicich tvaru [£, 55| ,kde 2 je x-ova soufadnice
bodu dotyku tohoto Fordova kruhu s osou x



Shrnuti:

a a+c c

b b+d d
m VSechny Fordovy kruhy maji stfedy o racionalnich
soufadnicich tvaru [£, 55| ,kde 2 je x-ova soufadnice
bodu dotyku tohoto Fordova kruhu s osou x a 2# je
jeho polomer.



Shrnuti:

a a+c c

b b+d d
m VSechny Fordovy kruhy maji stfedy o racionalnich
soufadnicich tvaru [£, 55| ,kde 2 je x-ova soufadnice
bodu dotyku tohoto Fordova kruhu s osou x a ;F je
jeho polomer.

m Dotykaji-li se dva Fordovy kruhy osy x v bodech
2 < < asamy sebe,



Shrnuti:

a a+c c

b b+d d
m VSechny Fordovy kruhy maji stfedy o racionalnich
soufadnicich tvaru [£, 55| ,kde 2 je x-ova soufadnice
bodu dotyku tohoto Fordova kruhu s osou x a 2# je
jeho polomer.

m Dotykaji-li se dva Fordovy kruhy osy x v bodech
2 < < a samy sebe, pak bc—ad = 1



Shrnuti:

a a+c c

b b+d d
m VSechny Fordovy kruhy maji stfedy o racionalnich
soufadnicich tvaru [£, 55| ,kde 2 je x-ova soufadnice
bodu dotyku tohoto Fordova kruhu s osou x a ;F je
jeho polomer.

[ Dotykajl'—li se dva Fordovy kruhy osy x v bodech
b < ¢ asamy sebe, pak bc—ad = 1 a jejich

me2|kruh" se dotyka osy x v bodé £



Shrnuti:

a a+c c
b b+d d

m VSechny Fordovy kruhy maji stfedy o racionalnich
soufadnicich tvaru [£, 55| ,kde 2 je x-ova soufadnice
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soufadnicich tvaru [£, 55| ,kde 2 je x-ova soufadnice
bodu dotyku tohoto Fordova kruhu s osou x a ;F je
jeho polomer.

[ Dotykajl'—li se dva Fordovy kruhy osy x v bodech
b < ¢ asamy sebe, pak bc—ad = 1 a jejich
me2|kruh" se dotykd osy x v bode 2. Hodnota -5
se nazyva mediantem zlomku 2, £ Budeme psat
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m VSechny zde uvedené zlomky jsou v zakladnim tvaru.
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Ford circles (© hradec.org)

Poslupnost bodl dotyku je posloupnost vzajemné
rdznych racionalnich Cisel v zakladnim tvaru. Hierarchii
jejich vzniku Ize zachytit do stromové struktury.
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Drobna odbocka: Sterndv-Brocotlv strom Ize
modifikovat tak, aby vygeneroval vSechna nezaporna
racionalni Cisla (pfipadné vSechna racionalni Cisla).
Nasledujici obrazek je navodem, jak to udélat.
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2. Rodice a deéti

m Pii mediantovém sCitani na Sternove-Brocotové
stromu typu § @ 3 = 2 Ize nazvat zlomek 2
potomkem zIomku > a 3

vvvvv

kazdému zlomku ze Sternova Brocotova stromu tvaru
g nalézt jeho "rodiCe", a to efektivnéji, nez hledat, kde
se g nachazi ve Sternové-Brocotové stromu a
podivat se, jaké dva zlomky jej vygenerovaly.

m Odpoved je kladna, potfebujeme vSak k tomu "lehky
uvod do teorie fetézovych zlomkad."
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m Egyptské zlomky jsou zlomky tvaru 15 ne N.
(Egyptané umeéli zapsat jen Cisla pfirozena a jejich
prevracené hodnoty (s vyjimkou specialniho symbolu
pro 2/3).)

m Uloha o egyptskych zlomcich: Ize kazdé kladné
racionalni Cislo zapsat jako soucet Cisla pfirozeného
a konecného poctu ruznych egyptskych zlomku?

m Jasny prvnikrok: re Q, r >0 = r=|r| + g, kde
lr] €N,0 <2 < 1. Pokud je 2 = 0, jsme hotovi.

m V piipadé 0 < g < 1 pomohou "rodi¢e a déti ve
Sternoveé-Brocotové stromu”.
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Bud 0 < g < 1 racionalni Cislo, £, 5 jeho "rodiCe ve
Sternové-Brocotove stromu”. Je 0 < 2 < g <g<1l,a
tedy

pb—aq=1.
Tuto rovnost vydélime bg # 0 a dostaneme:

p_a 1
q b + bq’ (3)
Je-lia=0,je 7 = 5; ajsme hotovi. Jinak0 < § < 2 a

a < p. Opakovanim tohoto procesu tedy driv nebo pozdeji
dostaneme soucet pouze egyptskych zlomku. VSimnéte
si, ze je potfeba vzd jen "levy" rodic.

Zaver: uloha o egyptskych zlomcich ma feSeni pro
vS8echna kladna racionalni Cisla.
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m Pomoci vySe zminéného algoritmu Ize ukazat
napriklad:
14 1 1 1 1 1 1

33 3 15 60 228 494 858"

To je mj. i priklad toho, Ze tento algoritmus nemusi
byt vzdy efektivni (Ize psat jednoduseji 33 = 1 + 1),
jeho dulezitost je v tom, Ze ukazuje, Zze egyptsky
problém vZdy Ize vyresit, a nabizi cestu k jednomu z
feSeni (ne vzdy nejefektivnéjSimu).
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Symetrie podle osy y
a symetrie vici posunuo +n,ne N

m Racionalni Cislo vétsi nez 1: posun o —n tak, aby
leZelo v (0, 1).

m Racionalni ¢islo mensi nez -1: posun o n nebo
symetrie dle osy y.
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m Kruznice a pfimky zobrazuji na kruznice a pfimky.
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S pomoci rozvoje do fetézovych zlomkl Ize takto ukazat,
Ze kazdeé racionalni ¢islo je bodem dotyku néjakého
Fordova kruhu s osou x



5. Zavér, neboli zlaty hreb

Existuje spousta zpulsobu, jak se Ize pohybovat po
Sternové-Brocotove stromu. Jeden z nich je vyjit z bodu,
ktery reprezentuje zlomek !, a pak se pohybovat
"cik-cak”, tedy stfidavé doleva a doprava.
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Mediantové scitani zlomki 2 © § = 22 zpUsobi, Ze v
Citatelich i jmenovatelich takto vznikajicich zlomku
dostavame Cleny Fibonacciho posloupnosti F,,
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A v tomto zlatém okamziku je vhodné skoncit, nebot’ uz
bylo naCase.

Mirko Rokyta

KMA MFF Praha
Sokolovska 83

186 75 Praha 8 - Karlin

mirko.rokyta@matfyz.cuni.cz



